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O SISSEJUHATUS

0.1 MiIS ON VOISTLUSPROGRAMMEERIMINE?

Programmeerimise eesmark on panna arvuti tegema midagi kasulikku. Enamasti on see mingi
tegevus, mille muidu oleks dra teinud inimesed. Nemad saavad niilid aga teha midagi meeldivamat —
las masin to6tab, tema on rauast. Distsipliinina on programmeerimine isna noor, kuid ometi labi
teinud pead podritama paneva arengu, eelkdige kasutatavate vahendite (arvutid ja
programmeerimist abistav tarkvara) osas. Kaasaegne riistvara véimaldab ,,rauast masinal“ sooritada
teatud llesandeid miljardeid kordi kiiremini kui Gkski inimene suudaks. Samas moeldakse pidevalt
valja uusi ja keerulisemaid llesandeid, mis likkavad tagant ka programmeerimise sisemist voimekust
ehk algoritmide ja meetodite arengut.

|ll

Uute algoritmide ja meetodite vadljamotlemine loob aga viljaka pinnase programmeerijatele
Uksteisega mddduvotmiseks. Kes kirjutab kiiremini efektiivsema programmi etteantud llesande
lahendamiseks? Selles vallas toimub palju vdistlusi, kus pannakse proovile osalejate teadmised
algoritmide alal, vGimekus oma md&tteid kiiresti programmideks realiseerida ning oskus kirjutada
veavaba koodi.

Eestis on selles vallas peamine vdistlus Eesti Informaatikaolimpiaad, mis on suunatud eelk&ige
koolidpilastele, kuid mille raames toimub ka kdigile avatud Uritusi. Edukamatel koolidpilastel on
vOimalus osaleda regionaalsel Balti Informaatikaolimpiaadil (kus osalevad Lédnemere aarsed riigid)
ning Rahvusvahelisel Informaatikaollimpiaadil (10l).

Ulikoolitasemel on peamine vdistlus ACM International Collegiate Programming Contest (ACM-ICPC).
Neil, kes on koolid juba I6petanud, on véimalik osaleda erafirmade korraldatud vdistlustel, nagu
Google Code Jam vGi Facebook Hacker Cup. Peale selle on olemas hulk internetipdhiseid
vOistluskeskkondi, kus toimuvad regulaarsed uritused. 2017 alguse seisuga on neist tuntumad
CodeForces, TopCoder, HackerRank ja CodeChef.

Programmeerimisvdistlustel on Gldjuhul ajapiirang (naiteks 2-5 tundi), mille jooksul on antud
lahendamiseks hulk tilesandeid (enamasti 3-6). Ulesannetele antakse sisendandmed, mille p&hjal
tuleb leida valjundandmed, mille Gigsust kontrollitakse.

Lahendus voib olla iseseisev programm (sel juhul loeb ta sisendit ja valjundit failist vGi
standardsisendist ja kirjutab valjundi teise faili v6i standardvaljundisse) vai siis lihtsalt funktsioon, mis
lingitakse testprogrammi kilge ja mida testprogramm valja kutsub, andes sisendi ette funktsiooni
parameetritena.

Suurim valjakutse on sageli mitte lihtsalt vastuse leidmiseks sobiva lahenduse leidmine, vaid sobiva
kiire lahenduse leidmine. Lahendustel on antud ajalimiit, mille jooksul tuleb vastus véljastada,
tanapdeval tavaliselt sekund voi paar.

Siin on Uks lihtne naide voistlusstiilis Gilesandest:

Malelaual peab ratsu liikuma N kdiguga ihelt etteantud valjalt teisele. Mitu erinevat teekonna
vOimalust tal selleks on?

Kui voistleja on lahenduse valmis programmeerinud, esitab ta selle testimiseks. Olenevalt vdistluse
formaadist vdib testimine toimuda kas kohe voi lahendamisaja 16pus. Kohese testimise puhul



Oeldakse voistlejale, kas programm labis testid voi mitte, nii et tal on véimalus oma lahendust
parandada.

Testimisel on Gldjuhul neli vGimalikku tulemust:

- OK-—koik tootas digesti.

- Vale vastus — programm ei véljastanud oodatud tulemust.

- Ajalimiit Gletatud — programm ei |6petanud ajapiiri jooksul oma t66d.

- Kaéivitusaja viga — programmi t606s juhtus viga (nditeks mittelubatud malupiirkonnast
lugemine voi nulliga jagamine), mis ei lasknud tal t66d |Gpetada.

Monedel voistlustel on llesande eest punktide saamiseks vaja korrektselt labida kdik testid, teistel
saab vastavalt labitud testide arvule osalise arvu punkte. Suurima punktide arvuga vdistleja saab
auhinna vai siis lihtsalt au ja kuulsust.

Selle teksti kirjutamise ajal on maailma parim vdistlusprogrammeerija Gennadi Korotkevits
Valgevenest, kes praegu esindab St.Peterburgi ITMO (likooli. Korotkevit$ hakkas olulisi vistlusi
vOitma juba 11-aastaselt, sai |0I-It kokku kuus kuldmedalit ning on hetkel olulisematel véistlussaitidel
maailma kdrgeima reitinguga.

Eesti seni edukaim vdistlusprogrammeerija on olnud Martin Pettai, kes sai aastatel 1999-2002 10I-It
kolm kuld- ja ihe hdbemedali.

0.2 MIDA SIIT OPIKUST LEIDA VOIB?

Kaesoleva Opiku peamine eesmark on ehitada sild programmeerimisoskuse ja teoreetilise
arvutiteaduse vahele. Eesti keeles on mitmesuguseid programmeerimist dpetavaid raamatuid, kus
keskendutakse programmeerimistehnikale. Samuti on ilmunud arvutiteaduse sissejuhatavaid dpikuid,
kus raagitakse mitmesugustest teoreetilistest kiisimustest.

Ka isiklikult olen ma elus kohanud paljusid inimesi, kes jddvad kas Uihte vdi teise serva: tGihel pool on
puhtad praktikud, kes pole pdhjalikumat teooriat omandanud voi on selle unustanud kui
,mittevajaliku”. Teisel pool on teoreetikud, kes tunnevad paljusid algoritme, kuid kellele kuluks ara
rohkem praktilist kogemust nende realiseerimisel.

Siin raamatus tuuakse teoreetiline ja praktiline pool kokku ja radgitakse mdlemast. Kasitletakse nii
votteid efektiivsemaks programmeerimiseks kui ka algoritme, mis véimaldavad esmapilgul véimatuid
Glesandeid mdistliku ajaga lahendada.

Tutvustatakse mitmeid algoritme ja andmestruktuure, millest moned kuuluvad arvutiteaduse
parimate saavutuste sekka, kuid teoreemide ja téestuste asemel on siin hulk praktiliselt
labiprogrammeeritavaid naiteid. Raamatuga kaasas olevas lisas on véimalik tutvuda paljude
naidisprogrammidega ja lahendada mitmesuguse raskusega katseiilesandeid enesekontrolliks.

Opiku Ulesehitus vdimaldab seda kasutada struktureeritud kursustel, kus dpetatakse
programmeerimist voi arvutiteadust Uldiselt vGi siis tegeletakse spetsiifiliselt
programmeerimisvdistlusteks ettevalmistamisega. Teiselt poolt voiks see olla kasutatav praktilise
kdsiraamatuna, kust on vajadusel véimalik (ihe vGi teise algoritmi kohta infot leida.

Tegemist ei ole programmeerimise algkursusega, eelduseks on, et lugejad on algtasemel
programmeerimist juba 6ppinud ning oskavad oma lemmikkeeles pGhiasjadega toime tulla.



Raamatust voivad kasu saada mitmesugused huvilised:

Esiteks kooliopilased, kellel on olemas teadmised
programmeerimise pohialustest ja kes soovivad teistega mootu
vOtta. Raamat sisaldab suurel hulgal teadmisi, mida on vaja
informaatikaoliimpiaadil. 2016. aasta |Gpu seisuga on raamatu
esimese osa labitootamine piisav, et olla edukas Eesti
oliimpiaadidel ja teine osa véimaldaks koju tuua medali
rahvusvahelistelt vdistlustelt.

Teiseks liliopilased ja kraadioppurid, kes soovivad tdiendada
oma teadmisi arvutiteaduses, neid samal ajal praktiliste
oskustega seostades. Opik pakub mitmeid kasulikke
ldahenemisviise, mis voimaldavad uurimistoddes vajalikke programme efektiivsemalt kirjutada.

Kolmandaks professionaalsed programmeerijad, kes soovivad omandada algoritmiliselt
keerulisemate llesannete lahendamise oskust. Vdistlustel ja olimpiaadidel programmeerimine on
nagu rallisGit, kus laheb vaja spetsiifilisi oskusi. Igapaevane tavaprogrammeerimine mdnes ettevéttes
on selle kdrval nagu liinibussi voi takso juhtimine — sarnaste elementidega, aga siiski mitte paris
sama. On aga olukordi, kus rallioskused kuluvad ka igapaevaelus marjaks adra. Olen ise oma karjaari
jooksul nii ménelgi korral suutnud ,véimatut” teha ja moéne asja kiimneid v&i sadu kordi kiiremini
toole panna, samal ajal kui teised olid juba valmis massiivseks taiendava riistvara ostuks. Ja kes ei
tahaks vahel kangelane olla :)

Neljandaks Opetajad ja 6ppejoud, kes soovivad oma Opilasi olimpiaadideks ja vdistlusteks ette
valmistada. Raamat on Ules ehitatud struktuurselt, iga jargnev peatikk kasutab ja tdiendab eelmistes
Opitut. Tekstis on palju ilesandeid, mida vdib anda lahendamiseks nii grupitédna kui individuaalselt.

Viiendaks ambitsioonikad spetsialistid, kes soovivad minna
toole monesse maailma ,korgliiga” tehnoloogiaettevottesse.
Ettevotetes nagu Google, Facebook vGi Palantir on tavaline, et
toointervjuudel antakse kandidaatidele Glesandeid naiteks
graafiteooria voi diinaamilise planeerimise vallast. Seega on
intervjuu labimiseks vaja ka vdistlusprogrammeerimise alaseid
teadmisi. Eestis pole nii pohjalik valmistumine téointervjuudeks
veel viga levinud, aga maailma tipptasemel juhtub sageli, et
kandidaadid 6pivad intervjuudeks nadalaid vGi isegi kuid.

Ja I6puks kéik tilejadnud, kellele meeldib programmeerimine PARAST
ning teadmiste omandamine.

Raamat on jagatud kaheks osaks ja neist kumbki kuueks peatikiks, millest igaiiks kasitleb konkreetset
teemat.

Iga peatlikk sisaldab jargmisi osi:

1. Tekst, mis avab teema olemust ja teoreetilist tausta.

2. Naidistlesanded, kus pdhjalikult selgitatakse, kuidas kirjutada programme vastavate
algoritmide realiseerimiseks.

3. Veel méned ilesanded, kus on antud lahenduse idee ja viited naidislahendustele.

4. Ulesanded enesekontrolliks (v&i kontrolltdddeks akadeemilises keskkonnas). Kdigi lilesannete
lahendusi saab esitada online voistluskeskkonnas, kus neid automaatselt testitakse.
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Koik naited on saadaval kolmes programmeerimiskeeles:

- C++ kui voistlustel ja olimpiaadidel enim kasutatav keel
- Java kui Eesti tarkvaratoostuses enim kasutatav keel
- Python kui hariduses ja programmeerimise dppimisel populaarne keel.

Tekstis toodud naited kasutavad C++ varianti, teistes keeltes kirjutatud vasted on saadaval
lisamaterjalina.

0.3 KONTROLLULESANNETE LAHENDAMINE

Iga peatliki I6pus on toodud rida kontrollilesandeid. Neid on véimalik lahendada omal kdel voi kui
raamatut kasutatakse 6ppet6os, saab kursuse juhendaja korraldada nende pdhjal kontrollt6o.

Ulesandeid saab lahendada online vistluskeskkonnas CodeForces, kus:

- lgale llesandele on liles seatud automaatsed testid.
- Kasutajad saavad veebibrauseri kaudu esitada oma koodi ning saavad kohest tagasisidet selle
kohta, kas programm |abis testid voi ei.

Ulesannete lahendamiseks:

e Loo CodeForces’i konto (vai logi sisse Google’i kontoga)

e Uhine Eesti V8istlusprogrammeerimise grupiga aadressil
http://codeforces.com/group/jODaK73gf0/

e Kontrolltdode jaoks on loodud vdistlused, vali neist asjakohane

Lahendused peavad lugema andmed standardsisendist ja kirjutama vastuse standardvaljundisse. Kui
valjundisse kirjutada veel midagi muud, on tulemuseks tdenaoliselt Wrong Answer. Kdik testid
vastavad tlesande kirjelduses toodud spetsifikatsioonile ja nende korrektsust eraldi kontrollima ei
pea.

0.4 KASUTATUD ULESANDED JA PILDID

Naidistlesanded kuuluvad enamikus arvutiteaduse klassikasse loodud spetsiaalselt kdesoleva
raamatu jaoks, osad on ka taaskasutatud mdnelt Eesti olimpiaadilt. Teistest allikatest parit
Glesanded on vastavalt viidatud.

Kontrolltédde lilesanded on loodud kas selle raamatu jaoks voi kohandatud teiste riikide vGistlustelt.
Kuna enamasti on teiste voistluste llesanded toodud koos lahendustega, pole neid raamatust otse
viidatud, viite saab kisimise peale autoritelt.

Kasutatud pildid on voetud vabadest pildipankadest nagu Pixabay, Pexels, Wikimedia Commons jt,
kus nad on antud maailmale kasutamiseks CCO litsentsi alusel.

0.5 AUTORITEST

Targo Oppis programmeerima aastal 1990, mil tal oli ainult tekstireziimi véimaldav kasutatud IBM XT
arvuti, millel polnud mange, mida mangida. Lahenduseks oli ise mangud kirjutada, mis eeldas
omakorda programmeerimise dradppimist. Parast seda on ta programmeerinud igasuguseid asju
klaasildikepinkidest ja lennuki elektrisiisteemidest dokumendihalduse ja mobiilirakendusteni. Praegu

11



juhib Targo ka Eesti Informaatikaoliimpiaadi. Kuna talle meeldib rohkem endast raakida, tahistab
tekstis ,,mina“ enamasti Targot.

Katrin huvitus mangudest ise vahem, kuid kirjutas neid oma nooremale vennale. Hiljem on ta
Oppinud arvutuslingvistikat ja todotanud siisteemianaliitiku ning programmeerijana, samuti
tegelenud voistlusprogrammeerimise dpetamisega Eesti Informaatikaoliimpiaadi raames.

0.6 TANUAVALDUSED

Tahame tdnada paljusid inimesi, kes raamatu valmimisele kaasa aitasid:

- Mihkel Kree ja Jaak Vilo organisatsioonilise toetuse eest,

- Héarmel Nestra, Téhvend Uustalu, Liisa Jogiste, Oliver-Matis Lill, Tiina Kull ja Heno Ilvanov
sisuliste soovituste ja veaparanduste eest,

- Toomas Tennisberg ja Oliver Tennisberg lilesannete ldbilahendamise ja testide koostamise
ning kontrollimise eest.

0.7 VEAPARANDUSED JA SOOVITUSED

Tegemist on elava dokumendiga, millest loodame aja jooksul uusi versioone luua. Valdkond areneb
kiiresti, samuti vOib esile tulla vajadusi materjali tapsustamiseks, mitmesuguseid vigu jne.

Koik parandused ja soovitused vdib saata aadressil targot@gmail.com.
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ESIMENE OSA - ALGAJATELE

Esimene osa on joukohane neile, kel on olemas programmeerimise alusteadmised. Tdiendava
materjalina voib kasutada oma programmeerimiskeele dokumentatsiooni.

1 PROGRAMMIDE SISEMAAILM

Vorreldes teiste inseneridistsipliinidega on programmeerijate arv maailmas viimasel paarikiimnel
aastal Ulikiiresti kasvanud. Samuti leiutatakse igal aastal palju uusi tehnoloogiaid, meetodeid,
raamistikke ja muid vahendeid. Tagajarjena pole kujunenud traditsiooni, kus teadmisi Ghelt
polvkonnalt teisele edasi antaks ja nii pole programmeerijatel sellist siigavat ja stabiilset kultuurkihti
nagu teistel inseneridel.

Naiteks teede ja sildade ehitamise oskus areneb aeglasemalt, mistdttu on koolis vdimalik anda hulk
baasteadmisi praktikas kasutatavatest materjalidest ja meetoditest. Kdsiraamatutes on tabelid
erinevate materjalide ning struktuuride kohta. Veergudena on toodud betoon, puit, teras ja teised
materjalid, nende erikaal, tugevus, soojuspaisuvus ja muud nditajad. Iga sillaehitaja teeb eelnevalt
arvutused, kui tugevat konstruktsiooni tal vaja on ja valib selle pdhjal Giged vahendid.

Programmeerimise maailmal on klassikalise insenerindusega palju Uhist, aga ka palju erinevat.
Esimene suur erinevus on see, et programmeerijad ei vaja fusilisi materjale, vaid teevad
,mittemillestki midagi“. Seetdttu on véimalik t66d teha suuresti katse ja eksituse meetodil — katkise
asja minemaviskamine ja uuesti proovimine ei vGta muid ressursse peale aja ja elektri. Teine suur
erinevus seisneb selles, et kord valmis tehtud tulemust on vGimalik kuitahes palju kordi kopeerida.

Need kaks erisust koos annavad efekti, kus on véimalik saavutada ontlik tulemus lihtsalt kusagilt
leitud olemasolevaid tiikke kokku sobitades ja nii kaua proovides, kuni asi enam-vdahem too6tab. Kui
algaja programmeerija kirjutab oma esimese ,,Hello, World“ programmi, siis paneb ta ka mingeid
etteantud tiikke kokku — esimesed korrad vGib-olla natuke valesti, aga 16puks ilmub kiri ekraanile

ning autor on rahul. Uldjuhul ei saa ta aga kohe aru, miks ja kuidas programm sellise tulemuse andis —
see nBuab juba pdhjalikumat kasutatud vahendite uurimist.

Algaja puhul on selline ,tulemus on tahtsam kui mdistmine” Iahenemine aktsepteeritav, kuid paraku
on maailmas miljoneid péris
keerulisi ja olulisi programme,
mis on koostatud samal katse-
eksituse meetodil. Sageli
sobitatakse vajalikku kohta
esimene enam-vahem sobiv
komponent, mille osas aga ei
modisteta selle sisulisi
karakteristikuid, naiteks
joudluse, Ghilduvuse voi
kdrvalmdjude osas. Ka ilusaid
tabeleid, kus need andmed
kirjas oleksid, on harva saada.
Sillaehituse analoogiat jatkates
kujutlegem, et ehitajatel on vaja
teatud kujuga detaili. Nad
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leiavadki sobiva, see ndeb dige vilja ja kui ehitajad ise lle silla kdnnivad, siis midagi halba ei juhtu ka.
Reaalselt on detail aga mitte metallist, vaid pehmest plastikust ja esimene silda liletav veoauto kukub
jokke.

Voistlusprogrammeerimises, kus réhk on kirjutatava programmi jéudlusel, on eriti tahtis teada, mis
on tegelikult , karu kdhus”, millised on erinevate kasutatavate komponentide omadused ja mis nende
komponentide sees toimub. Siin peatiikis kasitletaksegi mitmeid programmeerimise ehituskive ja
nende omadusi.

1.1 PROGRAMMI ELUTSUKKEL

Vaatame alustuseks, mida masin meie kirjutatud programmidega teeb. Klassikaline esimene llesanne
on koigis programmeerimisGpikutes sama.

Kirjutada programm, mis véljastab ekraanile teksti , Tere, maailm!“.

1.1.1 Lihtekood

Kbigepealt tuleb valida endale meeleparane programmeerimiskeel ning seejarel kirjutada selles
keeles lahtekood. Léhtekood on tavaline tekst, mis vastab mingi programmeerimiskeele reeglitele.
Koodi vdib kirjutada igas tekstiredaktoris, kuid enamik programmeerijaid kasutab abiprogramme,
mida nimetatakse integreeritud arenduskeskkondadeks (integrated development environment - IDE).
Viimastest tuleb rohkem juttu punktis 1.10.

Ulesannet lahendav lihtekood keeles C++ on jargmine:

#include <iostream>
using namespace std;

int main()

{

cout << "Tere, maailm!";
return 0;

}

Programmeerimisvdistlustel tulebki harilikult esitada vaid Iahtekood ja selle edasine t66tlemine ja
kdivitamine toimub testserveris.

1.1.2 Lihtekoodi transleerimine

Lahtekood tuleb transleerida ehk tolkida arvutile
arusaadavasse keelde — masinakeelde. Selleks on kaks
erinevat lahenemist: kompileerimine ja interpreteerimine.

Kompileerimine on kogu ldhtekoodi télkimine ménda
vahekeelde v6i kohe masinakeelde. Programmi, mis oskab
kompileerida, nimetatakse kompilaatoriks. Kompileeritud
kood salvestatakse tldjuhul uude faili, kust seda saab
iseseisvalt kdivitada ja lahtekoodi pole sinna juurde enam
vaja. Maailma esimese kompilaatori kirjutas 1952. aastal
Grace Hopper (pildil), kellest sai hiljem USA merevae
kontradmiral.
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C++ puhul eelneb kompileerimisele veel eeltd66tluse ehk preprotsessori samm, kus programmi
koodile lisatakse juurde paisfailide sisu.

Interpretaator transleerib samuti ldhtekoodi, kuid teeb seda nii-6elda jooksvalt: télgib Ghe lause,
tdidab selles oleva(d) kasu(d), siis t6lgib jargmise lause, tdidab selle jne. Selle Idhenemise puhul on
kaivitamisel alati vaja ka lahtekoodi ennast.

Programmeerimiskeeli saabki laias laastus liigitada interpreteeritavateks keelteks ja
kompileeritavateks keelteks. C++ ja Java on disainitud kompileeritavateks, Python aga
interpreteeritavaks keeleks. Tegelikult vGib iga keele jaoks kirjutada kompilaatori vGi interpretaatori.
Nii on olemas ka C interpretaatoreid ja Pythoni kompilaatoreid.

Kuna masinakeelt on inimesel praktiliselt vGimatu lugeda ja kirjutada, siis on kasutusel assemblerkeel
(assembly language), milles numbrilised kdsud on asendatud tdhekombinatsioonidega ja kasutatakse
muid slintaktilisi abivahendeid, mis teevad keele inimesele kergemini loetavamaks ja kirjutatavaks.
Olenevalt kompilaatorist ja platvormist vGib sama koodi kompileerimine anda erineva tulemuse. Alati
jaab kill samaks pohimote, et masinakeelne kood koosneb masinakdskudest, mida protsessor saab
vahetult taita.

14

Ulaltoodud , Tere, maailm!“ néite kompileerimine vdib anda néiteks sellise tulemuse (esimeses tulbas
masinakask, edasi assemblerkeelne kask). Assembleri kdsud on omakorda kahes tulbas: esimeses
kask, teises tema argumendid. Kolmetahelised liihendid argumentide seas tdhistavad registreid
(protsessorisiseseid malupesi), nurksulgudes on antud maluaadressid. Tapne tulemus oleneb
protsessori tlilbist ja kompilaatorist, mistdttu sina véid oma arvutis saada teistsugused masinakasud.

; paneme registrisse ecx triukitava stringi aadressi

8B OD 24 30 20 01 mov ecx,dword ptr ds:[10D3044h]
; kutsume valja stringi valjastamise operaatori
E8 95 04 00 00 call std: :operator<<<std::char_traits<char> > (010D1740h)

; eax register sisaldab funktsiooni tagastatavat vaartust, meil on vaja tagastada ©.
; eax-1 xor iseendaga on efektiivne viis tema nulliks seadmiseks
33 Co xor eax,eax

1.1.3 Teegid

Transleeritud programm ei toota tldjuhul liksinda, vaid kasutab taiendavat valist funktsionaalsust.
See funktsionaalsus on realiseeritud abistavates programmides, mida nimetatakse teekideks.
Tavaliselt on hulk teeke kaasas meie kasutatava programmeerimiskeskkonnaga, millest tdhtsaim on
kaitusteek (runtime library). Selles on tavaliselt realiseeritud programmeerimiskeele sisseehitatud
funktsioonid, veahaldus, operatsioonististeemiga suhtlemine jne.

Moned kaitusteegid on vaga vaikesed, nditeks C keele crt0 teek annab programmile edasi
operatsioonislisteemilt saadud parameetrid ja tagastab t60 16ppedes veakoodi, kuid ei tee eriti muud
huvitavat. Teiselt poolt Java Virtuaalmasin hoolitseb programmi maluhalduse, tdiendavate teekide
laadimise, koodi Gigsuse kontrolli, Java programmi baitkoodist masinkoodi transleerimise ja palju
muu eest.

Peale kaitusteegi saavad programmid tavaliselt kasutada veel paljusid teisi teeke, milles on
mitmesugust abistavat funktsionaalsust alates lihtsatest matemaatilistest funktsioonidest kuni
graafiliste animatsioonideni.
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1.1.4 Linkimine

Kompilaatori t66 tulemust nimetatakse ka objektkoodiks, mida hoitakse objektfailides. Sageli vastab
igale lahtekoodi failile eraldi objektfail. Objektfailid sisaldavad masinakaske, mis vastavad esialgsele
lahtekoodile, aga pole veel iseseisvalt kdivitatavad. Et saada |16plikku programmi, tuleb objektfailid
linkida omavahel ja ka vajalike valiste teekidega. Linkimine vdib olla staatiline (kdik vajalikud failid
pannakse kokku tiheks kaivitatavaks programmifailiks) véi diinaamiline (teeke saab laadida
programmi tootamise ajal, vastavalt sellele, millal neid vaja laheb). Programmi, mis objektfailid
omavabhel lingib, nimetatakse linkuriks.

1.1.5 Laadimine ja tditmine

Kompileeritud programm tuleb kaivitada. Programmi kaivitamisel laaditakse masinakeelne
programm kdigepealt arvuti mallu. Seda nimetatakse laadimisjarguks. Sellele jargneb kaitusjark,
mille jooksul protsessor mallu laetud masinakaske tdidab.

Jargmisel joonisel on skemaatiliselt kujutatud C++ keelse programmi jbudmine lahtekoodi loomisest
tekstiredaktoris programmi kaituseni:

Tekstiredaktor

C Y
Lahtekood

Péisfailid Preprotsessor
Cpp *

Taielik - -
lihtekood > Kompilaator
.0 .obj +
Objektkood
a lib Y
Teegid > Linkur
]
Kaivitatav kood > Laadur { Programm malus

1.2 ANDMETE HOIDMINE JA TOOTLEMINE ARVUTIS

Fundamentaalselt on arvuti vahend andmete t66tlemiseks. (Arvuti)programm on kogum
instruktsioone arvutile andmete t66tlemiseks.

1.2.1 Protsessori to6pohimote

Protsessor (Central Processing Unit) on see osa arvutist, mis — nagu dZinn muinasjutus — taidab kdik
su kasud (aga mitte tingimata selle, mida tegelikult soovisid!). Protsessori tahtsamad komponendid
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on juhtseade kaskude juhtimiseks ja aritmeetika-loogikaseade (ALU) tehete teostamiseks.
Protsessori todks vajalikke andmeid ja tulemusi hoitakse registrites.

Igal protsessoril on kasustik — konkreetne hulk kdske, mida see protsessor taita oskab. Kaske on
peamiselt kolme thdpi:

1. Andmeedastuskadsud (naiteks andmete liigutamiseks registrist mallu ja vastupidi).
2. Andmeto6o6tluskasud, mis sooritavad aritmeetika-loogikatehteid.
3. Siirdekasud, mis muudavad kadskude taitmise jarjekorda.

Allpool on nadide kasust, mis liidab arvule malupesas aadressiga 1 vaartuse ning salvestab tulemuse
malupessa aadressiga 2 (MIPS32 protsessori ADDi kask):

Vaartus

0000000101010111

Protsessorit iseloomustab veel protsessori sona (word) pikkus. SGna on protsessori poolt lihe
liksusena toodeldav andmehulk. Registri pikkus peab vastama vahemalt s6na pikkusele.

Masinakeeles programm koos kasutatavate andmetega on salvestatud mallu ning protsessor asub
sealt jarjest infot lugema ja kaske taitma.

Lihtne protsessori tootstikkel on jargmine:

1. Kasuloenduris on jargmise kasu aadress, sellelt aadressilt loetakse uus kask kadsuregistrisse.
Kasuloendur ja kasuregister on spetsiaalsed registrid: esimene neist on jargmiste kaskude
maluaadresside ja teine tdidetavate kdskude hoidmiseks.

2. Kasu dekodeerimine.

3. Tehte sooritamine.

4. Tulemuse kirjutamine registrist mallu.

2. Kasu 3. Kasu taitmine
dekodeerimine

» Juhtseade Aritmeetika- loogikaseade
1. Kasu 4. Tulemuse
lu , emi Kirjutamine
g._ "y mallu
malust
Malu <

1.2.2 Protsessori joudlus

Peamine protsessori joudluse mdddik on IPS (Instructions Per Second — instruktsiooni sekundis),
mugavuse mattes ka MIPS (miljon IPSi). Mikroprotsessorite joudlus on viimastel aastakiimnetel
kasvanud mdnelt MIPSilt mGnesaja tuhandeni (ehk sadade miljardite liksikoperatsioonideni
sekundis!). Selle saavutamiseks on kasutatud mitmesuguseid votteid, millest peamised on:

- Taktsageduse suurenemine — aastal 1980 2MHz, aastal 2002 3GHz, umbes sinna on
taktsagedus ka pidama jadnud.

- Kasukonveierid (vt Iahemalt allpool) — kaskude taitmise jagamine etappideks, mis voimaldab
samaaegselt taita erinevate kaskude erinevaid etappe.

- Mitmetuumalised protsessorid — MIPSe loetakse tavaliselt kdigi tuumade peale kokku.
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- Superskalaarne arhitektuur ehk mitme kdsu samaaegne tditmine samas tuumas. Selleks on
sama tuuma sees mitu (sageli erinevatele operatsioonitiilipidele spetsialiseeritud) ALUt, mis
kaske paralleelselt to6tlevad. Siin on oluline, et nad ei rikuks dra lksteise andmeid — moéned
programmid on kergemini paralleliseeritavad kui teised.

Tanapdevased paljutuumalised protsessorid suudavad téita sadu miljardeid instruktsioone sekundis,
aga seda vaid vaga spetsiifilistes oludes, kus neil on kogu aeg to6tlemiseks sobivad andmed ees ja
t66d on vdimalik efektiivselt paralleliseerida. Enamasti ei vdimalda asjaolud protsessoritel nii
intensiivselt tootada. Tavaprogrammidel on enamasti pudelikaelaks andmete lugemine ja
kirjutamine. VGistlusprogrammidel on andmeid tavaliselt isna vdhe ja enamik programmi t66ajast
kulubki konkreetselt arvutamisele.

Rusikareeglina soovitatakse voistlusprogrammides arvestada umbes sada miljonit ,tavaparast”
operatsiooni sekundi kohta, kus tavaparane on naiteks massiivis kahe vaartuse vahetamine, paarist
tehtest koosnev aritmeetiline avaldis voi muu suhteliselt lihtsa sisemise keerukusega operatsioon.

See reegel vGimaldab hinnata, kas plaanitav algoritm on lldse realistlik. Kui sekundi jooksul tuleb
sooritada naiteks lle miljardi operatsiooni, ei to6taks kavandatud lahenemine tdendoliselt niikuinii ja
tuleb leida parem meetod.

1.2.3 K&asukonveier

Protsessor tootab taktide kaupa. Uhe masinkeelse kisu taitmiseks kulub mitu takti. Vaatleme eelpool
kirjeldatud neljasammulist t66tstiklit, kus iga sammu tditmine votab tdpselt Ghe takti. Sellisel juhul
kulub (ihe kdsu jaoks neli takti. Kui tdodelda kaske jarjest, nii et iga jargmise kdsu tootlust alustatakse
alles siis, kui eelmine kadsk on IGpetatud, votab nelja jarjestikuse kdsu to6tlus aega 4*4 = 16 takti.
Samas on igal taktil t66s erinevad komponendid (naiteks kdsu dekodeerimisel dekooder, taitmisel
aritmeetika-loogikaiksus). Selleks, et kasutada protsessori aega optimaalsemalt, kasutatakse
kdsukonveierit — kui Uks kask liigub naiteks dekooderist ALUsse taitmiseks, liigub jargmise kdsu info
juba dekooderisse.
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Protsessi illustreerib jargmine skeem:

Tak 0 1 2 3 4 5 6 7 8
4

Ootelkasud || 3 || 4
23| 4
120314

Malust lugemine II” 2 3 “ 4

Dekodeerimine | 1 || 2 3 “ 4
Taitmine | 1 " 2 3 u 4 |
Tulemuse

kirjutamine mallu | 1 “ 2 7 u 4

AmMm—mMm<Z0X

1 2 3

Taidetud kasud
1 2
1

Esimesel taktil loetakse esimene kdsk malust, seitsmendal juba kirjutatakse neljanda kasu tulemus
mallu — seega kulub 16 takti asemel konveiermeetodit kasutades vaid 7 takti.

Kaasaegsed protsessorid kasutavad lisaks samme, et jarjestada kdsud optimaalsemalt Umber ja leida,
milliseid kdske on véimalik kdivitada paralleelselt.

1.2.4 Hargnemise ennustamine

Vaatleme naidet, mis illustreerib protsessorite jdudluse s6ltuvust sisendandmetest. Olgu meil kood,
mis genereerib hulga juhuarve ja liidab suuremad neist kokku:

const unsigned arraySize = 32768;
int data[arraySize];

for (unsigned c = @; c < arraySize; ++c)
data[c] = std::rand() % 256; // loome massiivi juhuslikest arvudest

long long sum = O;
// kordame arvutust 100000 korda, et saada tapsemat tulemust
for (unsigned i = 0; i < 100000; ++i) {
for (unsigned ¢ = @; c < arraySize; ++c) {
if (data[c] >= 128)
sum += data[c];
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Minu arvutis vottis selle koodi jooksutamine aega umbes 12 sekundit. Nild teeme aga vaikese
muudatuse:

const unsigned arraySize = 32768;
int data[arraySize];

for (unsigned c = @; c < arraySize; ++c)
data[c] = std::rand() % 256;

// sorteerime andmed enne arvutamist
std::sort(data, data + arraySize);

long long sum = O;
// kordame arvutust 100000 korda, et saada tapsemat tulemust
for (unsigned i = @; i < 100000; ++i) {
for (unsigned ¢ = @; c < arraySize; ++c) {
if (data[c] >= 128) // loome massiivi juhuslikest arvudest
sum += data[c];

}
Muudetud programm vottis aega vahem kui 2 sekundit! Milles on asi?

Kbige rohkem kaivitatav rida siin programmis on kontroll if (data[c] >= 128). Minu arvutis
kompileeritakse see kood jargmisteks kaskudeks (esimeses tulbas on kdsu aadress malus):

; laadime data[c] vaartuste registrisse eax

©0A51320 mov eax,dword ptr [ecx-8]
; vordleme eax registri sisu 16-silisteemi arvuga 80h (kiimnendsiisteemis 128).
@OA51323 cmp eax, 80h

; kui vordluse tulemus oli negatiivne, hiippame aadressile ©A5132Fh. "jl" tahistab
; korraldust "jump if less" ehk "hilippa, kui on vaiksem".

; Pane tahele, kuidas kompilaator keeras esialgse vordluse teistpidi,

; sest nii on hiippamine loogilisem.

00A51328 jl main+8Fh (©A5132Fh)

; teeme liitmistehte

@OA5132A cdq

@0A5132B add edi,eax

@OA5132D adc esi,edx

5 j1 tulemus maandub siia

@0A5132F mov eax,dword ptr [ecx-4]

Protsessori jaoks tahendab see, et siin on hargnemine: kui andmed on Uihesugused, tuleb jargmiseks
taita Uks kask; kui teistsugused, siis teine. Naiivne lahenemine oleks dra oodata, mis on kontrolli
vaartus ja siis taita kask kas Ghest harust voi teisest. See tdhendaks aga, et meil pole kasu oma
vOimsast kasukonveierist ja parallelismist.

Selleparast putabki protsessor hargnemist ennustada, s.t mdistatada, kumba haru pidi edasi
minnakse. Kdsukonveierisse laaditakse vastava haru kdsud ette ara. Kui ennustus oli dige, laheb
protsess taie kiirusega edasi. Kui aga oli ekslik, siis visatakse konveierist jargmised kdasud minema ja
laaditakse teise haru kdsud.

Kuidas ennustamine toimub? Mdistagi ei saa protsessor meie koodi sisust aru, aga ta saab
statistiliselt jalgida, mitu korda mindi selle kdsu juures lihele poole ja mitu korda teisele poole. Koodi
esimese variandi puhul minnakse hargnemiskohas vordse tdendosusega erinevates suundades, mis
tdhendab, et pooltel kordadel tuleb kdasukonveieri sisu adra visata. Teises variandis minnakse aga palju
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kordi Gihele poole ning siis palju kordi teisele poole. Kui samas hargnemiskohas on korduvalt mindud
Uhes suunas, saab protsessor sellest aru ning laadib edaspidi just selle haru kasud konveierisse. Efekt
on suur — programmide kiiruse erinevus oli enam kui kuuekordne.

1.2.5 Andmete liikumine

Andmete transportimiseks malu, protsessori ja sisend-valjundseadmete vahel kasutatakse siine (bus):
andmesiinil (data bus) liiguvad andmed, aadressisiinil (address bus) on info, kuhu andmed liiguvad,
ja juhtsiinil (control bus) info, mis suunas ja mille vahel andmed parajasti liiguvad. Kui protsessor
tahab mingi vaartuse mallu kirjutada, pannakse vastava malupesa aadress aadressisiinile ning vaartus
ise andmesiinile.

y Sisend
Protsessor Malu Viljund

|
e
|

Aadressisiin ‘]
I\/l \V

Andmesiin v b

Juhtsiin

1.2.6 Malu

Andmeid hoitakse malus. Malu jaguneb sisemaluks ehk lihtsalt maluks ja valismaluks (kGvaketas,
malupulgad ja muud vélised vahendid). Sisemalu jaguneb omakorda p&himaluks, vahemaluks ja
registriteks.

P6himalu on enamasti realiseeritud suvapddrdusmaluna (Random access memory - RAM). See
koosneb malupesikutest. Igas pesik hoiab tapselt 1 biti infot. Igal teatud pikkusega pesikute jadal on
oma aadress. Malu vGib ette kujutada ruudustikuna, kus igal real on aadress, esimeses veerus on
esimene bitt infot, teises teine jne.
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( Reavalikud
L

Andmete lilkkumise suund

€ (kirjutamine/lugemine)

Aadressi
dekooder

Aadressisiin

Y

| Andmesiin

Malu loeb aadressisiinilt aadressi, aadressi dekooder saadab signaali soovitud aadressliinile ning sellel
liinil olevad bitid kirjutatakse andmesiinile vGi loetakse andmesiinilt vastavale aadressiliinile.

Tavaliselt on korraga kasutusel mitu paralleelset malukiipi, mis véimaldab korraga salvestada voi
lugeda pikemat sdna. Osa sGnast salvestatakse Uhele kiibile, osa jargmisele jne, aga alati Ghele
aadressile. Iga kiip kasutab kirjutamiseks ja lugemiseks ainult teatud 16iku andmesiinist. Teise
vBimalusena on Uks s6na mitmel fldsilisel aadressliinil ja aadressi dekooder t6lgib aadressi vastavalt.
Siis kirjutatakse (ihe rea bitid Ghele andmesiini osale, teise rea omad selle kdrvale jne.

Aadressid on alati jarjestatud ja seet6ttu on andmete leidmine operatiivmalust kiire, kuid siiski mitte
nii kiire kui protsessorite tookiirus.

Et andmetega tootamist kiirendada, on protsessoritel oma vahemalu (cache), kus hoitakse koopiaid
pohimalu nendest kohtadest, mis on sagedases kasutuses. Vahemalusid on omakorda mitu taset,
esimene tase (L1) on ihe konkreetse tuuma jaoks, jargmised tasemed (L2, L3) on tuumade vahel
jagatud. L1 tuupiline suurus on tavaliselt kimnetes kilobaitides, L2 umbes megabait, L3 8 megabaiti.

Maludega suhtlemise aega moddetakse nanosekundites, mis on naiteks kdvakettaga vorreldes
tuhandeid kordi kiirem:

<1ns Registrid
1-2ns L1 vahemalu
23 ns L2 vahemalu
2040 ns L3 vahemalu
100 ns PShimalu
SSD 100 ps -
HDD >1ms Kovaketas
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Efektiivse programmi kirjutamise seisukohalt on vahemalu suurus oluline — kui programmi kdik
andmed mahuvad ara voimalikult kiiresse vahemallu, voib see t66d oluliselt kiirendada.

1.3 ANDMETUUBID

Arvuti malus hoitakse kdiki andmeid kahendarvudena, programmides on aga vaja mitmesuguseid
erinevaid arve, tekste ja paljut muud. Erinevat tiilipi andmete kahendarvudena esitamiseks on valja
moeldud andmetiiiibid.

1.3.1 Taisarvud

Taisarvud on esitatud bitijadana kahendsisteemis. Taisarvutiibid vdivad olla erineva pikkusega ja
see defineerib arvu maksimaalse vaartuse. Lisaks voivad taisarvutiilibid olla margiga tldbid (lubavad
nii positiivseid kui negatiivseid vaartusi) voi margita tilbid (negatiivsed pole lubatud).

Programmeerimiskeeltes on tdisarvu tiilip defineeritud erinevalt. ,,Masinalahedastes” keeltes nagu
C/C++ on taisarvutiipe mitu, need vastavad arvudele, millega protsessor opereerib, ja seega s6ltub
nende pikkus protsessori arhitektuurist. Kunagi oli naiteks tavaline, et C int tlip oli 16-bitine,
tanapdeval on ta pea kdikjal 32-bitine. Seetdttu vdib juhtuda, et (ihes masinas to6tab programm
korrektselt, teises aga mitte, kuna tekib Uletditumine (overflow).

Teine variant on abstraktsem, piiramatu pikkusega taisarv, mida kasutatakse naditeks Pythonis. Kuna
protsessoris on arvu pikkus piiratud, peab Python looma pikkade arvude jaoks oma keerulisema
struktuuri, kuidas pikka arvu meeles pidada ja sellega tehteid teha. Kui arv on kuni 64-bitine, saab
tehte teha vahetult protsessoris, vastasel korral tuleb kasutada eraldi algoritmi, mis on oluliselt
aeglasem. Isegi vaiksemate arvude puhul peab Python kulutama aega kontrollimiseks, kas arv on liiga
suur vdi mitte ning kas arvutamiseks peab kasutama madalama v&i kdrgema taseme lahenemist.
C/C++ jatab sellised otsused programmeerija hooleks.

Analoogne lahendus on ka Java BigInteger, mis pole niivord taisarvutiilip kui objekt, mille sees on
realiseeritud pikkade arvudega arvutamise tehete algoritmid.

Enamlevinud taisarvutiiibid ja nende pikkused on toodud jargnevas tabelis:

Bittide | Kimnend- | Vahemik

kohti (ligi-
'8 3 -128 - 127 char byte |
16 4 -32768 -32 767 short/int*  short |
32 10 -2 147 483 648 — 2 147 483 648 long* int |
64 19 -9 223372 036 854 775 808 — long long*  long

9223 372 036 854 775 807

*C++ int on vidhemalt 16 bitti, Llong vdhemalt 32 bitti ja long long vidhemalt 64 bitti. GCC realisatsioonides on
tavaliselt int ja long mélemad 32 bitti, long long 64 bitti.

C++ keeles on voimalik kasutada ka margita tlilipe, nt ushort, ulong, uint. Javas on margita 16-
bitine char.

Vahel on (naiteks bitikaupa operatsioonide sooritamisel) vaja teada, kuidas arvud arvutis tapselt
esitatud on. Taisarvudel tekib see klisimus eelkdige negatiivsete arvude korral. Margiga taisarvude
kahendsiisteemis esitamiseks on mitmeid erinevaid vGimalusi:



e Po6ordkoodis on negatiivse arvu kéik bitid vastupidised ehk inverteeritud vérreldes vastava
arvu absoluutvaartusega.

o Taiendkoodis madalamad bitid kuni esimese 1-ni kopeeritakse, edasi inverteeritakse.
Tdiendkood on vordne podrdkoodiga, millele on liidetud 1. See on enim levinud viis
negatiivsete tdisarvude esitamiseks, sest tdiendkoodis arvudega toimub liitmine ja
korrutamine tapselt sama moodi kui positiivsete tdisarvudega, nt 1010 + 0111 = 0001 ja 1110
* 0011 = 1010. Tdiendkood vdimaldab esitada arve vahemikus -2"2,..2"1-1,

e Margibitiga esitus on kdige ldahedasem harjumuspdarasele kiimnendsilisteemis negatiivsete
arvude esitamise viisile. Uks bitt, tavaliselt kdige suurema positsiooniga, maarab arvu margi,
Ulejaanud bitid annavad arvu absoluutvaartuse. Seda esitust tanapaeval taisarvude jaoks eriti
ei kasutata, kuid kasutatakse ujukomaarvude tiivekohtade esitamiseks.

o Nihkega esituse korral tahistab 0 vaikseimat voimalikku vaartust, 1 sellest Gihe vorra
suuremat vaartust jne. Null jadb niimoodi skaala keskele. Nihkega esitust kasutatakse naiteks
ujukomaarvude eksponendi hoidmisel.

Arv P66rdkood Tdiendkood Margibitiga Nihutamisega
kiimnend- esitus esitus
siisteemis

127 01111111 01111111 01111111 11111111

6 00000110 00000110 00000110 10000110

0 00000000 00000000 00000000 10000000

-0 11111111 puudub 10000000 puudub

-6 11111001 11111010 10000110 01111010
-127 10000000 10000001 11111111 00000001
-128 puudub 10000000 puudub 00000000

Uletditumine

Sagedane probleem tiisarvudega opereerimisel on iiletditumine. Uletditumine tekib siis, kui
tdisarvudega sooritatava tehte tulemus ei mahu enam oodatud tdisarvutiilibi piiridesse. Margiga
tdisarvude korral muutub sellisel juhul ootamatult vastuse mark. Naiteks 8-bitiste arvude korral liites
01111111 (127) +01111111 (127) = 11111110 (-2). Uletditumise valtimiseks:

1. Vali sobiva pikkusega tdisarv, arvestades, et ka vajalikud vahetulemused piiridesse dra
mahuks.

2. Kui probleemiks on piiridest valjuvad vahetulemused, m&tle hoolega labi teostavate tehete
jarjekord.

1.3.2 Ujukomaarvud

Reaalarvude esitamiseks arvutis kasutatakse peamiselt ujukomaarve. Ujukomaarv koosneb kolmest
osast: margist, tivenumbritest ehk mantissist ja eksponendist mingil maaratud alusel. Harilikult on
selleks aluseks kasutusel 2, 10 voi 16.

Esituse pohimdte on sarnane kiimnendsiisteemist tuntud esitusele:

12.34 = 1234 * 102= 1.234 * 10
Viimast varianti, kus on tapselt {iks tlivekoht enne koma, nimetatakse arvu normaliseeritud kujuks.

Tavaliselt kasutatakse ujukomaarvude esitamiseks eksponenti alusel 2. Nagu kiimnendsisteemis
1.625=1+6*10"+2*102+ 5*1073, nii ka kahendsiisteemis arv 1.101 = 1 + 1*21+ 0*22+ 1*23,
Kahendsiisteemis ujukomaarve hoitakse arvutis tavaliselt normaliseeritud kujul. Kuna
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kahendslisteemis on esimeseks tlivekohaks alati 1, siis sageli seda ei margita ja véidetakse nii liks
lisabitt mantissi markimiseks. Seda markimata bitti nimetatakse ka peidetud bitiks. Mdned naited:

Kiimnend | Kahend- Normali- Nihutatud | Mark, eksponent, mantiss

-esitus esitus seeritud eksponent

1.625 1.101 1.101%*2° 127 0 01111111 10100000000000000000000
-7.835 -111.111 -1.11111%22 129 1 10000001 11111000000000000000000
0.15625 0.00101 1.01%23 124 0 01111100 ©1000000000000000000000

Nagu tdisarvude puhul, tuleb ka ujukomaarvu esitamisel saada hakkama teatud hulga bittidega.
Seetdttu tuleb leida tasakaal arvu tdpsuse ja voimalike vaartuste piiride vahel.
Standardina on kasutusel jargmise tapsusega ujukomaarvud (alusel 2):

Nimetus Bittide Sellest Tivekohti

arv tiivekoha | kiimnendsiisteemis

jaoks (ligikaudu)

single 32 24 7 float float -
precision
double 64 53 16 double double float
precision
double 79 64 19 long - -
extended double

Lisaks on defineeritud ka spetsiaalsed vaartused: +o, - ja NaN (not a number). Nende esitus:

Vaartus Mark, eksponent, mantiss

+0 0 00000000 000DV
-0 1 00000000 00000V
+00 0 11111111 ©0000000000000000000000
-0 1 11111111 00000000000000000000000
NaN X 11111111 XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Probleemid ujukomaarvudega

Kahe ujukomaarvu liitmisel viiakse need arvud kdigepealt Ghisele eksponendile, milleks on suurema
arvu eksponent. Selleks nihutatakse mantissi vastava hulga bitte paremale. Seejarel teisendatakse
mantiss tdiendkoodi ning teostatakse arvutustehe. Vastus teisendatakse taiendkoodist tagasi
margiga esitusse ning seejarel normaliseeritakse.

Sellest tulenevalt tekib kaks probleemi: vaga erineva eksponendiga arvude liitmisel Iaheb suur osa
vdiksema arvu tapsusest kaduma (paremale nihutamise tagajarjel). Vaga suurele arvule vaga vaikese
arvu liitmisel vaike arv lihtsalt nullitakse dra. Naites kui Gilesandes tuleb liita palju vaikeseid arve, mille
oodatav summa on suur, siis jarjest summale juurde liites tegelikult viimaseid arve ei arvestatagi.
Sellisel juhul on parem liita kGigepealt vaikseimad arvud ja siis saadud vastusele suuremad.

Teiseks probleemiks on vaga ldahedaste arvude lahutamine. Kuna arvud on ligikaudsed, siis vdiksemad
bitid on ebaolulisemad ja ebatdpsemad. Lahutades aga kaks ldhestikku asuvat arvu, jaavad alles
ainult need kahtlase vaartusega bitid, mis nihutatakse normaliseerimise kaigus kérgematele
kohtadele.
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Reaalarvude hulk on I16putult tihe, kuid teatud arvu bittidega saab edasi anda vaid osa neist arvudest.
Vaartused, mida ei saa tapselt esitada, imardatakse. Kimnendmurruna ei saa tapselt edasi anda
arvu 1/3. V&ime kirjutada 0,33333333 ja kuitahes palju kolmesid, kuid tulemus on ikka ebatdpne —
alati peame Gimardama. Analoogselt ei saa kahendsiisteemis tépselt edasi anda arvu 1/10 — tekib
I6pmatu perioodiline murd, milles on paratamatult imardamisviga.

Teeme kontrolliks |dbi jargmise ndite Pythonis:

>>> X = 7*0.01

>>> y = x*100

>>> print(x, y, y-7)

0.07 7.000000000000001 8.881784197001252e-16

Nendest ebatdpsustest tulenevalt on kahe ujukomaarvu vordsust keeruline hinnata, naiteks eelmist
ndidet jatkates:

>>>y =7
False

Seet6ttu on praktiline kasutada reaalarvude vordlemisel vaikest arvu, mida tavaliselt nimetatakse
epsiloniks, ning vorrelda, kas kahe arvu vahe absoluutvaartus on vaiksem kui epsilon:

>>> e = 1.0e-10
>>> abs(y - 7) < e
True

Pythonis on selleks ka funktsioon math.isclose:
>>> math.isclose(y,7)
True

Ujukomaarvu konverteerimisel tdisarvuks kasutatakse enamasti 0 suunas imardamist, mis tahendab
murdosa arajatmist. Seet6ttu voib tadisarvuks konverteerimine anda ootamatuid tulemusi. Soovitatav
on kasutada alati eelnevalt mdnd sobivat imardamismeetodit ning vajadusel vdtta taas abiks epsilon.

Umardab lahima vaartuseni, 22.5->22 - rint round

vahepealsed paarisarvuks 15->2

Umardab lahima vaartuseni, 22.5->23 round round -

vahepealne nullist eemale -25->-3

Umardab viiksemaks 22.5->22 floor floor math.floor
1.9->1

Umardab suuremaks 22.5->23 ceiling ceil math.ceil
1.1->2

Umardab nulli suunas 22.5->22 trunc math.trunc
-25->-2

Tanapdeval muutub jarjest sagedasemaks ka alusel 10 ujukomaarvude kasutamine. Pythonis on
selleks klass decimal, Javas BigDecimal. Peamiseks eeliseks on see, et arvude tapsus on inimesele
harjumuspéarasem, st 0,1 ja 0,01 on tapselt esitatavad. Eriti oluline on see rahaliste vaartustega
opereerimisel, kus deebet ja kreedit peavad alati klappima ning Umardamisest tulenevad erinevused
vOivad segadust tekitada.

26



Vaatame ujukomaarvudega seoses ka (iht konkreetset lilesannet 2016. aasta informaatikaolimpiaadi
eelvoorust:

Antud on kahe kolmnurga tippude koordinaadid. Leia, kas kolmnurgad on sarnased ja kui on, siis kui
palju on esimene kolmnurk teisest suurem (sarnasustegur). Sisendi esimesel real on kuus taisarvu
IGigust -10° kuni 10°: esimese kolmnurga tippude x- ja y-koordinaadid. Teisel real on samuti kuus arvu:
teise kolmnurga tippude koordinaadid. Tipud vdivad olla antud nii paripdeva kui vastupdeva
jarjekorras. Antud punktid moodustavad alati kolmnurga (pole ihtelangevaid punkte ega sirgnurki).
Kui kolmnurgad on sarnased, siis valjastada tapselt ks reaalarv, mis naitab, mitu korda on esimene
kolmnurk suurem kui teine (kui esimene kolmnurk on
vaiksem, on ka vastus vadiksem kui 1). Kui kolmnurgad ei
ole sarnased, valjastada -1.

NAIDE 1:

© 06003

-131 -1 -1 -1 \M
Vastus: 1.5 (vt joonist)
NAIDE 2:
03011
02011

Vastus: -1

A

\

Esimene pahetulev lahendus on selline:
#include <math.h>

#include <algorithm>
#include <iostream>

using namespace std;

int main()

{
int x1[3];
int y1[3];
int x2[3];
int y2[3];

cin >> x1[0] >> yl1[0] >> x1[1] >> y1[1] >> x1[2] >> y1[2];
cin >> x2[0] >> y2[0] >> x2[1] >> y2[1] >> x2[2] >> y2[2];

double k1[3];
double k2[3];

for (int i =0; i < 3; i++) {
// hypot funktsioon leiab Pythagorase teoreemi abil tdisnurkse kolmnurga
//hlipotenuusi
ki[i] = hypot(x1[i] - x1[(i + 1) % 3], y1[i] - y1[(i + 1) % 3]);
k2[i] = hypot(x2[i] - x2[(i + 1) % 3], y2[i] - y2[(i + 1) % 3]);
}

// et valtida koigi kombinatsioonide voérdlemist, sordime kiiljed
sort(kl, k1 + 3);
sort(k2, k2 + 3);

double r[3];

// leiame kilgede suhted

for (int i = 0; i < 3; i++){
r[i] = k1[i] / k2[i];

}
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double epsilon = 0.0000001;

// vordleme suhteid omavahel, kasutades epsiloni

if (abs(r[@] - r[1]) < epsilon && abs(r[@] - r[2]) < epsilon) {
cout << r[o];

}
else {

cout << -1;
}

See pole halb lahendus, kuid siiski on siin probleemid. Mis oleks néiteks mdoistlik epsilon? Kui votta
liiga suur epsilon ja teine kolmnurk on esimesest nt miljon korda suurem, véime kergesti saada
valepositiivse tulemuse. Kui epsilon aga vaga vdikeseks muuta, véime saada valenegatiivse tulemuse
vaga suurte kolmnurkade puhul.

Hoopis kavalam on aga Uldse valtida ujukomaarvudega arvutamist. Praegune lahendus vordleb
pohimotteliselt kolmnurkade kilgede suhteid ja kontrollib, kas mingite arvude puhul kehtib a/b=c/d.
See on aga ekvivalentne vérdusega a*d=b*c, nii et meil pole lldse jagamist vaja. Ja mis veelgi parem,
see on ka ekvivalentne vdrdusega a**d?=b%*c?, nii et meil pole iga kiilje jaoks ka ruutjuurt vaja (isegi
kui ruutjuur on hypot funktsiooni sisse peidetud)!

Tulemusena saame jargmise koodi:

#include <math.h>
#include <algorithm>
#tinclude <iostream>

using namespace std;

int main()

{
int x1[3];
int y1[3];
int x2[3];
int y2[3];

cin >> x1[0] >> y1[0] >> x1[1] >> y1[1] >> x1[2] >> y1[2];
cin >> x2[0] >> y2[0] >> x2[1] >> y2[1] >> x2[2] >> y2[2];

double k1[3];
double k2[3];

// kiljepikkuste ruudud
double kri[3];
double kr2[3];

for (int i =0; i < 3; i++) {
int dx = x1[i] - x1[(i + 1)
int dy = y1[i] - y1[(i + 1) 7
krl[i] = dx*dx + dy*dy;
dx = x2[1i] - x2[(1i + 1) % 3];
dy = y2[i] - y2[(i + 1) % 3];
kr2[i] = dx*dx + dy*dy;

}

sort(krl, krl + 3);
sort(kr2, kr2 + 3);
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// kasutame asjaolu, et a/b = c/d <=> a*d = b*c <=> an2*d"2 = b"2*c"2
if (kri[@] * kr2[1] == kr1[1] * kr2[@] && kr1[@] * kr2[2] == kri[2] * kr2[@]) {
cout << sqrt((double)kri[o@] / kr2[0]);

}
else {

cout << -1;
}

Sellised ujukomaarvudest vabanemise vétted tasub meeles pidada, vahel paastavad nad
salakavalatest vigadest.

1.3.3 Piisikomaarvud

Pisikomaarvus on ette antud, millised bitid moodustavad arvu téisosa ja millised murdosa. Nii on
tdis- ja murdosa pikkused fikseeritud, mistdttu esitatavate arvude ulatus on vdiksem kui
ujukomaarvudel. Pisikomaarvude peamiseks eeliseks on see, et nendega saab arvutada samamoodi
kui taisarvudega. Tanapaeval kasutatakse arvutites plisikomaarve harva.

1.3.4 Margid

Margid (character) on kirjamargid (tdhed, numbrid, kirjavahemargid, tiihik) ja juhtmargid. Marke
hoitakse malus tdisarvudena ehk koodidena ja see, mis mark mis koodile vastab, on maaratud
kasutatava margistikuga. Enim kasutatavad margistikud on nt ASCII ja Unicode.

C/C++ ja Javas on margitttibiks char. C/C++ keeles on margi pikkuseks harilikult 8 bitti, Javas 16 bitti.
Python eraldi tliibina marki ei toeta, mark on string pikkusega 1.

Kuna marke hoitakse arvutis nagu tavalisi taisarve, saab nendega sooritada tehteid nagu
tdisarvudega. Nt 'S’ +’a’ —'A’ =’s’. Tulemus sOltub muidugi kasutatavast margistikust.

1.3.5 Toevaartused

Téevaartusmuutuja ehk loogikamuutuja vaartuseks saavad olla loogikavaartused téene (true) ja vaar
(false). Kahe vaartuse jaoks piisaks muidugi juba Uhest bitist, kuid isegi keeltes, kus on
loogikamuutuja eraldi tliibina olemas, on selle pikkuseks harilikult terve protsessori sGna ehk
vahemalt Uks bait.

Loogikamuutuja tiiip = bool boolean bool
Toese/vadra vadrtuse true/false true/false True/False
konstant

C++ keeles on kill defineeritud tlilip bool, kuid toimub automaatne teisendamine taisarvutitbi
int’i ja bool”’ivahel. Tadisarvust toevaartuseks teisendamisel 0 = false ja iga muud vaartust
kasitletakse kui téest. Vastupidisel teisendusel false =0 ja true = 1. Nii saab kasutada taisarve
téevaartustena ja vastupidi.

Sarnane lahenemine on ka Pythonis, kus bool on tdisarvutiitibi int alamklass. Sellel on kaks
vaartust: True ja False, mis on eriversioonid 1-st ja O-st ja kaituvad aritmeetilistes tehetes vastavalt:

>>> True + True
2
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Tavalist arvvaartust 0, null-vaartust, tihja stringi ja tiihje loendeid kasitletakse loogikatehetes
False’ina, koik Ulejadnud vaartused vastavad vaartusele True.

Javas on lihttlitip boolean, millel saavad olla vdartused true ja false.Javas automaatset
teisendamist ei toimu ja Java booleani ei saa vahetult teisendada int’iks ega vastupidi (vdhemalt
mitte Gldjuhul). Vajadusel saab teisendada jargmiste votetega:

boolean b;
int a = 4;
b=(a!=0); /*kui a = 0, siis b = false, vastasel juhul b = true*/
inta=b?1:0; /*kui b = true, siis a = 1, vastasel juhul a = 0*/

Loogikatehted

Enamikus programmeerimiskeeltes, sh siin raamatus kasitletavates keeltes, on olemas operaatorid
loogikatehete JA, VOI ning El jaoks. Arvutused teostatakse vasakult paremale. See on oluline, kuna
teatud juhtudel ei arvutata kdikide operandide vaartusi valja:

e JA korral, kui vasakpoolne avaldis on vaar, siis kogu tulemus on vaar ja parempoolset avaldist
ei arvutata.

e VOl korral, kui vasakpoolne avaldis on t&ene, siis kogu tulemus on tdene ja parempoolset
avaldist ei arvutata.

Naiteks lauses
if ((1 < 10) && ( ++i < n)) { /*...*/ }

suurendatakse i vaartust ainult siis, kui avaldis i < 10 on tdene.

Algajad programmeerijad dpivad seda reeglit tundma enamasti labi vigade. Kui pdhimdte on aga
selge, siis saab sama omadust dra kasutada ka teadlikult, paigutades odavama kontrolli esimeseks.

1.3.6 Viidad

Viit on andmetitp mingi objekti maluaadressi hoidmiseks. Viidad on vajalikud kahel peamisel
pOhjusel:

- Kui me anname funktsioonile ette parameetreid, siis nditeks arvuliste parameetrite korral
tehakse funktsiooni jaoks neist eraldi koopia. Kui parameetrina on vaja edastada aga
tuhandest vaartusest koosnev objekt, pole métet sellest koopiat teha, parameetrina véib
kasutada lihtsalt selle objekti aadressi ehk viita.

- Kui meil on vaja sama muutujaga opereerida mitmes funktsioonis, nii et (ihes funktsioonis
tehtud muudatus on ndha ka teises, peab mdlemal olema viit sellele muutujale.

C/C++ keeles peab programmeerija viitu ise kasitlema. Javas ja Pythonis luuakse viidad automaatselt
ning see, mida me programmi tekstis ndeme kui objekti, on tegelikult viit objektile.

1.3.7 Struktuursed tiilibid ehk liittlitbid

Vaartuste Ghekaupa muutujatesse salvestamine on suuremate andmehulkade puhul Usna tilikas, aga
nende jargnev tootlemine oleks lldse praktiliselt véimatu. Kui suuremat kogust andmeid on vaja
korraga meeles pidada, kasutatakse nn struktuurseid andmetiilpe. See tahendab, et ei ole Uksikut
vaartust, vaid on palju vaartuseid, mis on thendatud Ghtsesse struktuuri ja lisaks v6ib andmete
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paiknemine struktuuris anda edasi tdiendavat infot (naiteks nimed tdhestiku jarjekorras). Jargmistes
punktides on kirjeldatud tavalisemaid liittllpe:

1.3.8 Kirjed

Kirje (record) voimaldab loogiliselt koos hoida erinevaid andmeid, mis kdivad sama asja kohta,
nditeks inimese nime, isikukoodi ja silmavarvi.

1.3.9 Stringid

String ehk sGne on markide jada ja kuna seda kasutatakse palju, on see sageli defineeritud eraldi
andmetiibina. Stringide hoidmiseks malus on kasutusel peamiselt kolm erinevat véimalust:

e Nulliga Iopetatud string ehk C string |I0peb margiga, mille vdaartus on 0 ehk NUL. String
pikkusega n vétab malus n + 1 kohta.

Hfe ]|l I o |0

o Pikkusega algava stringi algusest on eraldatud teatud hulk baite stringi pikkuse hoidmiseks.
Selliseid stringe kutsutakse Pascali ehk P-stringideks.

e Stringid on esitatud kirjete voi objektidena, kus pikkus ja margijada salvestatakse eraldi
muutujatesse. Enamasti on selliste kirjete sisemine struktuur kill peidetud ja otse neid
muutujaid kasutada ei saa.

viit » H e | | [}

pikkus | 5

1.3.10 Massiivid

Massiiv (array) on liittlitip, kus hoitakse ainult Ghte tllpi vaartuseid. Igal vaartusel ehk elemendil on
oma kindel koht massiivis, elemendid on jarjestatud ja neile paaseb ligi indeksi jargi. Indeks on
elemendi asukoha kaugus massiivi algusest.

C/C++ keeles on massiivist elementide leidmine hasti lihtne. Massiivi elemendid sailitatakse malus
jarjestikustel aadressidel ning kuna iga elemendi andmetiiiip ja seega pikkus on sama, siis elemendi
leidmise operatsioon on tegelikult massiivi viidale elemendi jarjenumbri juurde liitmine, et leida
elemendi aadress malus. Seet6ttu on C/C++ massiivid hasti kiired.

C/C++ massiive illustreerib jargmine ndide, mida ma olen kasutanud to6intervjuudel, et kontrollida
kui hasti kandidaat keelt tunneb:

Mida valjastab selline kood?
cout << 4["hello world"];
Enamik kandidaate arvab, et selline asi pole voimalik, kuid tegelikult on loogika jargmine:

4["hello world"] == 4+"hello world" == "hello world"+4 == "hello world"[4]
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Kompilaator teeb selle teisenduse meile ndhtamatult ja kood valjastab lihtsalt vastava margi stringist
,hello world” ehk o. Sellised trikid pole reaalselt muidugi soovitatavad, kuid illustreerivad C/C++
suuremat vabadust ja lihtsusega kaasnevat joudlust. Teisest kiiljest on ka C++ keeles vigade tegemine
kergem ja nende avastamine sageli keerulisem.

Python klassikalist massiivi ei kasuta, seal on kasutusel jarjend (list). Jarjend on sarnane massiivile,
kuid kui massiivis on enamasti elemendid jarjestikuste maluplokkidena, siis jarjendis on viidad
elementidele.

1.4 OPERATSIOONID STRINGIDEGA

1.4.1 Mark kohal i

Programmeerimisvoistlustel kasutatavates stringililesannetes on pea alati vaja string mark-margilt
|abi kaia ja iga marki eraldi vaadelda. Voimalused stringis s kohal i asuva margi saamiseks on toodud
jargmises tabelis:

Siintaks s[i] s.charAt(i) s[i]
s.at(i)

Nidide s[2] #'1" s.charAt(2) #'1° s[2] #"1"

s="kala" s.at(2) #'1’ a[-4] # "k"

(negatiivne argument
loendab alates 1dpust)
Erisused s[i] ei hoiata, kui loetakse Tagastab stringi pikkusega 1
valjaspoolt stringi piire

Kui aga on soov marki kohal i muuta, siis enamikus keeltes seda analoogselt teha ei saa. Naide
Pythonis:

>>> s = "kala"

>>> s[2] = "n
Traceback (most recent call last):
File "<pyshell#3>", line 1, in <module>
s[2] = "n"
TypeError: 'str' object does not support item assignment

C++ keeles saab nii muuta marke ,,C stiilis” stringidel, mis on lihtsalt markide massiivid. C++ standard
library string klassi kasutamisel pole tksikute markide muutmine véimalik.

1.4.2 Stringide vordlemine

Sageli on vaja liht stringi vOrrelda teisega. Leksikograafilisel (tdhestiku jargi) vordlemisel loetakse
sonad vordseks siis, kui nad on mark-margilt samad. Kahest stringist vdaiksem on see, mis asub
tahestikus eespool. C++ ja Pythonis saab stringide leksikograafiliseks vordlemiseks kasutada tavalisi
operaatoreid (==, =, >, <, <=, >=), Javas saab kdll stringide vahele kirjutada vérdlusoperaatorid, kuid
siis ei vorrelda mitte leksikograafiliselt stringe, vaid stringiobjektide aadresse. Kui on vaja teada, kas
kaks stringi on leksikograafiliselt vérdsed vGi mitte, saab Javas kasutada meetodit equals. C++ja
Javas on stringide leksikograafiliseks vordlemiseks meetod compare, mis tagastab taisarvu 0, kui
stringid on vordsed, arvu 1, kui esimene on suurem kui teine, ja arvu -1, kui teine on suurem kui
esimene.
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Siintaks s <=t s.compare(t) s <=t
s.compare(t) s.equals(t)

Niide s <= t #true s.compare(t) #-1 s <= t #true

s="kala" s.compare(t) #-1 s.equals(t) # false

t="kana"

1.4.3 Stringide iihendamine ehk liitmine

Stringide liitmine on samuti tihti kasutust leidev operatsioon. Stringide liitmise siintaks on lihtne: nii
Javas, Pythonis kui ka C++ kasutatakse liitmisoperaatorit + stringide (ihendamiseks. Pythoni ndide:

>>> "kala" + "kana"
'kalakana’

See pealtnaha lihtne operatsioon vGib aga tGsiseid probleeme tekitada. Vaatame jargmist lilesannet:

On antud string s, mis koosneb ainult vaikestest ladina tahtedest. Valjastada sama pikk string, kus
vorreldes esialgsega on a-tdhed asendatud jargmise reegli alusel: Kdige esimene a jaab
muutumatuks, jargmine on asendatud b-ga, kolmas c-ga jne. Kui a-sid on rohkem kui 26, siis hakkab
ring otsast peale: 27. a jaab alles, 28. asendatakse jalle b-ga jne kuni stringi I3puni.

NAIDE:

S = vanapagan

Vastus: vanbpcgdn

Vaatame lahemalt jargmist Javas kirjutatud meetodit, mis antud llesande lahendab:

String s2 ;
int alpha = ©;
for (i = 0; < len; i++) {
char ch s.charAt(i);
if (ch == "a") {
ch += alpha;
alpha = (alpha + 1) % 26;

int len = s.length();

=

}

s2 += ch;

}
System.out.println(s2);

Selleks, et toodelda 50000 margist koosnev sisend, kus on 5000 a-tdhte, kulub minu arvutis tle 2
sekundi, mis on ilmselgelt liiga palju.

Kuhu kdik see aeg kulub? Suurim probleem on stringide liitmine: iga kord, kui stringile b liidetakse
juurde taht ’'a’, tekitatakse Javas tegelikult tulemuse jaoks tdiesti uus stringiobjekt. Samamoodi
kaitub stringide liitmisel ka Python.

Kui po6rdume tagasi teema juurde, kuidas stringe malus esitatakse, saab ka selgeks, miks see nii on:
stringil on malus mingi fikseeritud koht ja me ei saa sinna lihtsalt niisama midagi juurde lisada.
Seetdttu kdib stringide liitmine enamikus keeltes jargmiste sammudena:

- V6tame malust uue puhvri, mille pikkus on esialgsete stringide pikkuste summa
- Kopeerime esimese stringi sinna puhvrisse
- Kopeerime teise stringi sinna puhvrisse
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Seega, kui meil on vaja liita 5000 vaikest stringi, siis kopeerime esimese stringi sisu 4999 korda, mis
votabki kokku palju aega.

Mis vdiks olla lahendus? Uks v&imalus on viltida oma algoritmis stringide kleepimist. Naiteks antud
juhul véime teisendatud margid kohe vilja kirjutada, kasutades sellist koodi:

int len = s.length();
int alpha = ©;
for (i = 0; < len; i++) {
char ch = s.charAt(i);
if (ch == 'a') {
ch += alpha;
alpha = (alpha + 1) % 26;

n e

}
System.out.print(ch);

Selle jGudlus on palju parem, aega kulub 0,1 sekundit, aga ka see pole vaga efektiivne, sest peame iga
margi jaoks valjundfunktsiooni vélja kutsuma.

Uldjuhul on paljude stringide liitmise korral lahenduseks kohe piisavalt suure puhvri vétmine, selleks

on erinevates keeltes spetsiaalsed abistavad klassid, Javas nditeks StringBuilder. StringBuilder

vOtab sisemiselt kohe suurema puhvri, mille sees liitmist toimetab. Kui puhver saab tais, voetakse uus
puhver, kuid taas varuga.

Ulesannet lahendav kood on niiiid selline:

int len = s.length();
StringBuilder sb = new StringBuilder();
int alpha = ©;
for (i = 0; < len; i++) {
char ch s.charAt(i);
if (ch == "a"') {
ch += alpha;
alpha = (alpha + 1) % 26;

I e

}
sb.append(ch);

}
System.out.println(sb);
Tooajaks 0,002 sekundit ehk esialgsest 1000 korda vahem aega!

C++ stringid on fikseeritud ja puhverdatud variandi hiibriidid. Nendes on malu véetud teatud varuga
ning kui kleepimise tulemus mahub selle varu sisse ara, pole uut puhvrit vaja votta. Kui dra ei mahu,
vOetakse siiski uus puhver, taas teatud varuga.
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Vastav C++ kood on siin:

string s;
string s2 = "";
char alpha = 'a';

for (int i = @; i < s.length(); i++)

if (s[i] == 'a")

{
s2 += alpha;
alpha++;
if (alpha > 'z")
{

}

continue;

alpha = 'a’;

}

s2 += s[i];

Kaivitamise aeg on 0,03 sekundit ehk samuti kusagil vahepeal. Spetsialiseeritud kiirem C++ klass
stringide liitmiseks on std: :stringstream.

1.5 SISEND-VAUUND

Programmeerimisvoistlustel antakse programmile ette lilesandes kirjeldatud reeglitele vastav sisend
ning programm peab oma t66 tulemusena viljastama etteantud kirjeldusele vastava valjundi.
Uldiselt vdib vdistleja eeldada, et sisend vastab tdesti tipselt kirjeldatud formaadile ning tiiendavaid
kontrolle sisendi korrektsuse osas ei ole vaja vGistlusprogrammis realiseerida. Samas eeldatakse, et
ka valjund vastab tapselt kirjeldusele ja selle eest hoolitsemine on programmeerija mure.

Sisend- ja valjundseadmetele ligipadsu ja tookorraldust juhib operatsioonisiisteem. Selleks, et
programmeerija t60d lihtsustada, on programmeerimiskeeltes olemas vahendid sisendi ja vdljundiga
tootamiseks, mis teevad ara vajaliku t66 operatsioonislisteemiga suhtlemiseks.

Sisestamine ja véljastamine toimub Gldjuhul kas standardsisendist/valjundist v&i siis etteantud
nimega failist.

1.5.1 Standardvood

Standardvood on eelseadistatud sisend- ja valjund-suhtluskanalid programmi ja keskkonna vahel, kus
programm kaivitati. Standardvoogudeks on standardsisend (stdin), standardvaljund (stdout) ja voog
veateadete jaoks (stderr).

C++

C++ keeles on paisfailis iostream defineeritud vood standardsisendi- ja valjundi jaoks: cin on
sisendvoog ja cout valjundvoog. Voogudel on antud eritdhendus operaatoritele >> ja <<.
Nooled naitavad andmete liikumise suunda: >> loeb voost ja << kirjutab voogu. Kui on vaja, et info
kohe ekraanile jGuaks, siis tuleb lisada I0ppu endl, mis lisab reavahetuse ja valjastab teksti.
string s;

cin >> s;
cout << s << endl;
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Java

Javas kasutatakse standardsisendi ja -valjundi jaoks klassi System nimeruumis java. Sisendvooks
on System.in javaljundvooks System.out. Valjundiga on lihtne: sellel on meetodid println ja

print, mis véljastavad stringi. Kui on vaja tagada, et info kohe ekraanile jGuaks, kasutatakse selleks
flush meetodit:

System.out.println("kala");
System.out.flush();

Standardsisendist lugemiseks kasutatakse tavaliselt java klassi Scanner vdi suuremate sisendite
korral klassi BufferedReader. Molemad klassid on defineeritud nimeruumis java.io.

Scanner sc = new Scanner(System.in);
int i = sc.nextInt();

BufferedReader br = new BufferedReader(System.in);
String s = br.ReadLine();

Python

Pythonis saab kasutada standardsisendile ja -vdljundile ligipddsuks objekte sys.stdin ja
sys.stdout. Sisendist lugemiseks on meetod readline ja kirjutamiseks write, info koheseks
kirjutamiseks puhvrist ekraanile on meetod flush:

s = sys.stdin.readline()
sys.stdout.write(s + "\n")
sys.stdout.flush()

Sisendvoo katkestamine

Monedes lilesannetes 6eldud, et kasutaja voib sisestada klaviatuurilt suvalise hulga teksti ja seejarel
oleks vaja kuidagi teada anda, et kasutaja on I6petanud. Selleks on spetsiaalne mark EOT (end of
transmission), eesti keeles siis ,,side |6pp“. See, kuidas kasutaja seda valjendada saab, soltub
konkreetsest keskkonnast, enamasti sobib ctrl + D voi ctrl + Z.

Standardvoogudest lugemise ja kirjutamise naited on Eesti Informaatikaoliimpiaadide lehel:
http://eio.ut.ee/KKK/StdIO

1.5.2 Failidest lugemine ja kirjutamine

Eesti programmeerimisvdistlustel tuleb enamasti lugeda sisendandmed etteantud nimega failist ja
vastus kirjutada teise, samuti etteantud nimega faili. Selleks on hea teada vastavaid meetodeid:

paisfail csdtio fstream -
Failimuutuja FILE ifstream
ofstream
Faili avamine fopen(fn, "rd") open(fn) open(fn, "r")
lugemiseks
fn - failinimi
Faili avamine fopen(fn, "wt") open(fn, "w")
kirjutamiseks
Failist lugemine (nt kaks = fscanf(f, "%d %d", f >> x1 >> x2

taisarvu x1 ja x2 failist f) = &x1, &x2)
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Rea lugemine fgets(s, n, f) getline(f, s) f.readline()
s—rida

n —rea pikkus

f - failimuutuja

Faili kirjutamine (nt fprintf(f, "%d %d", £ <<xI<<™ "<<x2; f.write()
kaks taisarvu x1 ja x2 x1, x2 )

faili f)

Faili sulgemine fclose(f) f.close() f.close()

Javas toimub failidest lugemine sarnaselt standardsisendist lugemisele: appi voetakse Scanner voi
BufferedReader. Failivooavab FileReader. Naide nende kasutusest failide lugemisel on kohe
jargmise punkti all.

Faili kirjutamisel kasutatakse klassi PrintWriter ja failivoo jaoks FileWriter. PrintWriter
klassil on meetodid println ja print:

PrintWriter pw = new PrintWriter(new FileWriter("arvud.txt"));
pw.println("kala");

Failidest lugemise ja kirjutamise pdhjalikud ndited on Eesti Informaatikaoliimpiaadide lehel:
http://eio.ut.ee/KKK/Failid

1.5.3 Sisendi too6tlus

Sisendi lugemise ja kasitlemise erinevate véimaluste illustreerimiseks vaatame jargmist tlesannet:
Failis arvud.txt on miljon taisarvu. Leida ja vdljastada nende summa.

Nagu eelnevalt juttu oli, on Javas sisendi lugemiseks kaks levinumat viisi: Scanneri ja
BufferedReaderi kasutamine.

Esimene lahendus:

BufferedReader br = new BufferedReader(new FileReader("arvud.txt"));
long a = 9;
StringTokenizer st = new StringTokenizer(br.readlLine());
for (int i = 0; i < 1000000; i++) {
a += Integer.parselnt(st.nextToken());
}

System.out.println(a);

Teine lahendus:

Scanner scanner = new Scanner(new FileReader("arvud.txt"));
long a = 9;
for (int 1 = 9; i < 1000000; i++) {

a += scanner.nextInt();

}
System.out.println(a);

Esimesel lahendusel 1aks summa leidmiseks 0,3 ja teisel 1,2 sekundit.

Scanner parsib sisendit ja sellel on mitmed programmeerija jaoks mugavad meetodid, nagu naiteks
nextInt().BufferedReader on lihtsalt ks suur puhver ja sinna loetud infot tuleb programmeerijal
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ise edasi parsida. Nagu naha, on suurte sisendandmete korral nn toores andmete lugemine ja nende
hilisem t66tlemine oluliselt kiirem.

C++ puhul on meil valik, kas kasutada C v6i C++ stiilis sisendi lugemist — neid on illustreeritud
jargmistes ndidetes:

C++ stiilis:

file.open("arvud.txt");

sum = 0;

for (int i = 0; i < n; i++)
int a;
file >> a;
sum += a;

file.close();
cout << sum << endl;

C stiilis:

sum = 0;
FILE* fl = fopen("arvud.txt", "r");
for (int i = 0; i < n; i++)

{
int a;
fscanf(fl, "%d", &a);
sum += a;

}

printf("%d\n", sum);
C++ stiil on natuke mugavam kirjutada, kuid to66tab aeglasemalt. Antud test vottis minu arvutis

vastavalt 0,7 ja 0,1 sekundit.

1.5.4 Viljund

Vialjundi osas tuleb tavaliselt lahendada kaks kiisimust: korrektsus ja efektiivsus.

Korrektsuse seisukohalt on lilesannetel vahel eritingimused, mis nGuavad valjundi kirjutamist
konkreetsete reeglite alusel formaadituna — néiteks peab reaalarvuline vastus olema antud tapselt
kolme kohaga parast koma. Selliste reeglite realiseerimiseks on andmete valjastamise funktsioonidel
parameetrid, mille kaudu saab vastavaid reegleid spetsifitseerida. Jargnevas tabelis on selleks méned
naited:

Reaalarv tapselt 3 kohaga parast Kuupdev ja kellaaeg aeg kujul Paev.Kuu.Aasta
koma Tund:Minut:Sekund

C fprintf(vf, "%0.31fn", arv); fprintf(vf, "%d.%m.%y %H:%M:%S", aeg);
C++ vf << fixed << vf << put_time(&aeg, "%d.%m.%Y
setprecision(3) << arv %H:%M:%S") ;
Java vf.println(String.format("%. DateFormat dateFormat = new
3f", arv)) SimpleDateFormat("dd/MM/yyyy HH:mm:ss");
vf.println(dateFormat.format(aeg));
Python vf.write("%.3fn" %arv)
(vana)
Python vf.write('{:.3f}'.format(arv  vf.write('{:%d.%m.%Y
(uus) )) %H:%M:%S}"' .format(aeg))
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Efektiivsuse klisimus tuleb mangu juhul, kui valjastada tuleb palju infot ja see tuleb kirjutada faili. Kui
kirjutame valjundit naiteks margikaupa, ei kirjuta valjundteek seda tldjuhul kohe faili, vaid hoiab
vastavas puhvris. Kui puhver saab téis voi kui failipide suletakse, kirjutatakse kogunenud info k&ik
korraga faili.

Efektiivsema testimise ja silumise huvides on vahel kasulik puhvri tiihjendamist eraldi valja kutsuda,
kuid tuleb arvestada, et see aeglustab programmi to6d.

Puhvri tihjendamiseks on eri keeltes jargmised meetodid:

/e G Java Python

Standard- fflush(stdout) @ cout << System.out.flush() sys.stdout.flush()
viljundisse endl

Faili: fflush(f) f << endl f.flush() f.flush()

f — faili- f.flush()

muutuja

1.5.5 Jooksvalt tootamine

Suure sisendi/véljundi puhul vétavad andmete sisestamine, té6tlemine ja valjastamine
suurusjarguliselt sama palju aega. Sellisel juhul tuleks uurida, kas meil on véimalik andmed lihtsalt
,jooksvalt |abi vaadata®“, ilma et peaks kogu sisendit mallu lugema.

Vaatame selle kontseptsiooni illustreerimiseks jargmist (ilesannet:
Failis on miljon kuuetahelist stringi. Leida ja valjastada neist leksikograafiliselt esimene.

Naiivne meetod selleks on teha nii:

string* ar = new string[n];

for (int i = 0; i < n; i++) {
file >> ar[i];

}

sort(ar, ar + n);

cout << ar[@] << endl;

Tegelikult pole meil aga muidugi vaja kiki stringe mallu lugeda, vaid vdime senist parimat
vahetulemust lihtsat jooksvalt meelest pidada:

string vas = "“zzzzzz";
for (int i = 0; i < n; i++)

{
string vv;
file >> vv;
if (vas.compare(vv) > 0)
{
vas = vv;
}
}

cout << vas << endl;
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1.6 PROGRAMMEERIMISKEELTE VORDLUS

Programmeerimisega esmakordselt kokku puutujad kisivad sageli, milline programmeerimiskeel on
parim. Vastus oleneb loomulikult konkreetsetest asjaoludest, erinevate programmeerimiskeelte
eriparadest on kirjutatud sadu raamatuid. Kuna selle raamatu naited on C++, Java ja Pythoni baasil,
siis toon valja, mis on nende peamised jooned. Esmased erinevused on mdistagi slintaktilised, kuid
neil keeltel on ka vaga erinev disainifilosoofia ja eesmargid.

Vastus kiisimusele ,millist keelt ma peaksin 8ppima?“ on aga ,erinevaid!“. Uhe programmeerimis-
keele oskaja on nagu té6mees, kellel on vaid haamer, samas kui erinevad keeled tdidavad su
tooriistakasti ning avavad vbimalusi Glesannete lahendamiseks mitmel viisil. Olen ise
professionaalselt kasutanud vahemalt kiimmet erinevat programmeerimiskeelt ning kokku puutunud
veel palju enamatega. Mdistagi kujunevad mdned, milles vilumus on suurem, kuid hea on teada, et
saad ka teistsugustes olukordades hakkama.

Konkreetselt C++, Java ja Pythoni osas on mugav mdelda, et neile vastavad konkreetsed marksdnad,
mis on keele disainimisel olnud esmase prioriteediga: C++ puhul kiirus, Javal ohutus ning Pythonil
lihtsus. Samuti on igal vaadeldaval keelel erinev saamislugu: C++ tuli akadeemiast, Java drimaailmast
ning Python leiutati hobi korras.

1.6.1 C++

Taani arvutiteadlane Bjarne Stroustrup uuris 1980. aastate alguses oma doktorit66 jaoks objekt-
orienteeritud programmeerimist, kasutades peamiselt Simula 67 keelt. Simula oli praktiliseks
kasutamiseks liiga aeglane, mistottu Stroustrup hakkas lisama objekt-orienteerituse printsiipe C
keelele. Aastal 1983 valmiski C++ keele esimene variant. Paljud teised tdanapaeval laialt levinud
keeled nagu Java ja C# on sellest tugevalt mdjutatud.

Objekt-orienteeritud paradigma aitab kirjutada programme, mis on kergemini hallatavad ja
tdiendatavad. Voistlusprogrammeerimise kontekstis, kus programmid valmivad mdne tunniga ja
hiljem neid tavaliselt ei tdiendata, on need omadused vahemtahtsad. Samas on C++
pohiprintsiipideks olnud:

- Keelekonstruktsioonide lihtne ja otsene llekantavus riistvaras toimuvale.
- llma lisakuluta abstraktsioonimehhanismid, mida Bjarne Stroustrup on ka kokku vétnud kui
»What you don’t use, you don’t pay for” (mida sa ei kasuta, selle eest sa ei maksa) printsiipi.

C++ joudlusele optimiseeritust illustreerib jargmine naide. Olgu meil andmestruktuur, mis hoiab
endas tasandil asuva punkti koordinaate:

class Point {int x; inty; };
ja objekt sellest klassist:
Point xy {2,5};

C++ kirjutab objekti valjad lihtsalt jarjest mallu:

xy | 2|5

Kui meil on massiiv punktidest
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segment al ] ={{2,5}, {3,1} };

siis kirjutatakse ka need lihtsalt jarjest mallu.

Vordlusena hoitakse paljudes ,puhastes objekt-orienteeritud keeltes” kdiki kasutajaobjekte
viitadena, mis tdhendab, et saame jargmise struktuuri:

viit
viidad 1|2
¥ \
2|5 3 (1

Need pShimotted véimaldavad C++ abil kirjutada kiiremat ja efektiivsemat koodi kui enamikus teistes
kaasaegsetes keeltes. Objektide kompaktselt hoidmine sobib hasti naiteks protsessorites
kasutatavate andmete vahemallu laadimise strateegiatega, kus vahemallu lisatakse mitte lihtsalt
Uksikute méalupesade sisu, vaid terve ldhestikku asuv piirkond.

Vanemal C keelel on samad head jéudluse omadused, kuid C++ lisab olulise abina standard library,
kus on realiseeritud palju kasulikke andmestruktuure (nendest Iahemalt kolmandas peatiikis). Nendel
pOhjustel on C++ programmeerimisvdistlustel tavaliselt populaarseim valik.

1.6.2 Java

Java loodi 1990. aastate alguses Sun Microsystemsis, eesmargiga kasutada seda mitmesugustes
programmeeritavates seadmetes nagu kaabel-TV boxid. Java peamine autor oli Kanada
arvutiteadlane James Gosling ja selle avalik valjalase toimus aastal 1995. Java esmane disainiprintsiip
oli WORA (Write Once, Run Anywhere), mis pidi vdimaldama sama Java koodi ohutult kdivitada
suvalisel platvormil. Ohutus tahendab antud kontekstis, et Java programm ei tohi segada teiste
programmide t66d ega tookeskkonda mingil viisil ara rikkuda.

Sama koodi mitmel platvormil kasutatavuse ehk porditavuse eesmark saavutatakse jargmiselt:

1. Java kompilaator transleerib ldhtekoodi baitkoodiks.

2. Erinevatel platvormidel on realiseeritud erinevad variandid Java virtuaalmasinast (JVM), mis
voivad baitkoodi kas interpreteerida voi siis platvormispetsiifiliseks masinkoodiks Gmber
kompileerida (markséna JIT — just-in-time compilation).

Java teeb dra mitmed asjad, mille C++ jatab programmeerija hooleks, naiteks maluhalduse.
Voistlusprogrammeerimise seisukohalt iks tdhtsamaid mugavusi on automaatne massiivi piiride
kontroll. C/C++ keeled ignoreerivad massiivi piiridest viljapoole lugemist ja kirjutamist
(operatsioonisiisteem voib kiill vastu nappe anda), aga Java annab selle peale ise vea. Selline
kontrollimine tuleneb otseselt ohutu porditavuse eesmargist, kuid vahendab programmi kiirust.

Ajalooliselt on Javal olnud veel mitmeid pdhjusi, mis selle oluliselt aeglasemaks muutsid:
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- Varased JVMid vdimaldasid ainult baitkoodi interpreteerimist.

- Aeglane kaivitusaeg, mis tuleneb vajadusest laadida hulk erinevaid teeke.

- Maluhaldus, kus objektide alt vabaks jadnud malu automaatselt taas kdttesaadavaks
margitakse (garbage collection). Varasemates JVM versioonides vottis see markimisvaarselt
aega.

Neile probleemidele on leiutatud mitmeid
lahendusi ning tdnapaeva Java on palju kiirem
kui vana aja Java. Sellegipoolest saan ma vahel
vastava sargi selga panna ning Java-
programmeerijate linnaosades neid narrimas
kaia.

Kaasajal séltub kiirusevahe konkreetsest :
programmist. Rusikareeglina on Eesti ' “Knock. knock.n
oliimpiaadidel arvestatud, et Java programmid :
vBiks kaia 1,5-2 korda aeglasemalt kui sama - “Who’s thergsn
Glesannet lahendavad C++ programmid. |
Rahvusvahelistel vdistlustel on ajalimiidid
erinevates keeltes kirjutatud programmidele
Gldjuhul samad.

By

¥ long pause..

L
Java."

1.6.3 Python

1989. aasta joulude ajal oli Hollandi programmeerija Guido van Rossumi kontor suletud ja ta ei
saanud t00d teha. SeetSttu istus van Rossum naddal aega kodus ja leiutas Pythoni, esialgu lihtsa
skriptimiskeelena. Esmakordselt jGudis Python avalikkuse ette 1991. aastal.

Pythoni disain réhutab koodi loetavuse tahtsust ja tldist arusaadavuse lihtsust. See on ka tks pohjusi,
miks Python on tanapdeval populaarne keel programmeerimise dpetamiseks.

Kaesoleva peatiki esimese naitelilesande saab Pythonis kirjutada lihtsalt nii:
print("Tere, maailm")
Pole vaja mingeid loogelisi sulge, spetsiaalseid funktsiooninimesid ega viiteid valistele teekidele.

Vorreldes C++ ja Javaga on Python tavaliselt oluliselt aeglasem. Eesti olimpiaadidel on Pythonis
kirjutatud lahenduste jaoks tldjuhul eraldi ajalimiit, mis on enamasti 10 korda kérgem kompileeritud
keelte (C/C++, Java, C# jt) omast.

Pythoni aeglusel on mitmed pd&hjused:

Esiteks on Python on interpreteeritav keel, mis tdhendab, et koodi ei kompileerita, kompilaatorid aga
optimeerivad koodi vdga suure maaral.

Teiseks on Pythonil diinaamiline tiitibisiisteem, mis tdhendab, et Pythoni interpretaator ei tea ette,
mis on muutuja tttp. Iga Pythoni muutuja on objekt. Kui asutakse sooritama mingit tehet
objektidega, siis kdigepealt vaatab interpretaator jarele, mis on nende objektide tlilip ning alles
seejarel saab sooritada vastava tehte. Samuti on vaja vastuse jaoks luua uus objekt. See tdhendab
palju rohkem samme, kui staatilise tllbislisteemiga keeltes vaja teha on.
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Pythoni taisarv

C téisarv 1 PyObject_HEAD
(int)

number 1

Kolmandaks muudab Pythoni andmemudel ligipdasu malule ebaefektiivseks. Kui naditeks C++ massiiv
on viit jarjestikusele malupuhvrile, siis Pythoni listis on igale listi lilkmele vastava objekti aadressid,
objektid ise vdivad olla siin-seal laiali. Sellise tlesehituse korral on arusaadav, et massiivi/listi kdikide
elementide labikdaimine votab rohkem aega, kuna tehakse palju rohkem t66d.

Jargmises naites on lihtne taisarvude massiiv, mille C++ kirjutaks jarjestikuste baitidena mallu, aga
Pythoni puhul luuakse viidad aadressidele, kus nendele tdisarvudele vastavad objektid malus asuvad.
Viaiksematele arvudele vastavad objektid luuakse sageli korraga, nii et nad ise paiknevad malus
jarjest.

[2, 300, 5, 1, 276, 5]

Pythoni list

PyObjoct_HEAD

PyObject_HEAD

pikkus

elemendid —» 0x54¢53720

0x33e6390

0x54¢53750

0x54¢53710

0x33e6470

0x54c53750

Pane tdhele maluaadresse: vdikestel arvudel on need jarjest, suuremad paiknevad teises kohas ja on
loodud esinemise jarjekorras ning omavahel [ahestikku. Samuti tasub tdahele panna, et mélemad ’5’-d
on tegelikult sama objekt.

Lisaks aeglusele on Pythoni suureks probleemiks Pythoni erinevate versioonide (Python 2 ja Python
3) omavaheline mittelhilduvus. Mdlema versiooni jaoks kirjutatakse aktiivselt uusi programme ja
teeke, kuid sageli tuleb teha valik, kas kasutada ht voi teist versiooni voi siis kulutada ekstra aega
mdlema toetamiseks.
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1.7 TESTIMINE

Tarkvaratoostuses on tavaline, et ihed inimesed kirjutavad programme ja teised testivad neid. Selle
osas, kas taoline jaotus on praktiline, on palju haali kdhedaks vaieldud ja mitmesuguseid
organisatsioonilisi eksperimente labi viidud, kus testimise eest pannakse vastutama erinevad
inimesed. Viimasel ajal levib jarjest enam ldhenemine, kus tarkvaraarendajad testivad ise oma koodi,
kasutades selleks Gldjuhul automaatseid teste.

ProgrammeerimisvGistlustel toimub testimine samuti automaatselt: ilesande koostaja on ette
valmistanud hulga testsisendeid, mille eesmargiks on kontrollida, kas programm saab kdigi voimalike
andmetega hakkama.

Et voistlusel edukalt hakkama saada, on kasulik m&elda nagu testide koostaja ja ette ndha, mis on
tavalised asjad, mida kontrollitakse. Kui see oskus on kord tekkinud, on sellest ka palju kasu ,tavaelu
programmeerimises, kus paris kasutajad on sageli haruldaselt leidlikud sinu programmi jaoks
ootamatute olukordade loomisel.

“«

Jargnevalt moned olulised testide kategooriad:

1.7.1 Piirjuhud

Enamikul ilesannetel esinevad piirjuhud, mida testidega tldjuhul kontrollitakse. Kui tlesandeks on
leida tee linnast A linna B, tuleb kindlasti vaadelda juhtu, kus A ja B on sama linn. Kui vaja on leida
arvu tegurid, tuleb kasitleda ka arvu 1. Kui juttu on ruudustikul toimuvast lauamangust, peab
vaatama ka 1x1 ,ruudustikku®. Selline m&tteviis on vaga kasulik harjumus ka tavaparaselt
tarkvarat6ostuses tootades.

Voistlusiilesannetel on sisendi osas tldjuhul ette antud mingid piirid — kindlasti tuleb oma programmi
testida kdigi nende piirvaartustega. Kui mingitele parameetritele pole piire antud, tuleb ise
igasuguseid ekstreemsusi proovida.

44



1.7.2 Oigsuse kontroll

Vaatame nditena Ulesannet Eesti 2016. aasta informaatikaoliimpiaadi eelvoorult. Tegu on paris raske
Glesandega, aga see illustreerib hasti erinevaid kavalusi, mida saab testide loomisel dra kasutada.

Juku 6pib koolis hulknurkade sarnasust ja saab teada, et hulknurgad on sarnased, kui nende
vastavate nurkade suurused on vordsed ja vastavate kiilgede pikkused vérdelised. Sarnased
hulknurgad voivad olla omavahel p6oratud, peegeldatud ja nihutatud. Sarnaste hulknurkade
vastavate kiilgede pikkuste jagatist nimetatakse nende sarnasusteguriks.

Kodutoona saab ta hulga hulknurki, mille sarnasustegureid on vaja maarata. Jukul on fanaatiline
matemaatikadpetaja, kes andis téona vaga paljude nurkadega hulknurki. Aita Juku hadast valja.
Sisend. Tekstifaili esimesel real on hulknurga tippude arvN (3 < N < 200 000).

Faili teisel real on 2-N tdisarvu I8igust -10° kuni 10°: esimese hulknurga tippude x- ja y-koordinaadid.
Kolmandal real on samuti 2-N arvu: teise hulknurga tippude koordinaadid. Tipud v&ivad olla antud nii
paripaeva kui vastupdeva jarjekorras. Antud punktid moodustavad alati hulknurga, milles pole
Gihtelangevaid punkte, sirgnurki, ega endaga Idikumisi.

Viéljund. Kui hulknurgad on sarnased,

siis kirjutada valjundi esimesele reale A

tapselt liks reaalarv, mis nditab, mitu
korda on esimene hulknurk suurem
kui teine (kui esimene hulknurk on
vaiksem, on ka vastus vaiksem kui 1).
Teisele reale kirjutada taisarv, mis
naitab, mitmes teise hulknurga tipp
vastab esimese hulknurga esimesele
tipule (m&lema hulknurga tipud on
nummerdatud alates tihest nende
failis esitamise jarjekorras).

Kui hulknurgad ei ole sarnased,
kirjutada valjundi ainsale reale -1. —
Hindamine. Pooltes testides on
teada, et iga hulknurga kiiljed on |
koik erineva pikkusega.

NAIDE (vastavad hulknurgad on ka joonisel):

4

00404602

-25-21-30 -52

Vastus:

1.414213

3

Vastuse teine osa on 3, sest teise hulknurga kolmas punkt (-3; 0) vastab esimese hulknurga esimesele
punktile (0; 0).

Antud juhul tuleb juba llesande tekstist valja rida asjaolusid, mida kontrollida:

Hulknurgast v&ib saada teise sarnase hulknurga nihutamise, pédramise, suurendamise/vahendamise
vOi peegeldamise kaudu. Seega peab proovima teste, kus me kdiki neid teisendusi kasutame. Voib
arvata, et tilesande koostaja on loonud testid, kus on sees need teisendused nii ihekaupa kui ka
kombineeritult.
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Jargmiseks tuleb proovida k&igi nende teisenduste ekstreemseid vaartusi. Kas lahendus saab
hakkama, kui hulknurka nihutada lubatud vaartuste Ghest piirist teise? Kas vastus on dige, kui
hulknurka suurendada naiteks miljard korda?

Parast hulknurga enda teisendusi tuleb tahele panna, et tipud véivad olla antud nii paripaeva kui
vastupdeva jarjestuses. Olenevalt kasutatud algoritmist voib see anda punktide sobitamiseks neli
erinevat vGimalust: peegeldatud ja peegeldamata juhtum ning paripaeva ja vastupaeva punktid. Ka
need juhud tuleb konkreetselt labi testida.

Veel tuleb keskenduda lilesande geomeetrilisele osale: hulknurgad on sarnased parajasti siis, kui
nende vastavad nurgad on vordsed ja kiiljepikkused vordelised. Kui (iks neist asjaoludest
tahelepanuta jaab, on ka kontroll vigane. Seega tuleb testida ka olukorda, kus hulknurkade nurgad
kill klapivad, aga kiljepikkused mitte ning vastupidi.

Kokkuvéttes tuleb llesandepistitus hoolikalt Iabi lugeda, selle teksti analiilsida ja oma programmi
testida koigi kirjeldatud ja ka ridade vahelt selguvate asjaolude osas — taas lks harjumus, mis ka
tavaprogrammeerimises vaga abiks on.

1.7.3 Algoritmi joudluse kontroll

Vdistlusiilesannete tdenioliselt kdige huvitavam osa on efektiivse algoritmi leidmine. Ulesande
lahendamiseks on sageli vGimalik kasutada erinevaid algoritme, mille eest saab erineval maaral
punkte, lihtsama ja aeglasema eest vahem, kiirema eest rohkem. Enamik vdistlejaid saab tavaliselt
mingi osa punktidest ning parimad saavad taispunktid. Kogu tlesandekomplekt proovitakse koostada
nonda, et summaarsed maksimumpunktid saaksid moned tiksikud vdistlejad.

Vaadeldaval hulknurkade Ulesandel saab kasutada kolme erinevat lahendust: esimene on aeglasem,
teine on kiire, aga ei lahenda ara k&iki juhtumeid, ning kolmas on kiire ja taielik.

K&igi puhul vGime kdigepealt leida molema kujundi kiiljepikkused ja nurgasuurused. See osa on
tavaline geomeetria ja trigonomeetria, mis nduab natuke tehnilist t66d, aga ei midagi erakordset.

Edasi jbuame huvitavama osani: esimese kavalusena saab mélemad hulknurgad muuta
Ghesuuruseks, mis lihtsustab edasist tood. Selleks méddame lihtsalt kummagi hulknurga
timbermdddu. Umberm&dtude suhe annab otsitava sarnasusteguri ning niitid saame iihe hulknurga
koik kiljepikkused korrutada selle teguriga.

Niid on meil olemas kaks jarjendit kiljepikkustest ja nurgasuurustest ja tuleb leida, kas neid on
vOimalik omavahel Ukslihesesse vastavusse viia. Kige lihtsam meetod klapitamiseks on jargmine:

1. Proovime teise hulknurga iga tipu puhul, kas see voiks esimese hulknurga esimese tipuga
sobida (nii, et nurkade suurused on vordsed ja kiljepikkused dige suhtega).

2. Sobitamiseks liigume vaadeldavatest tippudest edasi ja proovime jarjest koik tipud labi, et
leida, kas ka need sobivad.

Siin tekib probleem, et teisel sammul vGime saada palju
sobivusi jarjest ja siis akki mone ebasobivuse. Testid on ka
spetsiaalselt ndnda koostatud, et selliseid olukordi tekitada,
kasutades naiteks kdrvaloleval joonisel toodud p&himdétet.

Halvimal juhul vGime seega kaia labi koik tipud ja iga tipu
jaoks peame omakorda kontrollima kdiki tippe, kokku N2
kontrolli.
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Voistlusiilesannetel on ajapiiriks tavaliselt 1 sekund testi kohta, mis véimaldab tanapdeva arvutitel
sooritada suurusjargus 100 miljonit lihtsat kontrollimist. Antud juhul vGimaldab see lahendada teste,
kus N on kuni 10 000. Tavaliselt saab voistlusel selliste lahenduste eest mingi osa punkte, aga mitte
maksimumi.

Siit edasi vGime tahele panna tekstis toodud tingimust, mis lubab pooled punktid testide eest, kus
koik kiljed on erinevate pikkustega. Selliste juhtude jaoks v6ib valja méelda jargmise algoritmi:

1. Leida mdlema hulknurga pikim kilg.
2. Minna sellest pikimast kiiljest edasi ja kontrollida, kas ka kdik teised sobivad.

Molemat sammu saab labi viia N kontrolliga. Kuna N €200 000, on aega piisavalt, seega on niitid
pooled punktid kaes.

Antud Ulesande tldjuhu lahendamiseks parim algoritm on aga hoopis tekstité6tluse valdkonnast. Kui
mdoelda kiljepikkuse ja nurgasuuruse kombinatsioonist kui tdhemargist, siis taandub (lesanne
kontrollile, kas kaks stringi on saadud (ksteise esimese ja tagumise jupi dravahetamise teel. Naiteks
stringid CABAABBA ja BBACABAA on selles méttes ekvivalentsed.

Nild on esialgne geomeetriaililesanne muundunud tekstililesandeks, aga see on vaid hea, sest selles
valdkonnas on olemas mitmed standardalgoritmid. Tekstiga tegelemisel on tekstist otsingusGna voi
ka pikema fraasi leidmine klassikaline probleem. Uks hea algoritm selleks on Knuth-Morris-Pratti ehk
KMP algoritm (https://en.wikipedia.org/wiki/Knuth-Morris-Pratt algorithm). KMP algoritmist tuleb
pikemalt juttu 11. peatiikis, aga praegu piisab teadmisest, et see voimaldab vajalikku tekstisobitamist
mitte rohkem kui N kontrollimisega, mis on meie vajaduste jaoks piisav.

Naidisprogramm, mis hulknurkade tGlesande KMP algoritmi abil dra lahendab, on raamatu lisas.

1.8 SILUMINE

Mida teha, kui programm ei tee seda, mida vaja, vaid hoopis midagi muud? Koos keerulisuse kasvuga
kasvab ka selle ,muu tegemise” tdendosus. Uks v8imalus on panna programm viljastama ohtralt
infot selle kohta, mida ta parajasti teeb ja mis on erinevate muutujate vaartused, aga see on kdllaltki
ebaefektiivne.

T6husam on kasutada spetsiaalset silumisprogrammi ehk silurit, mis véimaldab koodi samm-
sammult |abi kdia ja vaadata, mis seal sees tapselt toimub. Sellist tegevust nimetatakse silumiseks
(debugging ehk meeleolukalt ,, putukate drastamine”). P6himd&tteliselt voib siluris avada iga
programmi, kuid kompileeritud koodi puhul saame seda tldjuhul ndha ja labi kdia ainult assembleri
tasemel. Kui meil on olemas ka lahtekood, on kompileeritud koodi véimalik sellega vastavusse viia,
kasutades silumissiimboleid (debug symbols). Silumissiimbolid luuakse kompileerimise ajal ja nad
voivad olla kas kompileeritud failis voi eraldi failis. Kui programmi jaoks on olemas nii lahtekood kui
siimbolid, saab seda siluda ldhtekoodi tasemel.

1.8.1 Arenduskeskkonnad

Minimaalselt on programmeerimiseks vaja tekstiredaktorit ja vastava keele kompilaatorit vGi
interpretaatorit.

Enamik programmeerijaid kasutab tdnapdeval aga pigem mond integreeritud arenduskeskkonda
(integrated development environment, IDE), kus on koos lahtekoodi redigeerimise, kompileerimise ja
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silumise vbimalused. Tavaliselt on kompilaator ja silur siiski eraldi programmid, kuid
arenduskeskkond peidab nad oma kasutajaliidese taha.

Erinevaid arenduskeskkondi ja silureid on palju ning nendest pikalt radkimine ei mahuks siia
raamatusse. Voistluse seisukohalt on oluline teada, kuidas toimub sinu eelistatud arenduskeskkonnas
vGi siluris katkepunktide (breakpoint) seadmine. Kui programmi t66 jouab katkepunktini, siis silur
peatab programmi t66 ja sul on vGimalik vaadata erinevate muutujate vaartusi.

Eriti kasulik vBimalus on diinaamiliste katkepunktide seadmine, mille puhu programmi t66 peatub
vaid juhul, kui tdidetud on mdni konkreetne tingimus. Kui uurime probleemi, mis juhtub ainult tsikli
viiesaja kuuekiimnendal sammul, siis on isna tlilitu seda enne 559 korda labi kdia. Selle asemel saab
seada diinaamilise katkepunkti, mis aktiveerub parajasti siis, kui tsliklimuutuja vaartus on 560.

Siin on pilt arenduskeskkonnast Code::Blocks. Real 23 on seatud katkepunkt ning vasakul on naha
muutuja ,tere” sisu:

Management x S EY:
Projects | Symbols Files | FSymbols Resources 1
OWUrkspace 2
=Sy moh 3
= Sources E
E main.cpp ] using namespace =std;
&
7 int main{)
Function arguments 8 =4
Locals £} vector<pair<int, int> > tere;
B tere std:vector< 10 int n;
[size] 10 11 ein >> n;
[capacity] 16 12 for{int i = 0; i < n; i++)
B [element type] std::pair <int, int=,[0] 4 = {
Frat 5 14 int a, b:
o ; 15 cin >> a >> b;
16 tere.push back (make pair{a, b}):
B 1) - ; B -
first 3 18 for(int i = 0; i < n; i++)
second 2 1g = ‘
B[ 20 int x, w:
first 8 21 cin >»> x >> y!
second 3 22 tere[i] .first += =x;
B [3] 23 D tere[i] .second —= y;
first 12 24 B }
second 3 25 1
B 4 2g b
first 17
second -3

Teine oluline teadmine on klahvikombinatsioonid programmi rida-realt |dbikdimiseks, sealhulgas
meetodid funktsioonidesse sisenemiseks ja valjumiseks, konkreetse reani joosta laskmiseks jne.
Voistlusel on aeg sageli napp ning siluri kiire ja efektiivne kasutamine aitab vdistlusel seda kokku
hoida.

1.8.2 Aja mootmine

Kaesoleva raamatu labivaks teemaks on kiirete programmide kirjutamine. Et aga pariselt aru saada,
mis kui kaua aega vdtab, on vaja seda kiirust md&ta. Oigemini on vaja tapselt mddta tegevuste
sooritamiseks kulunud aega, milleks on erinevates programmeerimiskeeltes taas omad vahendid.

Tavaliselt pole eesmark ka mitte lihtsalt ajam&6tmine, vaid kilaltki suure tdpsusega ajamddtmine,
mille jaoks on spetsiaalsed funktsioonid.
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Naide C++ ajamo6tmisest:

#include <iostream>
#tinclude <ctime>
using namespace std;
int main()
{
int ¢ = 0;
double start = clock();
for (int i = @; i < 100000; i++) {
c *= 20; // simuleerime keerulisi arvutusi
c -= 1;
¥
double end = clock();
cout << "Kulus" << (end - start) / CLOCKS_PER_SEC << "sekundit" << endl;

}
Naide Javas:
long start = System.nanoTime();

/*tee midagi*/
long stopp = System.nanoTime();

System.out.println(stopp - start);

N&ide Pythonis (alates 3.3):
import time

start = time.perf_counter()
# tee midagi

stopp = time.perf_counter()
print( stopp - start)

1.9 KONTROLLULESANDED

Esimese peatiiki kontrolliilesanded on md&eldud ildise programmeerimistehnika
harjutamiseks ega vaja sligavamaid teadmisi algoritmidest, vastates raskuselt
ligikaudu Eesti olimpiaadide lihtsaimatele llesannetele. Kui need llesanded
liiga kerged tunduvad, pole vaja muretseda, jargmistes peatiikkides laheb asi

raskemaks. CHALLENGE ACCEPTED
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1.9.1 Jarelmaks

Andres ostis uue arvuti, miks maksis H (160 < H < 10000) eurot. Ostmisel pakuti talle 0% intressiga
jarelmaksu ja muidugi vottis ta hea pakkumise vastu. Jarelmaks kestab N kuud (1 < N < 120). Iga

~ 1 . . L .
kuu 10pus peab Andres tasuma Y arvuti ostuhinnast. Samas on teada, et arvutite hind langeb (isna

kiiresti, kaotades igas kuus P protsenti (P on tdisarv 1-20) oma hetkevaartusest. Seega voib arvuti
vaartus mingil perioodil olla madalam kui maksta jaanud jaak.

Leia, mitmendal kuul Gletab arvuti vaartus jarelmaksujaagi.

Sisendi ainsal real on 3 tdisarvu: H, N ja P. Valjundisse kirjutada, mitmenda kuu I16puks tletab arvuti
vaartus jarelmaksujaagi.

NAIDE 1:

1000 10 5

Vastus: 1 (arvuti jadkvaartus on alati suurem kui
jarelmaksujaak, seega tekib ndutav olukord juba esimese
kuu I6puks)

NAIDE 2:

1000 20 5

Vastus: 2 (Esimese kuu I6pus on vaartused vordsed, seega
peame ootama teise kuuni)

NAIDE 2:

2000 20 10

Vastus: 17

Markus: nagu paljusid voistlusilesandeid, saab ka seda llesannet lahendada mitmel viisil. V&ib kogu
protsessi simuleerida v&i siis tuletada tldvalemi vastuse koheseks leidmiseks.

1.9.2 Kell

Seinal on tunniosuti ja minutiosutiga kell, kus minutiosuti naitab parajasti tapset minutit. Leida
tunniosuti ja minutiosuti vaheline nurk.

Sisendi ainsal real on antud kellaaeg. Viljundisse kirjutada osutitevahelise nurga suurus kraadides
ning valjastada see tapsusega tapselt 3 kohta parast koma. Nurk tuleb valjastada vahemikus 0-180
(s.t 3:00 ja 21:00 on 90 kraadi, mitte 270).

NAIDE 1:

9:00

Vastus: 90

NAIDE 2: dlBVpt.
8:10

Vastus: 175

NAIDE 3:
23:59 %‘I P/
Vastus: 5.5 ‘\\
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1.9.3 Tigu

H meetri siigavuse kaevu pdhjas on tigu, kes proovib sealt vdlja roomata. Iga paev suudab tigu
roomata U meetrit ilespoole ja igal 66sel libiseb ta D meetrit allapoole. Kuna kaevus pole toitu, vasib
tigu igal jargmisel paeval jarjest rohkem dra. Teisel paeval suudab ta ronida T protsenti vahem kui
esimesel paeval, kolmandal paeval 2T protsenti vahem kui esimesel paeval jne.

Sisendis on antud neli tdisarvuH (1 < H < 1000),U(1 < U < 10),D(1 < D < 10)jaT(1 < T <
100). Valjundisse kirjutada kaks taisarvu. Kui tigu paaseb kaevust valja, kirjutada valjundisse 1 ja selle
paeva jarjenumber, millal tigu vélja saab. Kui tigu vajub kaevu pdhja tagasi, kirjutada valjundisse @ ja
pdhjavajumise paeva jarjenumber. AR : - LY
NAIDE 1:

6 3110
Vastus:
13

NAIDE 2:
50 5 3 14
Vastus:
07

NAIDE 3:
50 6 41

Vastus: % o
0 68 o e

Markus: ole tahelepanelik erinevate piirjuhtudega!

1.9.4 3D printer

3D printimise pdhimdtteks on materjalikihtide lisamine etteantud kohtadesse. Meil on lihtne 3D
printer, mis oskab printida plastikust kujundeid nii, et iga uus kiht on eelmise peal, aga ei tohi ulatuda
eelmisest tile. Nii saame luua naiteks joonisel kujutatud kujundi. Printer kirjutab kihte likshaaval, alt
Ules, lUlitades plastiku lisamist kas sisse v6i valja. Antud on kujundi andmed, leida, mitu korda tuleb
plastiku lisamist sisse lllitada.

Sisendi esimesel real on tdisarvN (1 < N < 10000), mis tahistab prinditava figuuri laiust.

Jargmisel N real on igatihel Gks taisarv (samuti IGigust 1-10000), mis tahistab figuuri IGplikku kdrgust
vastavas IGigus.

Vialjundisse kirjutada tapselt tiks taisarv: plastikujoa sisseliilitamise kordade arv.

NAIDE (vastab joonisele):

P OOWUITOEO VT O UT X

Vastus: 14
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1.9.5 Mottemeister

Mottemeister on kahe méangija mang, kus kasutatakse kuut eri varvi mangunuppe. Esimene
mangijatest (Kodeerija) métleb valja neljast nupust koosneva koodi ja teine (Arvaja) proovib seda ara
arvata. Mang koosneb voorudest, kus Arvaja paigutab lauale neli nuppu vastavat sellele, milline tema
arvates kood vdiks olla, ning Kodeerija annab talle selle pohjal hinde, pannes lauale kuni neli punast
vOi valget nuppu. Punaste hindenuppude arv tahistab diget varvi ja digel kohal asuvate nuppude
arvu, valgete hindenuppude arv tahistab Giget varvi, kuid valel kohal asuvate nuppude arvu.

Olgu varvideks punane (P), kollane (K), roheline (R), valge (V), sinine (S) ja oranz (0).

Sisend koosneb kahest reast: esimesel real Kodeerija loodud kood ja
teisel real Arvaja esitatud pakkumine. Valjundisse kirjutada kaks arvu:
punaste ja valgete hindenuppude arv.

NAIDE 1:

P KKR
KPKYV

Vastus: 1 2
NAIDE 2:

ORVK
PPPP

Vastus: @ o0

1.9.6 Male

Males saab lipp kaia horisontaalsetes, vertikaalsetes ja diagonaalsetes suundades kuitahes pikalt kuni
malelaua servani véi jargmise nupuni. Olgu malelaual valge lipp ja hulk
musti malendeid. Leida, mitu mustadest nuppudest on valge lipu tules. . .
Sisendi esimese real on valge lipu asukoht, teisel real tihikutega eraldatud .i . .
mustade malendite asukohad. Véljundisse kirjutada iiks tdisarv — mustade g
nuppude arv, mida valge lipp saab lida.

NAIDE:

a3
al a6 a8 f4 c4 b4a

Vastus: 3 (al, a6 ja b4)
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1.9.7 Riigihanked

Kui riigiasutustel on vaja midagi osta, korraldavad nad selleks hanke, kuhu pannakse kirja néuded,
mida pakkujad peavad tditma. Kuna hanke korraldajad peavad hiljem labima auditi, kus
kontrollitakse, et nad kedagi ebaausalt ei eelistanud, ei tohi inimesed pakkumisi subjektiivselt
hinnata, vaid on vaja automaatset siisteemi, mis kontrollib pakkumiste vastavust nduetele.

Hanke voidab pakkumine, mis vastab suurimale arvule nduetele. Kui kaks pakkumist vastavad samale
arvule nduetele, tuleb valida odavam nendest.

Sisendi esimesel real on kaks taisarvu: nGuete arvN (@ < N < 100) ning pakkumiste arv

P(1 < P < 100).Jargmisel N real on toodud nduded, iiks string igal eraldi real. Edasi tuleb
pakkumiste info. Pakkumise info algab pakkumise nimega, jargmisel real on kaks tdisarvu: pakkumise
hind ja pakutava kauba vGi teenuse omaduste arvA (0 < A < 100).

Programm peab vérdlema pakutava kauba omadusi nduetega ja leidma parima pakkumise.
Viéljundisse kirjutada voitva pakkumise nimi.

NAIDE:

6 4

mootor

pidurid
navigatsiooniseade
katuseluuk
nahkistmed
talverehvid

Ford

10000 3

mootor

nahkistmed
suunatuled

Lada

1000 5

talverehvid
pukseerimiskdis
pidurid

mootor

suunatuled

Honda

20000 5

mootor

pidurid

talverehvid
suunatuled
navigatsiooniseade
Antoni romula spetsiaal
5000 4

talverehvid
navigatsiooniseade
nahkistmed
katuseluuk

Vastus: Antoni romula spetsiaal (odavaim pakkumine, mis vastab neljale tingimusele).
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1.9.8 Bender

Aastal 2996 valmistatakse Mehhikos, Tijuanas, Fdbrica Robdtica De La Madre’s (Ema Robotivabrikus)
robot Bender. Benderi lilesandeks on painutada sirget terastraati vastavalt etteantud intruktsioonile.
BenderilonN (1 < N < 1000000) sentimeetri pikkune traat, mida ta peab iga sentimeetri tagant
painutama. Bender alustab painutamist traadi IGpust, N-1. sentimeetril ja [Gpetab 1. sentimeetril.
Koik painutused on 90-kraadised ja painutatud I6ik saab olla esialgse traadi suunaga vorreldes
suunatud kas les, alla, vasakule voi paremale.

Leida, millises suunas on parast kdiki painutusi traadi IGpp.

Sisendi esimesel real on arv N. Jargmisel N-1 real on igalihel (iks
tdhemark: kas U (les), D (alla), R (paremale) vGi L (vasakule).
Viljastada tapset tiks mark - iks kuuest suunast, milles voib parast
koiki painutusi olla traadi 16pp: lisaks juba mainitud U, D, R ja L
suundadele ka F (otse, samasuunaline traadi algusega) ja B (tagasi,
vastassuunaline traadi algusega).

NAIDE:

4

R

u
R

Vastus:
B

1.9.9 Interpretaator

Uks ebaviisakalt nimetatud programmeerimiskeel (https://en.wikipedia.org/wiki/Brainfuck) on
disainitud véimalikult minimalistlikuks. Kdesolevas llesandes uurime selle veelgi vdahendatud varianti.
Programm kasutab viita, mis voib naidata erinevatele malupesadele ja nendes olevaid vaartusi
muuta. T606 alguses naitab viit esimesele mélupesale. Programmi tekstis saab kasutada nelja
operaatorit:

> suurendab viida aadressi Ghe vorra.

< vdahendab viida aadressi Gihe vorra.

+ suurendab viidatavat vaartust Ghe vorra.

- vahendab viidatavat vaartust the vorra.

Masinal, mis nendest kdskudest koosnevat programmi tdidab, on 100 pesast koosnev malu ning (ks
viit sellele malule. Malu on ringikujuline: kui me ldaheme Uhelt poolt lile serva, satume tagasi teise
serva. Malupesades hoitav maksimaalne vaartus on 255 ja need vaartused on samuti , ringikujulised”,
s.t255+1=0ja0—-1=255.

Sisendi ainsal real on antud Brainfuckis kirjutatud programm. Valjundisse kirjutada 100 tihikutega
eraldatud tdisarvu: malupesade vaartused parast programmi |Gpuni jooksmist.

NAIDE:

> == = KOO F O D D <O O > > D
D D o T o o o B e D DT

Vastus:

31 253 323293 0000000000000 00D0D0D0D0ODODODODODODODOOOO0O0OO0O O
0000000000000 0OOOoOOo0OoOo 0000000000000 O0OOOo0OoOOo0o
© 000000000000 O0OOoO 0o 3

0
0
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1.9.10 Pangatellerid

Pangas on N tellerit, kes kliente teenindavad. Kui klient tuleb panka, Iaheb ta esimese telleri juurde.
Kui esimene teller on hdivatud, ldheb ta teise juurde jne. Kui kdik tellerid on hdivatud, siis inimesed
ootavad jarjekorras ja lahevad selle telleri juurde, kes parajasti vabaneb.

Tellerid ptiiavad muuhulgas klientidele mitmesuguseid teenuseid mila, aga neil on selleks erinev
voimekus. Mildud teenuste vaartus on telleri mutgioskuse ja kliendi pangakonto seisu korrutis
jagatud tuhandega.

Meil on pangapdeva kohta teada, millal kliendid saabusid ning lahkusid, samuti iga kliendi
pangakonto seis ja iga telleri miitigivdimekus. Leida, kui palju pangateenuseid sel paeval muddi.
Sisendi esimesel real on kaks taisarvu: telleritearvN (1 < N < 109) ja klientide arv

M(1 £ M < 2000). Jargmistel N real on igatihel Uiks taisarv, mis téhistab vastava telleri
mudigivéimekust (tdisarv 1-100). Jargmistel M real on klientide pangakontode seisud (tdisarvud
1-10000). Lopuks tuleb 2M rida, igatihel ks taisarv, mis tahistavad klientide saabumise ja lahkumise
jarjekorda. Positiivsed arvud tdhistavad vastava numbriga kliendi saabumist ja negatiivsed arvud
tema lahkumist.

NAIDE:
2 4

-1

-3

-2

-4

Vastus: 16,2

Naite selgitus:

- Klient 3 ldheb esimese telleri juurde — tulu 5*1000/1000=5.
- Klient 1 lheb teise telleri juurde — tulu 2*100/1000=0,2.

- Klient 2 saabub ja ootab.

- Klient 4 saabub ja ootab b
- Klient 1 lahkub, klient 2 I3heb teise telleri juurde — tulu 2*500/1000=1.

- Klient 3 lahkub, klient 4 Iaheb esimese telleri juurde — tulu 5¥2000/1000=10.
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1.10 VITED LISAMATERJALIDELE

Kaasasolevas failis VP_lisad.zip, peatiikkl kaustas on abistavad failid kdesoleva peatiiki materjalidega

pohjalikumaks tutvumiseks:

Tere.cpp, Tere.java, Tere.py

Kolmnurk1.cpp, Kolmnurk1.java,
Kolmnurkl.py

Kolmnurk2.cpp, Kolmnurk2.java,
Kolmnurk2.py

Asendaa.cpp, Asendaa.java, Asendaa.py
Summa.cpp, Summa.java, Summa.java,
Summa.py

VahimSona.cpp, VahimSonal.java,
VahimSona2.java, VahimSona.py
Hulknurk1.cpp, Hulknurkl.java, Hulknurkl.py
Hulknurk2.cpp, Hulknurk2.java, Hulknurk2.py
Hulknurk3.cpp, Hulknurk3.java, Hulknurk3.py
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,Tere, maailm“
Kolmnurga lilesanne, esimene lahendus

Kolmnurga lilesanne, esimene lahendus

Stringide liitmise Glesanne
Arvude liitmine failist.

Vahima sona leidmine failist.

Hulknurga tlesanne — otsene lahendus
Hulknurga tlesanne — erineva pikkusega kiiljed
Hulknurga tlesanne — Knuth-Morris-Pratti
algoritmi kasutav lahendus



2 LABIVAATUS- JA OTSINGUALGORITMID

Arvutiprogrammid modelleerivad enamasti mingit aspekti tegelikust elust. Elu on aga suur ja
keeruline, mistdttu ka programmid muutuvad kergesti suurteks ja keerulisteks. Nende aastakiimnete
valtel, mil tarkvaratehnika on distsipliinina eksisteerinud, on vaga suur osa sellealasest uurimistoost
olnud pihendatud kahe probleemi lahendamisele:

- Kuidas jagada liiga suured Ulesanded vaiksemateks osadeks, nii et neid oleks kergem
kirjutada, mdoista ja hallata?

- Kuidas valtida sama lilesande mitmekordset lahendamist, seda nii koodi kirjutamise kui ka
kdivitamise mottes?

Kdesolevas peatikis vaatleme tehnikaid keeruliste (ilesannete lihtsustamiseks.

2.1 ALAMPROGRAMMID

Programmid koosnevad instruktsioonidest arvutile:
tee seda, siis toda. Kuna tilesanded on keerulised,
muutuvad ka programmid pikaks ja raskesti
arusaadavaks, mistottu need jagatakse sageli
alamprogrammideks.

Alamprogrammis on hulk instruktsioone pakendatud
konkreetse alguse ja I6puga kogumiks ning seda
kogumit saab edaspidi kasutada nagu
tiksikoperatsiooni. Uldjuhul tiidab iga
alamprogramm mingit piiritletud alamiilesannet. Kui see alamiilesanne on aga omakorda liiga suur,
saab osa toost eraldada uueks alamiilesandeks. Kokkuvottes kutsub pShiprogramm vilja
alamprogramme, need omakorda teisi alamprogramme jne. Selline lahenemine véimaldab igast
Uksikust alamiilesandest paremini aru saada ja selle lahendust vajadusel muuta ning hallata. Vahel on
kasulik alamprogrammid iles ehitada nii, et ta lahendab ara mingi osa lilesandest ning kutsub siis
uuesti valja iseennast, et lahendada jargmine osa. Sellist iseenda valjakutsumist nimetatakse
rekursiooniks.

Programmi jagamine alamosadeks on kasulik mitmel p&hjusel:

- Keerulise Glesande jagamine vdiksemateks osadeks.
- Mitmekordselt sama koodi kirjutamise valtimine (taaskasutus).
- Programmi lilevaatlikkuse parandamine, mis aitab vigu leida.

Séltuvalt programmeerimiskeelest véidakse alamprogramme nimetada funktsioonideks,
protseduurideks voi meetoditeks. C ja sellest pdlvnevad keeled kasutavad tavaliselt terminit
,funktsioon”, mis viitab sarnasusele matemaatilise funktsiooniga. Nagu matemaatilisel funktsioonilgi,
vOivad programmi funktsioonil olla parameetrid ning tldjuhul on tal Giks konkreetne tagastatav
vaartus. Siin raamatus kasutatakse edaspidi samuti funktsiooni terminit.

2.1.1 Pinumaélu

Programmi kaivitamisel pannakse kdima ,,main“ funktsioon, mis omakorda vdib valja kutsuda teisi
funktsioone, need kolmandaid jne kasvdi sadu kordi. Kui funktsioon t66 I6petab, annab protsessor
jarje jalle eelmisele funktsioonile ja niimoodi tullakse médda ahelat tagasi.
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Kui programmi t66 mingil hetkel siluris peatada, siis ongi programmi hetkeseis kujutatav
funktsioonide jadana, mis on Uksteist ridamisi valja kutsunud. See p&himdéte pole keelespetsiifiline,
vaid peegeldab seda, kuidas operatsioonisiisteemid ja protsessorid tavaparaselt to6tavad.

Jargmisel pildil on siluris peatatud funktsiooni LeiakoikVoimalused rekursiivne véljakutse.
Koigepealt kutsub main funktsioon vélja LeiaKoikVoimalused parameetriga 0, seejarel kutsub
funktsioon ennast vélja parameetriga 1, siis 2 ja peatamise hetkel on véljakutse parameetriga 3.

Call Stack * O X
Marne Language -
[{}] parcolid].exelleiakoikVoimalused(int asukoht=3) Line 20 C++
paroclid].exelleiakoikVoimalused(int asukoht=2) Line 20 C++
parcclid].exelLeiakoikVoimalused(int asukeoht=1) Line 20 C++
parcclid].exelLeiakoikVoimalused(int asukeoht=0] Line 20 C++
parcolid].exelmain() Line 33 C++
paroclid].exe!__tmainCRTStartup() Line 626 .
paroclid].exelmainCRTStartup() Line 466 C
kernel32.dIl'73b%62 c4() LUnknown
[Frames below may be incorrect and/or missing, no symbols loaded for kernel32.4d11]
ntdll.dlTef70fdan) Unknown -

Enne ,paris” programmi kdivitamist on ndha kaitusteegi (antud juhul C Runtime ehk CRT)
funktsioonid ning enne neid operatsioonisiisteemi funktsioonid.

2.1.2 Funktsiooni kohalikud andmed

Peamine funktsiooni iseloomustav omadus on tema skoop. See tahendab, et muutujad, mis on
defineeritud mingis funktsioonis, on ndhtavad ainult selle funktsiooni sees, mitte teistes
alamprogrammides.

Funktsiooni sees defineeritud kohalike muutujate ja funktsiooni parameetrite vaartusi hoitakse
konkreetses malupiirkonnas, mida nimetatakse pinukaadriks (stack frame). Kui funktsioon kutsub
vdlja teise funktsiooni, reserveeritakse eelmise kaadri kdrvalt uus pinukaader, milles hoitakse teise
funktsiooni parameetrite ja muutujate jaoks vajalikku malu. Kaadri suurus oleneb kohalike muutujate
arvust ja tadbist. Kui funktsioon I6petab t60, siis vastav maluplokk vabastatakse. Kdigi pinukaadrite
malu kokku nimetatakse pinuks (stack).

Pinu tootab alati LIFO (/ast in, first out — viimasena sisse, esimesena valja) pohimottel — viimati
reserveeritud plokk on alati esimene, mis vabastatakse. See teeb arvepidamise lihtsaks, kdik
vaartused kirjutatakse jarjest mallu ning protsessor hoiab meeles pinuviita (stack pointer) aadressile,
kus kaesoleva funktsiooni andmed on. Pinukaadrid paneb tldjuhul paika kompilaator, mis arvestab,
kui palju ruumi erinevate muutujate jaoks vaja on.

2.1.3 Pinu liletditumine

Pinu suurus on fikseeritud ning kui see téis saab, tekib liletditumine (stack overflow). Tavaliselt
juhtub Gletaitumine siis, kui funktsioon voi funktsioonid jadvad iseennast voi teineteist valja kutsuma.
Vahel voib lletditumine tekkida ka muudel juhtudel — tavaliselt siis, kui funktsioonis on defineeritud
palju kohalikke muutujaid.

58



Uletaitumise illustreerimiseks kasutame jargmist iseennast viljakutsuvat funktsiooni:

int test(int n) {
if (n == @) return 0;
cout << n << endl;
return 1 + test(n - 1);

Minu arvutis annab programm vea umbes 250000 viljakutse jarel. Kui parameetrite arvu
suurendada, kahaneb ka voimalike valjakutsete stigavus. Jargmine programm teeb ainult 40000
valjakutset.
int test(int n, int a, int b, int c) {

if (n == @) return 0;

cout << n << endl;
return 1 + test(a - 1, b -1, ¢ -1, n - 1);

Kui aga kasutada kohalike muutujate jaoks arvestataval hulgal malu, voib limiit kiiresti kahaneda.
Jargmine programm saab vea juba 250 valjakutse jarel.
int test(int n, int a, int b, int c) {

int d[1000]; // mdlu sellele massiivile vdetakse kdik pinust

int sum = 9;

for (int i = @; i < 1000; i++)

{

// teeme andmetega midagi, muidu voib kompilaator muutuja eemaldada
sum += d[i];

if (n == @) return 0;

cout << n << " " << sum << endl;

return 1 + test(a - 1, b -1, ¢ - 1, n - 1);
}

Pythonis on véimalik tletaitumise ennetamiseks madrata rekursiooni maksimaalne sligavus. Vaikimisi
maaratud sligavust saab teada kasutades funktsiooni sys.getrecursionlimit() ning vajadusel
muuta funktsiooniga sys.setrecursionlimit(N), kus N on soovitav maksimaalne rekursiooni
stigavus. Kui seatud piir programmi to0 ajal Gletatakse, tekib vastav kditusaegne viga (runtime error).

2.1.4 Pinu kasutamine protsessoris

Pinukaadrid on toetatud protsessori tasemel, protsessoritel on spetsiaalsed kasud funktsioonide
valjakutsumiseks ja nendest valjumiseks. Inteli protsessorites on nendeks kadsud call ja ret. call
kask salvestab kasuloenduri sisu pinusse ja , hlippab“ valjakutsutava funktsiooni esimese kasu juurde.
ret loeb salvestatud kasuaadressi pinust tagasi ja funktsiooni t66 saab jatkuda sealt, kus see enne
valjakutset pooleli jai.

Viljakutsuv funktsioon peab kutsutavale funktsioonile edasi andma ka parameetrid: need
kirjutatakse enne valjakutset pinusse.

Ka véljakutustaval funktsioonil endal vGivad olla muutujad. Needki hoitakse pinus. Siin tekib aga
probleem, et kui kutsutud funktsioon asub valja kutsuma omakorda jargmist funktsiooni jne, siis
laheb keeruliseks arvet pidada, kus liks pinukaader hakkab ja teine IGpeb. Selleks on kasutusel
spetsiaalne register kaadriviida (frame pointer) jaoks. Kaadriviit on aadress pinus, millest viimane
kaader algab. Kui uus funktsioon valja kutsutakse, muutub mdistagi ka kaadriviit, seeparast salvestab
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valjakutsutud funktsioon valjakutsuja kaadriviida vaartuse pinusse. Uus kaadriviit seatakse vana viida
salvestamiseks kasutatud aadressile.

Kuna erinevad funktsioonid kasutavad samu registreid, salvestatakse pinusse ka muude registrite
sisu. Registrite salvestamine on ara jagatud kutsuja funktsiooni ja kutsutava funktsiooni vahel ning
neid hoitakse salvestava funktsiooni kaadris.

Tagastatav vaartus hoitakse tavaliselt registris (x86 protsessoritel enamasti eax), kust valjakutsuv
funktsioon selle enne registrite taastamist katte saab ning vajalikku kohta liigutab.

Pinukaadrite struktuur on kokkuvottes selline:

Pinuviit —»

Lokaalsed muutujad

Teiste registrite sisu

Kaadrivit —»|  Eelmine kaadriviit

Kasuviit

Kutsutava funktsiooni
parameetrid

Osade registrite sisu

Pinuviit —»| Pinuviit —>»
Lokaalsed muutujad Lokaalsed muutujad Lokaalsed muutujad

Kaadriviit —» Kaadriviit

Pinu valjakutsutava Pinu parast valjakutse

AN SRS RARIITEE funktsiooni to6 ajal lopetamist

Kui funktsioon t60 IGpetab, siis vabastatakse kohalike muutujate all olev malu ja taastatakse osade
registrite sisu, seejarel taastatakse kaadriviit ja kasuviit ning vabastatakse funktsiooni parameetrid.
Seejarel salvestatakse vajadusel funktsiooni tagastusvaartus registrist mujale ning taastatakse
Glejaanud registrite sisu. Vabastamine, nagu enne mainitud, tdhendab vaid pinuviida nihutamist.

Tapsem naide sellest, millist koodi funktsiooni valjakutsete jaoks genereeritakse, on punktis 2.2.4
Sabarekursioon.

2.1.5 Kuhimaélu

Pinumalus hoitakse neid muutujaid, mille vajadusest kompilaator kohe aru saab ja neile malu ara
reserveerib. Pinust Ule jadvat maluosa nimetatakse kuhimaluks (heap memory) ning sealt saavad
programmid vajalike objektide jaoks veel tdiendavalt méalu juurde votta.
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Pinu ja kuhja erinevusi illustreerib jargmine tabel:

Suurus

Objektidele malu
andmine ja
tagastamine
Kiirus

Pannakse paika programmi (tapsemalt
iga uue l6ime) t606 alguses ja hiljem ei
muutu. Tavaliselt moni megabait,
mida saab muuta vastava
kompilaatorivotmega.

Malu vbetakse funktsiooni kohalikele
muutujatele korraga ning
vabastatakse automaatselt.

Malu andmine ja tagastamine kaib
pinuviida vaartuse suurendamise ja
vahendamise kaudu, mis teeb
operatsiooni kiireks. Samuti on pinu
sageli lihtsam protsessori vahemallu
laadida.

2.1.6 Funktsiooni parameetrid

Piiratud operatsioonististeemi
seadetega. Kui programm vajab
rohkem malu, kisitakse seda
operatsioonisiisteemilt juurde.

Malu voetakse igale objektile eraldi
ja see tuleb parast kasutamist
tagastada.

Erinevate objektide malu voib olla
siin-seal laiali, mis v6ib muuta
kuhjas olevate objektidega
tootamise aeglasemaks.

Sellest, kuidas valjakutsuv funktsioon valjakutsutavale parameetrid pinus edasi annab, oli punktis
2.1.4 pohjalikult juttu. Millised bitid ja baidid aga tapselt valjakutsutavale funktsioonile parameetrina
edasi antakse, soltub nii konkreetsest programmeerimiskeelest kui ka sellest, mis tlilipi muutuja

parameetriks on.

Vaatame jargmist koodi:

void vaheta(int a, int b)

{
int temp = a;
a = b;
b = temp;
}
int main()
{
int a = 5;
int b = 8;
vaheta(a, b);
}

lImselt soovis programmeerija kirjutada funktsiooni, mis vahetab etteantud muutujate vaartused.
Vahetus toepoolest tehakse, aga seda vaid funktsiooni vaheta skoobis. main funktsiooni tagasi
poordudes on muutujate a ja b vdartused samad, mis enne valjakutset, sest parameetriteks kopeeriti
muutujate a ja b vaartused. Sellist kutset, milles antakse edasi parameetrite vaartused, nimetatakse
vaartuskutseks (call by value). Vaartuskutses ei saa kutsutav funktsioon muuta kutsuva funktsiooni

muutujate vaartusi.

C++ keeles on voimalik edasi anda ka parameetrite aadressid. Jargmine funktsioon tGepoolest teeb,

mis soovitud:

void vaheta(int& a, int& b)

{

int temp = a;
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a = b;
b = temp;
}

Sellist kutset, milles kutsuv funktsioon annab kutsutavale funktsioonile parameetritena lleantavate
muutujate aadressid, nimetatakse aadresskutseks (call by reference). Aadresskutse puhul saab
kutsutav funktsioon muuta kutsuva funktsiooni muutujate vaartusi.

2.1.7 Objektide edastamine parameetritena

Kui kasutada funktsiooni parameetrina objekte, kaituvad keeled mdnevdrra erinevalt. Jargnevalt
mdoned naited, milles kasutatakse klassi Isik, millel on véljad Nimi ja Vanus ning konstruktor, mis
seab ka nime. C++ on klass defineeritud jargmiselt:

class Isik

{
public:

char Nimi[6];
int Vanus;
Isik(char* s);

s

Isik::Isik(char* s)

{

strcpy(Nimi, s);

Objekt parameetrina

Kui C++ keeles anda alamfunktsioonile parameetrina objekt, siis funktsiooni valjakutsel kogu objekt
kopeeritakse pinusse. Nii juhtub jargmises koodis:

void f()
{ i i

Isik* pIsik; Pinu Kuhi

pIsik = new Isik("Mari"); 009DF8CC | '™

pIsik->Vanus = 3; 009DF8CD | "a° |-

g(*pIsik); 009DF8CE [ 1| =

cout << pIsik->Vanus; gggg:gg; '$_ B
} - —
void g(Isik isik) { f;ll'lnk::‘l::::::i gggg:gg; CZD OODESNEN W

£k vanus = 5; O09DFaD3 [ C0 | _ oonessor | o)
} 009DF8D5 | 00 | = 00DF5303 | T |3

009DF8D6 [ 00 |3 00DF5304 | "\0°

Funktsioonis f on kohaliku 009DF8D7 | 00 |5 00DF5305 | ‘7'
muutujana viit kuhimalus loodud gggi:gg: gg
Isik-tllpi objektile. Funktsiooni g ~ | 009DF9C8 | 00 00DF5308 | 3
valjakutsel luuakse tervest objektist funktsiooni ['go9pF9ce | 53 |2 00DF5309 | 00 | &

L . . fmuutujad ['009DFOCA | DF = 00DF530A | 00 2
koopia pinus ning g muudab parast 009DF9CB | 00 00DF5308 | 00 17

seda ainult oma lokaalset koopiat.
Funktsiooni f juurde tagasi
poordudes g koopia , kaob”. Seetdttu valjastab antud programmijupp vanuse ,,3“ ning funktsioon g
teeb tiihja t66d.
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Aadressiviit parameetrina

Enamasti antakse terve objekti asemel alamfunktsioonile parameetrina objekti asemel edasi hoopis
viit objektile ehk muutuja, mille vaartuseks on objekti aadress. Sellele vastab jargmine kood:

void f()

{
Isik* pIsik; Pinu Kuhi
pIsik = new Isik("Mari");

Isik -> Vanus = 3; g
[T SO
cout << pIsik->Vanus funktsw(_)m O09DF7F9 | 53 = 00DF5302 | " | 2

} gmuutujad | 009DF7FA | DF | = 00DF5303 | T |3
009DF/7FB | 00 e
) ) ) 00DF5304 | "0
void g(¥51k* pIsik) { 00DF5305 | 2
pIsik->Vanus = 9; 009DFOC8 | 00 00DF5306 | CD
} funktsiooni pogpFace | 53 | = 00DF5307 | CD
fmuutujad [009DFICA | DF | = 00DF5308 | 3 -
NGid viitavad mdlema funktsiooni 009DFICB | 00 333::33: gg )

.. . . . [=

muutuja i samale objektile ning 00DF5308 | 00 |

funktsioon g muudab vanuse ning
programm véljastab seekord 9.

C++ puhul on oluline meeles pidada, et parameetritega Umberkdimine on lisna vaba ja seega tuleb
hoolega tdhele panna, mida edasi antakse ja mida muudetakse. MOoned andmetiilibid, nagu naiteks
massiivid, on ise viidad ja kdituvad ka parameetritena vastavalt.

Python

Pythonis on k&ik muutujad tegelikult viidad objektidele. Objekte Gldjuhul ei kopeerita. Pythonit
kasutades on oluline meeles pidada, millist tllpi objektid on muudetavad ja millised mitte. Kui
valjakutsutav funktsioon muudab objekti, mis ei ole muudetav, naiteks taisarvu voi stringi, siis
tekitatakse uus objekt ning valjakutsutava funktsiooni muutuja hakkab viitama sellele uuele objektile,
kuid valjakutsuva funktsiooni muutuja viitab endiselt vanale objektile. Kui aga objekt on muudetav,
naiteks list vGi objekt, siis muudetakse sama objekti ja muutus on nahtav ka valjakutsuvale
funktsioonile. Pythoni méaluhaldusest tuleb rohkem juttu jargmises peatdkis.

Java
Javas lihttllpide vaartused kopeeritakse, keerulisemad andmetiilbid antakse edasi viitadena.

Jargnevalt (iks ndide Javas:

public void f() {
Isik i = new Isik("Mari");
g(i);
System.out.println(i);

}

public void g(Isik i) {
i.nimi = "Maria";

}

Antud naites muudetakse nimi kenasti dra ning valjastatakse nimi ,Maria“.
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2.2 REKURSIOON

Rekursiooni mdoiste illustreerimiseks voib
kasutada korvalolevat joonist: joonistatud puu
koosneb alamosadest, mis on terviku sarnased.
Puu tervikuna on keeruline, aga iga Uksik haru on
lihtne: Uks kriips ja m6ned hargnemised. Puu
joonistamiseks on tiks vGimalus kirjutada kood,
mis joonistab puud tervikuna, aga see oleks
Uksjagu pikk ja keeruline. Teine voimalus on aga
margata neid korduvaid alamosi ning kirjutada
palju lihtsam alamprogramm, mis joonistab
Uksikut haru. Kogu puu joonistamiseks peab see
alamprogramm tegema kahte asja:

1. joonistama etteantud pikkusega ja
etteantud nurga all Gihe kriipsu,
2. kutsuma mitu korda vilja iseennast,

aga vahendatud pikkusega ning natuke
muudetud nurkadega.

Tehnilise definitsioonina on rekursioon
alamprogrammi sees sama alamprogrammi Programmeerimiskeeles Logo rekursiivselt joonistatud puu
valjakutse, enamasti vaiksemal andmemahul.
Muidugi tekib siin kohe probleem: kui alamprogramm kutsub ennast uuesti ja uuesti valja, vGib see ju
I6putult kesta? Loputu t66 valtimiseks peab eksisteerima baasjuhtum ehk baas, kust edasi pole vaja
rekursiivseid valjakutseid teha. Antud puujoonistamise puhul véib baasjuhtumiks olla oksa pikkus —
kui see on piisavalt vaike, pole veel vdiksemaid osi vaja joonistada (eeltoodud algoritmist jaab alles
ainult punkt 1).

Rekursiooni saab liigitada mitut moodi. Uks vdimalus on eristada (ihekordset ehk hargnemisteta
rekursiooni ja mitmekordset ehk hargnemistega rekursiooni. Hargnemisteta rekursiooni korral
kutsub funktsioon end enda sees vilja vaid lhe korra, hargnemistega funktsiooni korral aga mitu
korda.

Hargnemistega rekursiooni ongi lihtne ette kujutada puuna ja seda nimetataksegi ka
puurekursiooniks. Puu juur on t66 alguspunkt, lehed on baasjuhtumid ning hargnemiskohad
rekursiivsed valjakutsed. Oksi ehk servasid mooda liigub valjakutsete info ja funktsiooni tagastused.

2.2.1 Hargnemiseta rekursioon

Lihtsaimal juhul on funktsioonis ainult ks rekursiivne kutse. Olgu tlesandeks leida arvu n faktoriaal.
Sel juhul on (iks vGimalik rekursiivne lahendus jargmine:

int fact(int n)
{

if (n <= 1) return 1;
return n * fact(n - 1);

}

Hargnemisteta rekursiooni nimetatakse ka lineaarseks rekursiooniks ja seda saab kujutada
valjakutsete lineaarse jadana:
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Lineaarne rekursioon. Ringid téhistavad funktsiooni véljakutseid, sirged nooled viljakutsete suunda (main kutsub vilja
fact(4) jne), kaarjad nooled tagastatavat védrtust.

2.2.2 Rekursioonivalem

Eelmises llesandes on baasiks fact(n) = 1,kuin < 1 ningrekursiooni sammuks fact(n) = n*
fact(n — 1). Kokku moodustavad need juhud rekursioonivalemi:

t()_{ Lkui n<1
fact(n) = nx* fact(tn — 1), kui n> 1

Nii erinevaid samme kui ka baase véib olla mitu.

Enne rekursiivse funktsiooni programmeerima asumist on hea oma idee rekursioonivalemina iles
kirjutada. Nii on lihtsam hinnata oma potentsiaalse lahenduse korrektsust. Samuti annab see kohe
selgema pildi, millistel juhtudel programm t66 l6petab, kus peaks asuma rekursiivsed valjakutsed
koodis ja milliste parameetritega neid tuleb teha. Sageli aitab valemi kirjapanek kaasa ka iteratiivse
lahenduse leidmisele, aga ka keerukuse hindamisele (sellest jargmises peatiikis) ning voimalikele
alternatiivsete lahenduste, naiteks diinaamilist planeerimist kasutavate algoritmide loomisele (sellest
lahemalt 5. peatiikis).
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2.2.3 Hargnemistega rekursioon

Vaatame nlitd tosisemat rekursioonililesannet:

Roswelli linnakeses New Mexico osariigis on tegeletud UFOde uurimisega juba aastast 1947 saadik.
Muuhulgas on kohalikud teadlased kogunud ka leitud tulnukate DNA proove. Nendes proovides
leitud DNA ahel on sarnane inimeste omale, koosnedes samuti neljast nukleotiidist: adeniinist (A),
guaniinist (G), tsitosiinist (C) ja timiinist (T). Teadlased panid aga tdhele, et uuritavates ahelates ei
esine kaks sama nukleotiidi kdrvuti, samuti ei olnud tiheski proovis A ja T k&rvuti ning C-le ei
jargnenud kordagi G. Leia koik voimalikud etteantud pikkusega DNA ahelad, mis vdivad kuuluda
tulnukatele.
NAIDE:

3

Vastus:

ACA

ACT

AGA

AGC

AGT

CAC

CAG

CTC

CTG

GAC

GAG

GCA

GCT

GTC

GTG

TCA

TCT

TGA

TGC

TGT

Vaatame koigepealt, kuidas ahelad moodustuvad. Kdigepealt saame esimesele kohale valida tiksk&ik
millise neljast nukleotiidist. Seejarel tuleb valida teine, siis kolmas jne nukleotiid, kuni ahel on
soovitud pikkusega. Igale kohale saame valida kuni neli vaartust.

Selles lilesandes on mitu piirangut, mis tahendab, et kéik ahelad, mis tekivad igal korral suvalist
nukleotiidi lisades, ei sobi lahenditeks. Sellisel juhul on kaks véimalikku lahenemist: genereerida kdik
voimalused ning hinnata iga vGimaluse sobivust voi arvestada piirangutega juba hargnemisel.
Rekursiivse lahenduse korral on viimane variant muidugi eelistatud, kuna vahendab oluliselt
rekursiivseid kutseid ja sellega koos programmi to6aega:
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@
(22 © (e )
@ © 0 06060 ® O
000000000000 00000000

Piirangutega arvestav skeem lilesande lahendite kujunemisest

char* vastus;
int pikkus;

void LeiaAhel(int asukoht)
{
if (asukoht == pikkus) { //oleme konstrueerinud noutud pikkusega ahela
for (int i = @; i < pikkus; i++) { //vdljastame selle
cout << vastus[i];
}

cout << endl;
return; //ja valjume funktsioonist

if (asukoht == @) { //esimesel kohal piiranguid pole, valikus on kdik tdhed
vastus[asukoht] = 'A';
LeiaAhel(asukoht + 1);
vastus[asukoht] = 'T';
LeiaAhel(asukoht + 1);
vastus[asukoht] = 'C';
LeiaAhel(asukoht + 1);
vastus[asukoht] = 'G';
LeiaAhel(asukoht + 1);
return;
}
//ei ole veel noutud pikkusega ahel, proovime olemasolevale lisada kéik voimalikud
//nukleotiidid
char eelmine = vastus[asukoht - 1]; //viimane téaht
switch (eelmine) {
case 'A': //A ja T korral saab jargmine taht olla C vdoi G
case 'T':
vastus[asukoht] = 'C';
LeiaAhel(asukoht + 1);
vastus[asukoht] = 'G';
LeiaAhel(asukoht + 1);
break;
case 'G': //G korral saab jargmine olla C voi ka A voi T
vastus[asukoht] = 'C';
LeiaAhel(asukoht + 1);
//siin break kdsku ei ole, tdidetakse ka jargmised laused
case 'C': //C (ja G) korral saab jargmine olla A voi T
vastus[asukoht] = 'A';
LeiaAhel(asukoht + 1);
vastus[asukoht] = 'T';
LeiaAhel(asukoht + 1);
break;
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int main()

{
cin >> pikkus;
vastus = new char[pikkus];
LeiaAhel(9);

}

2.2.4 Sabarekursioon ja vdljakutsete optimeerimine

Vahel on rekursiivne valjakutse viimane operatsioon, mis
funktsioonis sooritatakse ja selle tagastatavat vastust
valjakutsuvas funktsioonis enam ei téddelda. Sellist juhtu
nimetatakse sabarekursiooniks (tail recursion).

Kuna sabarekursioon ei muuda enam funktsiooni olekut, on ka
funktsioonist sisenemise ja valjumise t606 (pinuviida nihutamine,
registrite taastamine jne) ebavajalik. Seet6ttu oskavad paljud
kompilaatorid sabarekursiivse valjakutse eemaldada. Viljakutse
asemel muudetakse funktsiooni parameetrite vaartused lihtsalt
ara ning hiipatakse funktsiooni algusse tagasi.

Vaatame naitena rekursiivset funktsiooni, mis teisendab stringi sellele vastavaks arvuks:

int strtoint(const char *str, int n)

{
if (str == @ || *str == 0)
return n;
// str on viit stringi algusele, str+l viitab siis jargmisele margile
// str - '@' annab tulemuseks vastava margi vaartuse: '0'-'0'=0, '1'-'0'=1 jne
return strtoint(str + 1, n * 10 + *str - '0");
}

IIma optimeerimiseta genereerib minu kompilaator jargmise koodi:

00C81680  push ebp ; eelmise kaadriviida salvestamine
00C81681  mov ebp,esp

00C81683  mov eax,dword ptr [str] ; stringi 16pu kontroll

00C81686 movsx ecx,byte ptr [eax]

0081689 test ecx, ecx ; test seab protsessoris vastava lipu,

; kui tema parameeter on 0
00C8168B  jne strtoint+12h (0C81692h) ; jne="jump if not equal". Kui eelmise
; rea tulemus polnud @, siis jatkame
; realt 0C81692h
00C8168D  mov eax,dword ptr [n] ; kui oli @, siis tagastame n vaartuse ja
00C81690  jmp strtoint+30h (0C816BGh) ; hiippame aadressile, kus algab
; funktsioonist valjumine
00C81692  imul edx,dword ptr [n],0Ah ; Aritmeetilised tehted, kiimnega
; korrutamine (©Ah=10d)
00C81696  mov eax,dword ptr [str]
00C81699 movsx ecx,byte ptr [eax]

00C8169C  lea edx, [edx+ecx-30h] ; Lahutame 30h=48d, mis on margi '@’
; ASCII kood
00C816A0  push edx ; Lukkame funktsiooni parameetrid
5 pinusse, kdigepealt n hetkevaartus
00C816A1 mov eax,dword ptr [str] ; Paneme vaadeldava stringi alguse eax
; registrisse
00C816A4  add eax,1 5 Nihutame viida stringi jargmisele
; margile
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00C816A7  push eax ; Lukkame viida vaartuse pinusse

00C816A8 call strtoint (0C81686h) ; rekursiivne valjakutse
00C816AD  add esp,8

00C816BO  pop ebp ; kaadriviida taastamine
00C816B1 ret ; funktsioonist valjumine

Nagu naha, teeb protsessor funktsioonivaljakutsete haldamisega Uiksjagu t66d. Kui kompileerida
kood optimeerimisega, on tulemus hoopis selline:

012812A0 mov al,byte ptr [ecx] ; stringi 16pu kontroll
012812A2  test al,al
012812A4  je strtoint+1Bh (©12812BBh) ; je="jump if equal". Kui eelmise rea

; tulemus oli @, hilippame funktsiooni
; loppu.Tagastatava vaadrtuse kasitlemine
5 on nild lihtsam ja hilippamist vahem.

012812A6 movsx eax,al ; Nild on arvutamine ka teistsugune.
; Kimnega korrutamise ja 48 lahutamise
; asemel

012812A9 lea edx, [edx+edx*4] ; korrutatakse neljaga, liidetakse
; esialgne vaartus,

012812AC lea edx, [edx-18h] ; lahutatakse 24 (18h) ja korrutatakse

; kahega. Pohjuseks on see, et kahe

; astmetega korrutamine on protsessoris
; efektiivsem, see on vaid bittide

; nihutamine.

012812AF lea ecx, [ecx+1] ; Stringi viida nihutamine
012812B2 lea edx, [eax+edx*2]
012812B5 mov al,byte ptr [ecx] ; stringi 16pu kontroll uuesti

012812B7 test al,al

012812B9  jne strtoint+6h (012812A6h) ; Kui string pole veel 1dppenud, hiippame
; tagasi aritmeetika osa algusse

012812BB  mov eax,edx ; Funktsiooni tulemus tagastatakse
; tavaliselt eax registris
012812BD ret ; Funktsioonist valjumine

Funktsiooni keskmine to0aeg kahanes minu arvutis kaheksakohalise sisendi puhul 30 nanosekundilt
kiimnele. Enamasti on selline vahe mdistagi tihiasi ja selle parast ei pea muretsema. Kui meil on aga
funktsiooni valjakutsed mitmemiljonilistes tsiklites, voib see tdiendav ajakulu muutuda oluliseks.
Nagu ndha, teeb kompilaator koodi kiirendamiseks mitmesuguseid trikke, aga sellele ei saa kindel olla
— kui vaadeldav funktsioon on teistsuguse struktuuriga, voib rekursioon kergesti alles jadda. Seega
tasub moelda, kuidas ise rekursioonist lahti saada ja seda naiteks tstikliga asendada, sarnaselt
kompilaatori kasutatud meetodile.

Vahel saab muuta rekursiooni sabarekursiooniks, nii et kompilaatoril tekib véimalus valjakutse
optimiseerimiseks. Uks vdimalus on kasutada lisaparameetrit tulemuse hoidmiseks ja selle
edasiandmiseks sligavuti. Naiteks varasemast tuttava faktoriaali (ilesande saab lahendada jargmise
sabarekursiivse funktsiooniga:

int fact(int n, int vastus)

{
if (n <= 1) return vastus;
return fact(n - 1, n*vastus);
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2.3 VARIANTIDE LABIVAATAMINE

Paljude iilesannete puhul tekib suur hulk erinevaid @@@%@%
andmeid voi vGimalusi, mille seast on vaja leida sobivaim

vastus. Vahel saab seda vGimaluste hulka mitmesuguste

vOtete abil vahendada, aga sageli tuleb sooritada @@@%g@
variantide ldbivaatus (complete search), s.t uurida

tkshaaval k&iki v6i vdahemalt vaga paljusid erinevaid %@@%@@
vBimalusi. KGrvalolev joonis illustreerib alamtaisgraafi

(sellise alamgraafi, kus k&ik tipud on omavahel (ihendatud) %@E@@@
ehk kliki leidmist kdigi variantide labivaatuse abil. E@E@@@
Enne arvutite leiutamist oli voimalik lahendada ainult

suhteliselt vaikesi labivaatusilesandeid. Kuna aga arvutile %%%%%

on joukohane vaadata labi miljoneid variante sekundis, on

nuid véimalik lahendada taiesti uusi lilesannete klasse, alates malest kuni borsi- voi
kliimasimulatsioonideni.

Siin raamatus kasitletakse kaht peamist lahenemist variantide labivaatamisele: tagurdusmeetodit ja
iteratsioonimeetodit. MGlemad meetodid kirjeldavad korduvalt tdidetavaid protsesse.

2.3.1 Tagurdusmeetod

Vahel koosneb ,sobiv variant” erinevatest tasemetest vGi elementidest: kdigepealt on vaja paika
panna esimene element, siis teine jne. Kui ménel sammul ei dnnestu jargmise elemendi jaoks sobivat
voimalust leida, tuleme tagasi eelmisele tasemele.

Sellist eelmisele tasemele tagasitulekut nimetatakse tagurdusmeetodiks (backtracking).

Tagurdusmeetodit vGib ette kujutada nagu labirindi Iabimist. Sinu eesmargiks on |abi uurida koik
teed laburindis (laburindis pole tsiikleid ja seega ei saa sa samasse kohta tagasi j6uda). Kui satud
teede hargnemiskohta, siis valid Gihe haru ja ldhed m66da seda edasi. Kui jduad tupikusse, tuled
tagasi ja valid viimasest hargnemiskohast uue tee. Kui kdik harud on labi kaidud, tuled tagasi
eelviimase hargnemise juurde ja ndnda edasi, kuni jduad algusesse tagasi.

Tavaline tagurdusmeetodiga lahendatav tilesanne on naiteks Sudoku. Voib proovida panna number 1
esimesse ruutu, siis number 2 teise ruutu jne. Kui tekib vastuolu, tuleme eelmise ruudu juurde tagasi
ja proovime sinna panna jargmist numbrit.

2.3.2 Iteratsioonimeetod

Uldmaistena tdhendab iteratsioon (iteration) sama tegevuse korduvat labiviimist. Kdige tavalisemad
nadited iteratsioonist on programmeerimiskeeltes kasutatavad korduslaused nagu while ja for-
tsukkel.

Variantide labivaatuse kontekstis tdhendab iteratsioonimeetod, et

1. leiame koigepealt Ghe lahendi,
2. muudame selle lahendi mingit parameetrit, et saada teist lahendit
3. kordame tsiklis sammu 2, kuni koik lahendid on leitud.
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2.3.3 Tagurduse ja iteratsiooni vordlus

Kirjeldatud meetodite illustreerimiseks vaatame jargmist (ilesannet:

James Bond on tunginud vaenlase peakorterisse, kus superkurjategija parajasti maailma havitamise
masinasse parooli sisestab. Bond naeb sérmede liigutamise jargi, millised margid paroolis on, kuid ei
nde, millisel hetkel pahalane shift-klahvi all hoiab. Seetdttu ei tea ta, millised on suur- ja millised
vaiketdhed. Kirjuta programm, mis valjastab superkurjategija kdik véimalikud paroolid. Programm
saab sisendina parooli pikkuse P (1<P<20) ning ladina tahestiku vaiketahtedest koosneva parooli.
NAIDE:

3

abc

Vastus:

abc

abC

aBc

aBC

Abc

AbC

ABc

ABC

2.3.4 Variantide labivaatamine tagurdusmeetodiga

Tagurdusmeetodi kasutamiseks on siin ilesandes olemas loomulikud elemendid: iga mark paroolis on
ks element.

Kui sisendiks on ainult Ghetdheline parool, naiteks ’a’, siis vastuseks on kaks véimalust: ‘a’ ja 'A’. Kui
sisendiks on kaks tdhte ‘ab’, on vGimalusi esimese tdhe jaoks 2 ja teise jaoks ka 2: kokku 2x2=4
erinevat parooli ("ab’, ’Ab’, "aB’ ja 'AB’). Kui lisame kolmanda t&he, siis toimub jalle kaheks
hargnemine: kdikidele olemasolevatele paroolidele véime lisada kas 'C’ véi 'c’.

Saame jargmise skeemi:
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Ulesande lahendamiseks tagurdusmeetodiga saame kirjutada jargmise funktsiooni:

void LeiaKoikVoimalused(int asukoht)
{
if (asukoht == pikkus) { //baasjuht, oleme kdik parooli tdhed 1&bi vaadanud
for (int i = 0; i < pikkus; i++) {
cout << vastus[i]; //valjastame koéik parooli tahed
}
cout << endl;
return;
}
//parool pole veel valmis
vastus[asukoht] -= ('a' - 'A'"); //paneme kdesoleva tdhe suureks
LeiaKoikVoimalused(asukoht + 1); //ja liigume edasi jargmisele tdhele
vastus[asukoht] += ('a"' - 'A'); //paneme kdesoleva tdhe tagasi vaikeseks
LeiaKoikVoimalused(asukoht + 1); //ja liigume jargmisele tdhele

}

2.3.5 Variantide labivaatamine iteratsioonimeetodiga

Selles tlesandes on igal sammul ainult 2 valikut. Sellisel juhul on Gheks kavalaks véimaluseks
kasutada erinevate variantide tahistamiseks bitivektoreid: igale vaiksele tahele seame vastavusse 0 ja
igale suurele 1. Siis nt vektor 101 tahistab parooli AbC ja vektor 911 aBC. Bitivektoreid ei ole vaja
eraldi andmestruktuurina realiseerida, kuna tavalised tdisarvud on esitatud arvutis kahendsiisteemis
ja seega on need loomulikud bitivektorid. Enamikus keeltes saab teha taisarvudel ka bitikaupa
loogikatehteid. Selline vote teeb lihtsaks antud llesande iteratiivse e tsiikliga lahendamise:

int suurArv = 1 << pikkus; //nihutame 1 pikkuse vérra bitte vasakule, suurArv=27~pikkus
for (int i = @; i < suurArv; i++) { //vaatame 1ldbi kdoik arvud © - 2”pikkus-1
for (int j = ©; j < pikkus; j++) { //vaatame 13bi koik kohad
char taht = vastus[j]; //valime sisestatud paroolist j+1. tadhe
if ((1 << j) & i) { //kui valitud kohal on arvus i bitt seatud
taht -= ('a' - 'A'); //muudame tadhe suureks

}

cout << taht; //valjastame tahe

}

cout << endl;

}

Jargmises tabelis on toodud paroolile pikkusega 3 vastavad arv kiimnendsisteemis, kahendsiisteemis
ning sellele arvule vastav parool sisendi abc korral:

Arv kiimnendsiisteemis Arv kahendsusteemis (3 viimast Parool
bitti)
0 000 abc
1 001 abC
2 010 aBc
3 011 aBC
4 100 Abc
5 101 AbC
6 110 ABc
7 111 ABC

2.3.6 Variantide labivaatus programmeerimisvoistlustel

Variantide labivaatus on enamasti killaltki aeglane ja kohmakas vote ning mitmete lilesannete
lahendamiseks on olemas kiiremad algoritmid. Siiski on variantide labivaatusel
programmeerimisvdistlustel oluline roll.
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Variantide labivaatust kasutatakse tavaliselt jargmistel juhtudel:

- Kui sisend on piisavalt vaike. Kuna variantide labivaatus on killaltki lihtsalt teostatav, siis pole
vaja aega keerulisemale lahendusele kulutada.

- Kui efektiivsemat algoritmi ei oska kirjutada, voib variantide labivaatusel pohinev lahendus
labida vahemalt lihntsamad testid, mille eest (olenevalt vistluse tingimustest) vdib punkte
saada.

- Kiirema, aga keerulisema algoritmi digsuse kontrollimiseks, eriti vdistlustel, kus esitamiste arv
on piiratud vodi vale vastuse eest punkte maha voetakse.

2.4 LABIVAATUSE OPTIMEERIMINE

Variantide labivaatamist laheb vaja ka paljudes tavaprogrammeerimise lilesannetes, mistdttu on
kasulik tunda viise selle kiirendamiseks. Mdned sellised viisid leiavad kasitlemist kdesolevas
alapeatiikis. Selle jaoks v6tame (he tagurdusmeetodiga lahendatava gﬁe
Glesande ning eesmargiks on muuta lahendus nii kiireks kui véimalik. BN |

jur

Klassikaline tagurdusmeetodi illustreerimise llesanne on 8 lipu asetamine: L
paigutada malelauale kaheksa lippu nii, et Uikski neist ei tulistaks Gihtki ' | a
teist. Korvaloleval joonisel on ks voimalik lahendus. _ i ﬁ '

8x8 malelauaga saab hakkama ka kdillaltki naiivne algoritm, suurema Wy
valjakutse huvides vaatleme natuke keerulisemat varianti. Algselt oli see b
Glesanne Eesti oliimpiaadikoondise valikvdistlusel aastal 2016.

Mitu voimalust on N (4<N<15) lipu paigutamiseks NxN malelauale, nii et Ukski neist ei tulistaks teisi?
Lipud tulistavad teineteist, kui nad asuvad samal real, veerul voi diagonaalil.

NAIDE:

N=4

Vastus: 2.

Ajapiirang 1 sekund vai siis nii hea, kui suudad.

2.4.1 Lihtne tagurdusmeetod

Uks isna otsene lahendus iilesandele on jargmine:

#define MAXN 16

bool board[MAXN][MAXN];

bool ischecked(int x1, int yi1, int x2, int y2) {
// kaks lippu tulistavad iiksteist, kui nad on samal real, veerul véi diagonaalil
return x1 == x2 || y1 == y2 || x2 - x1 == y2 - y1 || x2 - x1 == y1 - y2;
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int tryrow(int y, int n) { // y = mitmendale reale proovime lippu panna
int res = 0;
for (int x = @; x < n; x++) { // proovime k&iki veerge
for (int y1 = 0; y1 < vy; yl++) { // kas eelnevatel ridadel oli mdoni lipp
for (int x1 = 0; x1 < n; x1++) { // mis praegust tulistab
if (board[x1][yl] && ischecked(x, y, x1, yl)) goto cont; // ei sobi

}
}
if (y == n - 1) // oleme viimasel real, liidame vastusele 1
res++;
else {
board[x][y] = true; // margime ruudu kasutatuks
res += tryrow(y + 1, n); // liidame kéik jérgmiste ridade voimalused
// tagurdusmeetodi votmekoht - proovides jargmist varianti
// tuleb taastada eelnev seis!
board[x][y] = false;
}
cont: ;
}
return res;
}
int main()
{
int n;
cin >> n;
// alustame esimeselt realt, kust kutsutakse
// rekursiivselt valja jargmiste ridade proovimisi
int res = tryrow(0, n);
cout << res;
}

See programm to0tab, kuid aeglaselt. Juba N=14 puhul Idheb aega 30 sekundit, N=15 vGtab mitu
minutit. Kas on voimalik algoritmi mitmesajakordselt kiirendada?

2.4.2 Andmete optimeerimine

Esimene tidpiline optimeerimine, mida saab teha, on algoritmist mittevajalike andmete
valjaviskamine. Antud juhul on mittevajalik info mangulauda kajastav massiiv. Terve laud meid
tegelikult ei huvita, vaja on vaid eelnevate lippude asukohti. Kui need on teada, saab ka loobuda
kulukast kahekordsest tsiiklist, mis laua ruute labi kdib ja vaatab, kas seal on juba mdni lipp, mis
vaatlusalust ruutu tulistab.
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Tulemuseks on jargmine kood (ischecked ja main funktsioonid on samad kui eelmises naites,
muutus ainult tryrow funktsioon):

int queens[MAXN];
int tryrow(int y, int n) { // y = mitmendale reale proovime lippu panna
int res = 0;
for (int x = @; x < n; x++) { // proovime kdiki veerge
for (int y1 = 0; y1 < vy; yl++) { // kontrollime kéiki eelnevaid lippe
if (ischecked(x, y, queens[yl], yl)) goto cont; // ei sobi
}

if (y == n - 1)
res++; // oleme viimasel real, liidame vastusele 1
else {
queens[y] = x; // jatame uue lipu asukoha meelde
res += tryrow(y + 1, n); // liidame jargmiste ridade vdimalused

}

cont: ;

}

return res;

}

14 lipu puhu kulub seekord 5 sekundit, kuid 15 puhul 35 sekundit.

2.4.3 Ettearvutamine

Jargmise sammuna saab proovida aritmeetiliste operatsioonide ,ettearvutamist”. Senistes
lahendustes kutsutakse miljoneid kordi valja funktsiooni ischecked, mis sooritab palju kordi samu
tehteid samade parameetritega. Selle asemel saab nende tehete tulemuse ette meelde jatta,
markides dra, millistel veergudel ja diagonaalidel praegused lipud paiknevad. Uldine idee on selles, et
labivaatusalgoritmil oleks sobivad andmed kohe kdepéarast olemas.

Vastav lahendus on jargmine:

// peame meeles, millistel veergudel ja diagonaalidel lipud on
char col[MAXN]; // (i, 3) -> 3]

char updiag[2 * MAXN]; // (i, ) -> i + 3

char downdiag[2 * MAXN]; // (i, j) ->i - j + N

int tryrow(int vy, int n) {// y = mitmendale reale proovime lippu panna
if (y == n) return 1;

int res = 9;
for (int x = @; x < n; x++) { // proovime k&iki veerge
// kontrollime, kas veerg + diagonaalid on vabad
if (!col[x] && !updiag[y + x] && !downdiag[y - x + MAXN]) {
col[x] = 1; // margime veeru kasutatuks
updiag[y + x] = 1;
downdiag[y - x + MAXN] = 1;

res += tryrow(y + 1, n); // liidame k&ik jargmiste ridade véimalused
col[x] = @; // taastame eelneva seisu

updiag[y + x] = 0;
downdiag[y - x + MAXN] = 0;

}

return res;
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Tulemuseks N=14 puhul 2 sekundit, N=15 puhul 14 sekundit.

2.4.4 Otsingupuu ahendamine

Variantide tasemekaupa labivaatamisel tekib meil nn otsingupuu. K&igi selliste lahenduste puhul
tuleks uurida, kas seda puud on vdimalik ,pligada“, jattes valja harusid, mis ei anna tdiendavat infot.
Antud juhul on tiks ilmne v6imalus kasutada dra malelaua siimmeetriat. Kui me paneme lipu esimesel
real nditeks esimesele ruudule (al) ja see annab lahendi, siis peab lahendi andma ka lipu asetamine
esimese rea viimasele ruudule (h1) — teised lipud asetsevad lihtsalt peegelpildis. Seega v6ib esimese
rea esimesele poolele vastavate lahenduste arvu lihtsalt kahega korrutada.

e I A T = B B = =

Peegelpildis lahendused

Vastava tdiendusega lahendus on selline:

// peame meeles, millistel ridadel, veergudel ja diagonaalidel lipud on
char row[MAXN];
char col[MAXN]; // (i, 3) -> 3J
char updiag[2 * MAXN]; // (i, j) -> i+ j
char downdiag[2 * MAXN]; // (i, j) ->i - j + N
int tryrow(int vy, int lim, int n) { // lim = mitut esimese ruutu proovida
int res = 9;
if (v ==n) {
res++;
if (row[@] < n / 2) res++; // esimese rea esimese poole loeme topelt
return res;

}

for (int x = @; x < lim; x++) { // proovime kdiki veerge
// kontrollime, kas veerg+diagonaalid on vabad
if (lcol[x] && l'updiag[y + x] && !downdiag[y - x + MAXN]) {
row[y] = x;

col[x] = 1; // margime veeru kasutatuks

updiag[y + x] = 1;
downdiag[y - x + MAXN] = 1;

res += tryrow(y + 1, n, n); // liidame kdik jargmiste ridade véimalused
col[x] = 0;

updiag[y + x] = 0;

downdiag[y - x + MAXN] = 0;

}

return res;
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int main()

{
int n;
cin >> n;
// alustame esimeselt realt, kust kutsutakse
// rekursiivselt valja jargmiste ridade proovimisi
int res = tryrow(®, (n + 1) / 2, n); // esimese rea limiit on poole rea pikkuseni
cout << res;
}

N=15 puhul peaks esimesel real proovima niilid 15 asemel 8 ruutu ning téepoolest, tédaeg kahanebki
peaaegu poole vorra, 7 sekundile.

2.4.5 Sisemiste tsiiklite optimeerimine

Otsingupuude puhul on meil rekursiivses funktsioonis tavaliselt mingi tstikkel, milles jargmise taseme
variante |abi vaadatakse. Rekursiooni esimesel tasemel kaiakse seda tsuklit 1dbi Gks kord. Kui tstkkel
koosneb kiimnest elemendist, kutsutakse teist taset valja kimme korda. Iga valjakutse kohta
labitakse tstikkel teisel tasemel uuesti ning saadakse suurem arv kolmanda taseme véljakutseid. Nii
saame kaugematel tasemetel juba sadu véi tuhandeid tsiklilabimisi.

Antud lippude (ilesande puhul muutuvad tsiklid jargmistel tasemetel aga lihemaks, viimasel tasemel
on lipu paigutamiseks maksimaalselt Gks v8imalus. Seega saabub maksimaalne t66 hulk méned
tasemed enne [Gppu.

Need maksimaalse t66 hulgaga tasemed on koht, kus tasub optimeerimise mottes proovida kivist
vesi vilja pigistada. Antud juhul on parima senise lahenduse k&ige intensiivsema t66 read need:
for (int x = @; x < lim; x++) { // proovime kdoiki veerge

// kontrollime, kas veerg+diagonaalid on vabad
if (!lcol[x] && l'updiag[y + x] && !downdiag[y - x + MAXN]) {

Malelaua alumistel ridadel on aga teada, et sobivaid ruute on pigem lisna vahe, mistéttu enamik
neist kontrollidest tagastab negatiivse tulemuse. Sellegipoolest ldbitakse N=15 puhul tstklit ikka 15
korda, kuigi vabu veerge on ehk ainult paar tikki. Et tslklit IGihendada, on parem vabu veerge (s.t
neid, kuhu pole eelmistel ridadel veel Ghtki lippu pandud) spetsiaalselt meeles pidada.

Meelespidamiseks on vaja jarjestatud andmestruktuuri, kuhu saab kergesti elemente lisada ja neid
sealt eemaldada. Selleks sobib hasti topeltseotud ahel (ahelatest ja teistest andmestruktuuridest on
pohjalikumalt juttu jargmises peatikis).

Ahela realiseerimiseks kasutame antud juhul kaht massiivi: tiks neist peab iga elemendi kohta
meeles, mis on antud veerust jargmine vaba veerg ning teine peab meeles, mis on eelmine vaba
veerg.
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int pr[MAXN + 2]; // eelmine vaba veerg
int nx[MAXN + 2]; // jargmine vaba veerg

int tryrow(int y, int lim, int n) { // lim = mitut esimese rea ruutu proovida
int res = 9;
if (v ==n) {
res++;
if (row[@] <= n / 2) res++; // esimese rea esimese poole loeme topelt
return res;

}

for (int x = nx[0@]; x <= lim; x = nx[x]) { // proovime ainut vabu veerge
// kontrollime, kas diagonaalid on vabad
if (lupdiag[y + x] && !downdiag[y - x + MAXN]) {
row[y] = x;

col[x] = 1; // margime veeru kasutatuks
updiag[y + x] = 1;
downdiag[y - x + MAXN] = 1;

nx[x]; // eemaldame veeru ahelast
prix];

nx[pr[x]]
prinx[x]]

res += tryrow(y + 1, n, n);

nx[pr[x]] = x; // taastame veeru ahelasse
prinx[x]] = x;
col[x] = 0;

updiag[y + x] = 0;
downdiag[y - x + MAXN] = 0;

}

return res;

Nild on tooaeg kahanenud 3,5 sekundile, aga tooriistakastis on veel kavalusi peidus.

2.4.6 Andmestruktuuride optimeerimine

Senises algoritmis on peamine kasutatav andmestruktuur téevaartusi hoidev massiiv. Tegelikult on
iga selle massiivi element omaette tdisarv, aga praegune lahendus kasutab ainult selle viimast bitti.
Kui on vaja selle massiiviga mingeid operatsioone sooritada, tuleb muuta iga elementi eraldi. Samas
eksisteerib ka ,,naturaalne” bitimassiiv ehk tavaline taisarv. Praegune ilesanne pakub suurepérase
illustratsiooni téevaartuste massiivi asendamisest taisarvuga
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Kui asendada koik veergude ja diagonaalide meelespidamiseks kasutatavad massiivid tdisarvudega ja
kasutada nendega opereerimiseks bitioperatsioone, on tulemuseks jargmine kood:

int

int

To66aeg oli minu arvutis 1,1 sekundit!

Joonisel on kahe asetatud lipuga malelaud. Oranzid jooned
margivad blokeeritud veerge, rohelised moédda (iht diagonaali
ja sinised mooda teist diagonaali tule all olevaid ruute.
Jargnevas tabelis on toodud muuujate col, updiag ja
downdiag vaartused enne lipu asetamist vastavale reale. col
vaartused pusivd paigal, updiag vaartused nihkuvad igal
jargmisel real tihe koha vorra vasakule, downdiag vaartused
paremale.
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tryrow(int y, int lim, int n, int col, int updiag, int downdiag) {
int res = 9;
if (v ==n) {
res++;
if (row) res++; // esimese rea esimese poole loeme topelt
return res;

}

int positions = (1 << lim) - 1; // arv, kus lim bitti on Uhed
positions &= ~col; // nullime hdivatud veerud

positions &= ~updiag; // nullime hdivatud diagonaalid
positions &= ~downdiag; // nullime hdéivatud diagonaalid

while (positions > @) // vabu ruute on niikaua kui moni bitt on mittenull

{

int 1sb = 1lsb = -(positions) & positions; // alumine vaba bitt
if(y == @)

row = (1sb < (1 << n/2)); //Kas oleme esimese rea esimeses pooles?
int newupdiag = (updiag | 1sb) »>> 1; // jargmise rea iks diagonaal

int newdowndiag = (downdiag | 1sb) << 1; // jirgmise rea teine diagonaal
int newcol = col | 1sb; // jargmise rea hdivatud veerud

positions &= ~lsb; // nullime praeguse ruudu

res += tryrow(y + 1, n, n, newcol, newupdiag, newdowndiag);

}

return res;

main()

int n;

cin >> n;

// alustame esimeselt realt, kust kutsutakse

// rekursiivselt valja jargmiste ridade proovimisi

// esimese rea limiit on poole rea pikkuseni, algul on veerud ja diagonaalid vabad
int res = tryrow(®, (n + 1) / 2, n, 9, 0, 0);

cout << res;

e I = N




0 00000000 00000000 00000000
1 01000000 10000000 00100000
2 01010000 00100000 00011000

Kui bitioperatsioonidega mitte sina peal olla, siis vajavad moned kavalused siin koodis selgitamist:

1 << 1lim loob arvu 2™ ehk sellise, kus {ihe biti vdartus on 1 ja sellele jargneb 1im nulli. Kui sellest
arvust lahutada 1, saame arvu, kus on 1im bitti vaartusega 1.

~col tagastab arvu, kus muutuja col bitid on imber péoratud. positions &= ~col nullib seega
koik bitid, mis muutujas col olid vordsed Uhega.

-(positions) & positions tagastab muutuja positions kdige alumise biti, mille vaartus on 1.
See vdimaldab uliefektiivset tsiiklit Gle vabade ruutude.

2.4.7 Rekursiooni eemaldamine

Viimase nipina tuletame meelde, et rekursioon toob kaasa teatava lisakulu. Seega proovime teha
parameetrite kasitlemist paremini, kui kompilaator sellega hakkama saab. Selle asemel, et
diagonaalide ja veergude seisu parameetritena jargmisele tasemele edasi anda, loome massiivid, kus
on igale tasemele vastav seis.

Tulemuseks on selline funktsioon:

int nqueens(int n) {
int col[MAXN]; // parameetrite massiivid
int updiag[MAXN];
int downdiag[MAXN];
int positions[MAXN];

int half = (n + 1) / 2;
int halfwayBit = n % 2 == 1 ? 1 << half - 1: -1;
int res = 0;
int fullMask
int halfMask

(1 << n) - 1;
(1 << half) - 1;

int y = 0;

positions[@] = halfMask;

col[@] = updiag[@] = downdiag[@] = ©;
int points = 2;

int bits = positions[@];

for (53)

if (bits == @) { // praegusel real vdimalused otsas
if (y == @) break; // esimene rida labi
bits = positions[--y]; // tagasi eelmisele reale

}
else
{
int 1sb = 1sb = -(bits) & bits; // alumine vaba bitt
if (y == 0 && 1lsb == halfwayBit) {
points = 1;
}
bits &= ~1sb; // nullime praeguse ruudu

if (y < n-1) { // saab minna jargmisele reale
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positions[y] = bits; // salvestame eelmise positsiooni

int prev = y++;

updiag[y] = (updiag[prev] | 1lsb) >> 1; // jargmise rea diagonaal
downdiag[y] = (downdiag[prev] | 1lsb) << 1; // jirgmise rea diagonaal
col[y] = col[prev] | 1sb; // jargmise rea hdivatud veerud

bits = fullMask & ~(col[y] | updiag[y] | downdiag[y]); // vabad bitid
positions[y] = bits;

}

else
res += points; // viimane rida, suurendame skoori

}
}

return res;

}

See versioon lahendab N=15 korral llesande 0,9 sekundiga, nii et olemegi saavutanud alguses
sonastatud mitmesajakordse kiirendamise eesmargi. Samas muudab viimane trikitamine koodi
Uksjagu pikaks ja , karvaseks”, mis on tiilipiline kaasnev efekt, kui koodi kiirust (le teatud piiri
optimeerida. P6himdtteliselt saaks siit veel natuke edasi minna, kuid siis muutuks kood juba vaga
raskesti arusaadavaks — enamiku tavaliste situatsioonide jaoks on sobivaim ilmselt eelviimane
lahendus.

2.5 KAHENDOTSING
Laste seas on populaarsed arvu draarvamise mangud: —
Uks motleb mingi arvu teatud vahemikus ja teine ‘
katsub selle ara arvata. Métleja annab arvajale | | | | | ‘ ‘ | :
tagasisidet, kas tema mdeldud arv on suurem voi
¥

vaiksem kui arvaja pakutu. Kes seda mangu rohkem | | | | | ‘ ‘ |
mangisid, taipasid enamasti, et kiiremaks
araarvamiseks on kasulik pakkuda arvu voimalikult

lubatud vahemiku keskele. Naiteks kui arv vdib olla | | | | | ‘ ‘ | | | ’ ‘ | | |
I6igus 1...100, siis esimene hea pakkumine on 50.
Edasi soltub muidugi motleja vastusest: kui tema arv | | | | | ‘ ‘ | | | . ‘ ‘ | | |

on suurem, tuleb jargmine pakkumine teha IGigu 51...100 keskele (75), kui aga vaiksem, siis |Gigu
1...49 keskele (25) jne, kuni Gige arv leitud. Sellisel moel tuleb suvalise arvu vahemikus 1...100
draarvamiseks teha maksimaalselt 7 pakkumist (log, 100).

2.5.1 Vastuse kahendotsing

Sarnast vastuse otsimise strateegiat |dheb sageli vaja ka programmeerimisilesannete lahendamiseks.
Sellist Iahenemist nimetatakse vastuse kahendotsinguks (binary search the answer).
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Kostja kolib Itaaliasse ja pakib rutakalt asju kastidesse. Kuna tal on sellega kiire ja ta on ka lksjagu
laisk, siis votab ta asju sellises jarjekorras, nagu katte juhtub, ja asetab neid jarjest kastidesse —
koigepealt ainult esimesse kasti, seejarel ainult teise jne. Kirjuta programm, mis aitab Kostjal valida
vaikseima véimaliku kasti suuruse, nii et kéik ta M asja mahuksid tema pakkumismeetodi juures ara
maksimaalselt N kasti.

Sisendi esimesel real on antud kastide arv N (1<N<100000), teisel real asjade arv M (1<M<100000) ja
viimasel real asjade suurused pakkimise jarjekorras (1<M;<1000).

NAIDE:

3

6
216 3 7 10 12

Vastus: 20 (esimesse kasti 1. ja 2. ese, teise 3., 4. ja 5. ese ning kolmandasse viimane ese).

Ulesandes on vaja leida ainult {iks arv — védikseim v&imalik kasti suurus. Leiame kdigepealt piirid, mille
vahele vastus ehk kasti suurus peab jadma. Vaikseim vGimalik vaartus on 1 ja suurim vaartus koikide
asjade suuruste summa (siis mahuvad kdik asjad thte kasti). Kui otsitava kasti suurus on x, siis juhul
kui valiksime x-ist vdiksema kasti suuruse, siis asjad enam ettendhtud arvu kastidesse ara ei mahuks
ning dige vastus peab olema valitud vaartusest suurem. Kui aga valime suurema kasti suuruse kui x,
siis mahuvad asjad kindlasti dra ning otsitav suurus ei saa olla enam suurem valitud vaartusest. Seega
saab iga suvalise vaartuse y jaoks proovida, kas pakkimine &nnestub, ja vastavalt sellele otsustada,
kasx > y (ei mahtunud) v6i x < y (mahtusid). Sellisel juhul saab kasutada kahendotsingut.
Parema loetavuse huvides kasutame eraldi funktsiooni mahub, mis katsetab, kas asjad mahuvad
valitud suurusega kasti:

bool mahub(int suurus)

{
int mitmesKast = 1;
int praeguneKast = 0;
int i = 0;
while (i < m) { //kdime koéik asjad 1labi
if (mitmesKast > n) {
return false; //ei mahtunud n kasti.
}
if (praeguneKast + s[i] > suurus) { //ese ei mahu pakitavasse kasti
mitmesKast++; //votame jargmise..
praeguneKast = @; //tiuhja kasti
}
else {
praeguneKast += s[i]; //kui ese mahub, paneme selle kasti
i++; //ja votame jargmise eseme
}
}
return true; //kéik asjad on maksimaalselt n kastis
}

Siin on kahendotsingu osa:

int vahim = @; //alumine piir (kasti suurus, kuhu asjad ei mahu ara)
int suurim = summa; //ilemine piir (kasti suurus, kuhu esemed mahuvad ara)
while (vahim + 1 < suurim) {//kuni alam- ja Ulempiiri vahel on veel proovimata suurusi
int proov = (vahim + suurim) / 2; //proovime keskmist suurust
if (mahub(proov)) //kui mahub,
suurim = proov; //oleme leidnud vaiksema suurima kasti, muudame Ulempiiri
else
vahim = proov; //ei mahtunud, tostame alampiiri
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Tsikli Idpuks on muutujas suurim tlesande vastus.

Pane tdhele, et tdisarvude puhul, nagu antud (lesandes, on lihtne otsustada, millal dige vastus kaes
on. Kui llesandes tuleb otsida reaalarvulist vastust, siis tuleb lahendajal ise otsustada, millal vbiks olla
kdes piisavalt tdpne vastus. Peale vahe vérdlemise on Gheks voimaluseks veel ette dra hinnata voi
valja arvutada, mitu jagamist oleks mdistlik kokku teha.

2.5.2 Kahendotsing andmetest

Vastuse kahendotsingu juures on oluline, et vdimalikud vastusevariandid on jarjestatud ning vastusel
on olemas mingi Glem- ja alampiir. Naitellesandes otsisime vastust kindlast naturaalarvude I6igust,
kuid kahendotsingu tuntumaks kasutusalaks on mingi konkreetse vaartusega elemendi otsimine
sorteeritud andmejadast. Tdpsemalt saab kahendotsingu abil leida, mitmendal kohal jadas otsitav
element asub vGi kas see lldse antud jadas esineb.

Jadast otsimise algoritm on sarnane vastuse kahendotsingule, kuid vaartuse lem- ja alampiiri asemel
saab jaotamisel oluliseks hoopis elementide arv jadas. Algoritm ise on lihtne: leiame otsitava jada
piirides kodige keskel asuva elemendi ja vordleme selle vaartust otsitavaga. On kolm vdimalust:

1. Vaartused on vordsed, element jadast on leitud.
2. Otsitav vaartus on vaiksem, jarelikult peab see asuma vorreldavast vaartusest eespool.
3. Otsitav vaartus on suurem, jarelikult peab see asuma vérreldavast elemendist tagapool.

Aga mis siis, kui otsitavat elementi jadas ei leidugi? See on neljas voimalus, millega andmetest
kahendotsingul tuleb kindlasti arvestada. Enamasti tagastatakse leidumise korral vastav indeks ning
mitteleidumise korral -1 (aga vdib ka tagastada toevaartuse, kas element leidub jadas voi mitte).
Saame jargmise rekursiivse definitsiooni:

( -1, kuiS=0
n/2, kuiv = sy,
otsi(v,s1, ., 5n) = otsi(V, 51, ) Snjz - 1,), Kui v < sz

otsi(Sp/z 41, Sn)s  KUiv > sy,

Tavaliselt on lihtsam anda funktsioonile sisendiks terve algne jada (v6i kasutada jada jaoks Uldse
globaalset muutujat) ning jada jagamise asemel muuta elementide indekseid, mille vahel jadas
otsime. Siin on rekursiivne funktsioon, mis just nii teeb:

int* jada;
int otsi_rekursiivselt(int vaartus, int algus, int lopp)
{

if (algus > lopp) return -1; //ei leitud sellist vaartust
int keskkoht = (algus + lopp) / 2; //leiame jada keskmise elemendi indeksi
//kui otsitav vaartus on vaiksem kui keskmise elemendi vaartus
if (vaartus < jada[keskkoht])

//otsime jadast eestpoolt

return otsi_rekursiivselt(vaartus, algus, keskkoht - 1);
//kui otsitav vaartus on suurem kui keskmine elemendi vaartus
if (vaartus > jada[keskkoht])

//otsime jadas tagantpoolt

return otsi_rekursiivselt(vaartus, keskkoht + 1, lopp);
//vaartus == jada[keskmine] ja tagastame sobiva elemendi indeksi
return keskkoht;
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Ja siin iteratiivne lahendus:
int iotsing(int* jada, int vaartus, int algus, int lopp)

while (algus <= lopp) {
int keskkoht = (algus + lopp) / 2;
if (vaartus == jada[keskkoht]) return keskkoht;
else if (vaartus < jada[keskkoht])
lopp = keskkoht - 1;
else if (vaartus > jada[keskkoht])
algus = keskkoht + 1;

}

return -1;

}

Javas on olemas meetod java.util.Arrays.binarySearch(), mis saab argumendiks sorteeritud
jada ning otsitava vaartuse ning tagastab otsitava vaartuse indeksi voi -1, kui vaartust jadas ei ole.

C++ standardteegis on funktsioon binary_search, mis tagastab téevaartuse, kas element on jadas
vOi mitte. Kui on vaja elemendi indeksit, saab kasutada funktsiooni lower_bound.

Pythonis on C++ lower_bound’iga analoogne funktsioon bisect.bisect left, mis saab
argumentideks sorteeritud listi otsitava vaartuse. Lisaks saab kasutada alampiiri, mis on vaikimisi O ja
Glempiiri, mis on vaikimisi listi pikkus. See funktsioon tagastab esimese koha, kuhu antud element
sisestada tuleks, et jada sorteeritud oleks.

2.5.3 Topeltkahendotsing

Vaatame veel kord arvu draarvamise mangu. Mida teha siis, kui vahemik on jadnud kokku leppimata?
Sellisel juhul on Gheks vdimaluseks kdigepealt proovida arvata dra vahemik. Kas arv on suurem kui
10? Suurem kui 100? Suurem kui 1000? jne. Onneks inimestel pole kombeks m&elda I8putult suuri
arve, nii et sel moel vahemikku arvates saab selle killalki kiiresti teada.

Veelgi parem on kasvatada vahemikku iga kord mitte 10, vaid 2 korda. Inimesele ehk ebamugav, kuid
arvutile, vastupidi, sobivamgi. Sellist vahemiku maaramise viisi tuntakse kui topeldusmeetodit ning
kogu otsingut kokku nimetatakse topeltkahendotsinguks.

long long topeltKahendOtsi() {
long long algus = @, lopp = ©; //alustame nullist
int samm = 1;
char ch;
while (lopp >= @) { //ei ole lletditumist
cout << lopp << endl;

cin >> ch;

if (ch == '=") return lopp; //leidsime otsitava arvu
else if (ch == '<') break; //leidsime piiri

else if (ch == '>') { //otsitav arv on suurem

algus = lopp; //nihutame alampiiri
lopp = algus + samm; //tdstame Ulempiiri sammu vorra
samm *= 2; //suurendame sammu 2 korda
}
else
cout << "sisesta '>', '<' voi '="" << endl;

if (algus <= lopp)

return kahendOtsi(algus, lopp); //tavaline kahendotsing leitud vahemikust
else

return -1;
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Topeltkahendotsingut on hea kasutada, kui otsitavad vaartused on otsimise alguskoha lahedal vai
kui funktsioon ja tema vaartuste arvutamise hind kasvab kiiresti. Samuti voimaldab see meetod
kasutada kahendotsingut siis, kui Glem- voi alamtdke ei ole teada.

2.5.4 Otsing kahemdotmelisest tabelist sadulameetodil

Monikord on vaja otsida arvu kahemodtmelisest tabelist, mille read ja veerud on sorteeritud nagu
jargmises llesandes:

Igaliks on vast tajunud, et tuulise ilmaga tundub valisdhu temperatuur ménevdrra teistsugune kui
tuulevaikuses. Selleks, et tapsemini hinnata valitingimuste mdju inimesele, on kasutusele voetud
tuule-kiilma indeks, mis naitab, kui tugev kiilmakraad tegelikult kehale mdjub arvestades
Ohutemperatuuri ja tuule kiirust.

Opetaja T8nu andis oma dpilastele iilesandeks jélgida nddal aega jérjest dhutemperatuuri ja tuule
kiirust ning leida tuule-kiilma indeksi tabelist naha poolt tegelikult tajutav temperatuur. Kuna ta teab,
et mitmed Gpilased on laisad ja pakuvad numbreid huupi tabelisse vaatamata, aita tal kirjutada
programm, mis kontrollib, kas dpilase sisestatud andmed on kooskdlalised, st kirjas olev number
peab tabelis olemas olema.

Esimesel real on antud tabeli mé66tmed t ja k. Teisel real 6hutemperatuurid 10.0>t;>-50.0
mittekasvavas jarjekorras. Igal jargneval k real on tajutavad temperatuurid 10.02a;>-100.0,
kusjuures esimene rida vastab tuulekiirusele 1 m/s, teine 2m/s jne. Sisendi viimasel real on 7 arvu:
Opilase poolt pakutud tajutavad temperatuurid. Valjastada samuti 7 arvu: iga 6pilase pakutud
temperatuuri kohta vahim tegelik temperatuur, millel selline tajutav temperatuur olla sai. Kui sellist
temperatuuri tabelis pole, viljastada selle asemel POLE.

NAIDE:

4 3

10.0 7.0 4.0 1.0

9.9 6.6 3.5 -0.3

9.2 5.7 2.2 -1.3

8.0 4.3 0.6 -3.1

9.2 7.7 1.3 -1.3 6.6 2.2 -0.6

10.0 POLE POLE 1.0 7.0 4.0 POLE

Kdige lihtsam on seda llesannet lahendada sadulameetodil. Otsingut alustatakse tabelis vaartusest,
mis on oma reas kdige suurem ja samal ajal oma veerus kdige vaiksem. Kuna tabel on simmeetriline,
vOib alustada ka vaartusest, mis on veerus suurim ja reas vahim. Selliseid vaartusi nimetatakse
matemaatikas maatriksi sadulpunktideks, sellest ilmselt tuleb ka antud meetodi nimetus.

See on huvitav punkt, sest kui selles kohas asuvat vaartust a;j vorrelda otsitava vaartusega v, saab
edasisest otsingualast valistada terve veeru voi rea. Kui valida rea suurim vaartus, mis on samal ajal
oma veerus vahim, siis juhul kuiv < a;;jaa;; < a;j41 <+ < a;p, kus m on ridade arv, vdib

i. veeru otsinguruumist vdlja jatta. Analoogselt saab ndidata, et kui v > a;j, siis saame korvale jitta
terve j. rea.
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pair<int, int> sadulotsing(float** tabel, int m, int n, float vaartus)

¢ int rida = 0;
int veerg = n-1;
while (rida < m && veerg > -1) {
if (abs(vaartus - tabel[rida][veerg]) < 0.01) return make_pair(rida, veerg);
else if (vaartus > tabel[rida][veerg]) {
veerg--;
}
else {
rida++;
}
¥
return make_pair(-1, -1);
¥
Tuule Ohutemperatuur °C
kiirus
misek | 10 T 4 1 -2 & -8| 11| 44| AT| 20| -23| -26| -29( -32| -35| -38| 41| -44
2 921 57| 2.2|-1.3|-48|-83| -12| -15] 19} -22| -Z6| -29] -33 0| -54
3 B8 4.9 1.3 -2,3[-59]-945] 13| -17| -20] -24| -28| -31| -35
4 gl 43| 08|-3,1|-68] -10] -14| -18| -22| -25| -29| -33| -36
5 76 3.8 01]-3,7|-74] -11| -15| -18| -23| -26| -30| -34| -38
6 T2 34]-04]-42 -8] 12| 16| 19| -23] -27| -31| -35| -38
¥ 69| 3,1|-08]-46]-85] -12| 16| -20| -24| -28| -32| -36| -39
g 6,7 2.8]-11] -5[-89] -13[ 17| -21| -25| -29| -32| -36| -40
o G4 248]-1,5]-54(-93] -13| 17| -21| -25] -29| -33] -37| -41
10 2| 2.2]-1.8]-57]-9.7] -14] -18] -22| -26] -30| -34] -38| -42
11 4] 21 -2 B[ -10] -14( -18] -22| -26| -30| -34| -38| -42
12 58| 1,8]-23|-6,3] -10] -14| -18| -23| -27| -31| -35| -39| -43
13 56| 1.6]-25]-66[ -11] -1a[ -189] -23| -27| -31| -35| -39| -43
14 55 1.4]-27]-68[ -11] -1a[ 18] -23| -27| -31| -35| -40| -44
15 53 1,21 -29] -7| -11] -1a| -18] -24| -28| -32| -36| -40] -44
16 5,2 1 -31]-7.2( -11] -16( -20] -24| -28| -32| -36| -40| -45
17 Al 0,9]-3,3[-7.58] -12| -16] -20| -24| -28| -32| -37| -41| -45
18 49| 07|-35]-76] -12] -16[ -20] -24| -29] -33| -37| -41| -45
19 48| 06]-36|-7.8] -12] -16| -20| -25| -29| -33| -37| -42| -46
20 47 0,4]-38] -8 12 -17| -21| -25| -29| -33| -3B8] -42| -46
21 45| 0,3]-3,9] -8,2( -12] -17| -21| -25| -29| -34| -3B8] -42| -46
22 441 02]-41]-83[ -13] 17| -21| -25| -30| -34| -3B8] -42| -47
Kirge Kidrge risk: katrmata
Risk alajahtuda, Risktduseh: risk; katmata nahk
madal risk kui ilma wastava katmata nahk | katmata nahk kahjustub alla 2
alajahtuda kaitseta liiga kaua | kahjustub 10- nahk | kahjustub minutina.
dues viibida 30 minutiga [ kahjustub 24 Dues vihirmine on
a-110 minutina tervistkahjustay
minutiga

Tuule-kiilma tabel terviseameti kodulehelt http://terviseamet.ee/keskkonnatervis/vaelisohk/tuule-kuelma-indeks.html
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Sadulameetod kahendotsinguga
Sadulameetodit saab kombineerida kahendotsinguga. Selle asemel, et suunamuutuskohta lineaarselt
otsida, voib kasutada podrdekoha leidmiseks kahendotsingut.

pair<int, int> sadulotsing2(float** tabel, int m, int n, float vaartus)
{

int rida = 0;

int veerg = n - 1;

while (rida < m && veerg > -1) {
if (abs(vaartus - tabel[rida][veerg]) < ©0.01) return make_pair(rida, veerg);
else if (vaartus > tabel[rida][veerg]) {
veerg = otsiReast(tabel, rida, @, veerg, vaartus);

}
else {

rida = otsiVeerust(tabel, veerg, rida, n, vaartus);
}

}

return make_pair(-1, -1);

}
Reast kahendotsimise funktsioon:

int otsiReast(float** tabel, int rida, int algus, int lopp, float vaartus)
{
if (algus > lopp) return -1;
while (algus < lopp) {
int keskkoht = (algus + lopp) / 2;
if (vaartus > tabel[rida][keskkoht])
lopp = keskkoht;
else if (vaartus <= tabel[rida][keskkoht])
algus = keskkoht + 1;
}

return algus - 1;

}
Veerust kahendotsimise funktsioon:

int otsiVeerust(float** tabel, int veerg, int algus, int lopp, float vaartus)
{
if (algus > lopp) return -1;
while (algus < lopp) {
int keskkoht = (algus + lopp) / 2;
if (vaartus >= tabel[keskkoht][veerg])
lopp = keskkoht;
else if (vaartus < tabel[keskkoht][veerg])
algus = keskkoht + 1;
}

return algus;
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Sadulameetod topeltkahendotsinguga

Vaatame veel korra lahemalt, kuidas arvud ridu ja veergu pidi sorteeritud tabelis paiknevad.
Jargmisel joonisel on 20x20 tabel, milles on arvud vahemikus 0-1000. Sinised ruudud naitavad teed
arvu 409 otsimisel lineaarselt liikudes:

43 49 91 127 145 147 166 170 171 188 237 325 339 376| 402| 423| 43s| 437| 240 471
53 95 100 131 153 170 189 214 254 272 320 337 373 396| 406| 431 442 446 456 517
80 97 103 143 159 187 241 257 282 327 331 339 375| 400| 414] 440 456 470 508 519
81 99 112 146 207 236 249 267 300 329 346 358 394| 401 440 467 467 480 511 534
131 148 192 218 239 245 257 280 305 336| 397| 418| 452| 458| 510 533 554 556 561 597

155 179 199 238 244 259 265 302 317| 351 434| 447 464 467 523 550 538 589 597 o007
177 185 203 254 254 2938 343 357| 381 411] 465 474 458 506 531 588 593 595 605 o607
192 195 234 259 270 320 345 369 3388| 429 470 4385 503 513 539 590 612 65629 634 648
215 233 238 272 286 335 351 385| 385| 468 472 488 507 530 556 592 615 629 632 697
229 230 276 277 313 342) 376| 426| 426| 485 493 496 556 564 599 632 640 o642 6950 701
253 301 343 347 353| 409| 436| 446 4595 504 510 545 577 533 600 635 646 650 714 731
301 343 353 366 403 430 442 459 513 519 526 550 578 598 606 630 655 687 729 769
334 350 363 395 416 478 500 513 538 555 586 538 604 637 641 653 659 V36 757 JE9
372 422 450 471 480 510 524 535 543 565 590 627 669 690 706 V10 751 J7/4 785 813
376 431 467 477 504 540 548 586 598 606 615 644 683 T10 27 V728 757 /381 810 825
404 447 467 511 514 546 573 622 639 658 687 V06 V18 24 733 749 763 805 825 B33
404 463 508 514 527 571 620 637 o644 693 704 JO7 J18 728 JAE BOO B01 812 830 B41
457 480 508 518 530 533 634 641 691 697 713 743 754 Jo5 774 827 859 BB8 897 914
475 484 513 527 547 597 657 675 711 762 773 219 234 339 855 903 905 928 938 946
433 506 521 551 718 720 733 V43 757 B44 854 858 867 877 898 912 915 933 5944 960
433 506 521 551 718 720 /33 V43 757 B44 854 858 867 877 898 912 915 933 944 960

Esimest rida modda liikudes minnakse suhteliselt kaugele, kuid sealt edasi on suunamuutused paris
tihedad. See on suvaliste andmete korral omane mitte ainult konkreetse naite korral, vaid enamikul
juhtudel. Joonisel on vdiksemad arvud punasemad ja suuremad rohelisemad. Nii on visuaalselt hasti
nadha, et tekivad diagonaalsed triibud sarnaste vaartustega aladest. Juba esimese reast voi veerust
otsimisel liigume otsitava arvu vaartusele isna lahedale ehk selle arvuga sama varvi alasse. Edasine
otsimine toimub sama tooni alas ja kuna alad on diagonaalsed, on keeramiskohad ka enamasti
lahedal. Seetdttu on efektiivsem kasutada suunamuutmise kohtade leidmiseks kasutada
topeltkahendotsingut. Selle algoritmi kirjutamine jaab lugejale kodutdoks.

Konkreetsete andmete iseloomust séltuvalt on monikord mottekas kasutada modda ridu liikudes tht
meetodit, m66da veerge aga teist.Terviseameti tuule-kiilmaindeksi tabelis kahanevad vaartused
mooda ridu kiiremini kui méoda veerge ning tekkivad sarnaste suurustega alad on jarsemad — see
tdhendab, et rida m6o6da liigutakse enamasti vdga lahedale, modda veerge aga tuleb rohkem ka
pikemaid liikumisi. Sellisel juhul on mottekas kasutada moédda ridu liikudes naiteks
topeltkahendotsingut (v6i minna lineaarselt, sest voistlustel tuleb kindlasti arvestada ka koodi
implementeerimise ajaga) ning modda veerge kasutada kahendotsingut.
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2.6 JAGA JA VALITSE

,Jaga ja valitse” (divide and conquer ehk D&C) _
algoritmi korral jagatakse llesanne kaheks vGi -
enamaks vaiksemaks osaks, kuni osad on sellise
suurusega, mida on lihtne lahendada. Need
vaiksemad alamilesanded lahendatakse ja nende
vastustest pannakse kokku kogu tilesande vastus.
Seda tiilipi lahenemise puhul on alamiilesanded
enam-vahem vGrdse suurusega. Kérvalolev joonis
illustreerib Voronoi diagrammi leidmist ,jaga ja
valitse” tllpi algoritmiga. Voronoi diagramm on
pilt, mis on jagatud piirkondadeks selle alusel,
millised alad on kdéige lahemal etteantud
punktidele.

Monikord liigitatakse ka kahendotsing ,,jaga ja
valitse” tlbi alla, kuid erinevus on selles, et
kahendotsingu korral to6deldakse edasi ainult (iht jagatud osa. Seetdttu on kahendotsingut
nimetatud ka ,jaga ja vali (divide and choose) algoritmiks.

Kbige tuntumaks seda tllpi algoritmiks on pdimemeetodil sortimine (mergesort). Kuigi seda tiupi
Glesandeid kuigi sageli ette ei tule, on see kasulik paradigma, mis voiks igale voistlejale tuttav olla.

On antud kuni miljard vaikest, sarnase suurusega reaalarvu. Leida nende summa.

Esimesena tuleb muidugi pahe arvud lihtsalt jarjest kokku liita, kuid eelmisest peatiikist on ehk
meeles tapsuse probleemid ujukomaarvude liitmisel. See tdhendab, et kui liidame viimaseid arve, on
summa juba kasvanud nii suureks, et nende viimaste arvude tiivekohad pole enam olulised ning
tegelikult need arvud jadvad summale lisamata. Selle probleemi valtimiseks saab kasutada
paarikaupa liitmist (pairwise summation), mis on justnimelt ,Jaga ja valitse“-tlilipi algoritm:

long double* liidetavad;

long double liida(int start, int end)

{
if (end == start) //ainult iliks arv
return liidetavad[start]; //tagastame selle
int keskkoht = (start + end) / 2; //muidu jagame illesande pooleks
//ja tagastame poolte summa summa
return (liida(start, keskkoht) + liida(keskkoht + 1, end));
}

Tegemist on vaga lihtsa rekursiivse funktsiooniga. Liidetavad jagatakse iga kord kaheks ja leitakse
kummagi poole summa eraldi. Baasjuhuks on see, kui jarel on vaid ks arv, sel juhul tagastatakse see
arv. Muudel juhtudel leitakse antud alamjada kummagi poole summa eraldi ning liidetakse need
kokku. Rekursioonivalemina avaldub see kujul:

S1, n=1

f(s1,r50) = {f(sl, wrSn2) * f(Snze1,50),  n>1

Sellisel moel liitmine on tdapsem, kuid samas ka palju aeglasem.
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Uheks vBimaluseks seda algoritmi kiirendada ilma tapsuses oluliselt kaotamata, on rekursioonibaasi
muutmine. Kuna vaheste sarnaste arvude liitmisel veel t&sist probleemi tdpsusel ei teki, vGetakse
baasjuhuks mingi teatud pikkusega jada, mis siis tavaparaselt liidetakse. Jargmises funktsioonis on
vOetud baasjuhu liidetavate arvuks 1000:

n
T <1000
o) = 2o
f(sl, ...,sn/z) + f(sn/z +1, ...,sn), n > 1000

long double liidaKiirem(int start, int end)

{
if (end - start < 1000) { //liita pole rohkem kui 1000 arvu, liidame tavaliselt
long double vas = 0;
for (int i = start; i <= end; i++){
vas += liidetavad[i];
}
return vas;
}
//1liita on rohkem arve, jagame llesande pooleks
int keskkoht = (start + end) / 2;
return (liidakKiirem(start, keskkoht) + liidaKiirem(keskkoht + 1, end));
}

Tulemused erinevate meetoditega liitmisel:

liida 5000428.6446836758
liidaKiirem 5000428.6446836758
Tavaline jarjest liitmine 5000428.6446819436

2.7 SISSEJUHATUS KOMBINATOORIKASSE

2.7.1 Permutatsioonid

Permutatsioonid on teatava p&hihulga
koikidest elementidest moodustatud erinevad
jarjestatud hulgad. Naiteks hulga {a, b, c}
permutatsioonid on {a, b, c}, {a, ¢, b}, {b, a, c},
{b,c,a},{c,a,b}ja{c,b,a}. Elemendid hulgas
on koik alati samad, oluline on nende jarjestus.
Vaadeldud kolmeelemendilisel hulgal oli kuus
permutatsiooni: esimesele kohale saime valida
likskoik millise kolmest elemendist, teisele kohale lGkskdik kumma Ulejaanud kahest elemendist ja
kolmandale kohale jai kolmas element. Kui n-elemendilise hulga kdik elemendid on erinevad, saab
esimesele kohale valida elemendi kdigi n elemendi seast, teisele kohale n — 1 elemendi seast jne,
kuni viimasele kohale jaab ainus valimata element. Nii on permutatsioone kokku

n-nm—-1-..-1 =nl

Kui aga hulgas on korduvaid elemente, siis on erinevaid permutatsioone vdhem, nt hulgal {a, a, b} on
vaid 3 permutatsiooni: {a, a, b}, {a, b, a} ja {b, a, a}. Permutatsioonide arv avaldub valemiga
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n!
mqylm,! .. omy!

kus k on erinevate elementide arv ja m; on i. elemendi korduste arv.

2.7.2 Permutatsioonide konstrueerimine

Ulesandeid, kus tuleb konstrueerida erinevaid permutatsioone, tuleb programmeerimisvdistlustel
Usna sageli ette. Jargmiseks Uks lihtne naitelilesanne:

Elle soovib enda ja oma klassikaaslaste eesnimedest I6busaid anagramme koostada. Aita teda ja
kirjuta programm, mis leiab etteantud nimest kdik erinevad anagrammid.
NAIDE:

4

elle

Vastus:

eell

elel

elle

leel

lele

llee

Uks vdimalus on luua permutatsioonid rekursiivselt.

void LeiaKoikVoimalused(int asukoht)

{
if (asukoht == pikkus) {
for (int i = 0; i < pikkus; i++) {
cout << vastus[i];
}

cout << endl;
return;

for (int i = 0; i < pikkus; i++) {
if (kasVoetud[i] ||
(i > 0 && !kasVoetud[i - 1] && esialgne[i - 1] == esialgne[i])) continue;
kasVoetud[i] = 1;
vastus[asukoht] = esialgne[i];
LeiaKoikVoimalused(asukoht + 1);
kasVoetud[i] = ©;

}

C++ keeles on olemas standardteegis funktsioon jargmise permutatsiooni leidmiseks. See on
defineeritud paisfailis <algorithm> ja kannab nime next_permutation. Jirgmine naitekood kasutab
seda funktsiooni:

sort(vastus, vastus + pikkus);
bool veelPermutatsioone = 1;
while (veelPermutatsioone) {
for (int i = @; i < pikkus; i++) {
cout << vastus[i];
}
cout << endl;
veelPermutatsioone = next_permutation(vastus, vastus + pikkus);
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Pythonis on itertools moodulis funktsioon permutations, mis koostab jarjest kdik
permutatsioonid. Peamine erinevus C++ funktsiooniga on aga selles, et Python arvestab listi k&ik
elemendid erinevateks. Uheks vdimaluseks samasugustest elementidest lahti saada on moodustada
hulk ehk set:

import itertools

import sys

str = sys.stdin.readline().rstrip()

for p in set(itertools.permutations(list(str))):

print("".join(p))

Javas sellist toredat funktsiooni valmiskujul pole, kuid vaatame, kuidas sarnast funktsiooni ise
kirjutada ja seda ilma rekursioonita.

Esimeseks eeltingimuseks, et me saame Uldse jargmist permutatsiooni leida, on see, et iga suvalise
permutatsiooni korral on iheselt maaratud, milline on jargmine permutatsioon. Kdige lihtsamalt
tagab selle, kui Uksikud elemendid, millest permutatsioone moodustame, on jarjestatavad ja
omavahel vorreldavad. Tahed ja arvud on jarjestatavad, kuid tegelikult annab pea igasuguse hulga
elementidele vajadusel mingi jarjestuse méaarata.

Algoritm ise on jargmine:

Vaatame antud sona paremalt vasakule ja leiame esimese margi x, mis on vadiksem kui eelmine.
Liigume tagasi paremale ning leiame kdige vaiksema elemendi y, mis on suurem kui x.
Vahetame need elemendid.

Keerame elemendid alates x-le jargnevast kuni I6puni vastupidisesse jarjekorda (st kui nad
punkt 1 jargi pidid enne kahanema, siis parast keeramist on need kasvavas jarjekorras).

5. Kui k&ik elemendid on tagurpidises jarjekorras, siis see on nii-6elda viimane permutatsioon,
tagastame jargmiseks esimese ehk siis lihtsalt imberpdodratud jada.

PwnNPE

string jargmine_perm(string s, int pikkus)
{
char* vastus = new char[pikkus];
for (int i = 0; i < pikkus; i++) {
vastus[i] = s[i];
}

for (int i = pikkus - 2; i >= 0@; i--) {
//vdrdleme, millise indeksini on tagumine osa kahanevas jarjekorras
if (vastus[i] < vastus[i + 1]) {
//laheme tagasi taheni, mis on <= kui vaadeldav, asendame 1 enne seda
int j = pikkus;
while (!(vastus[i] < vastus[--j]));
//vahetame i ja j
char tmp = vastus[j];
vastus[j] = vastus[i];
vastus[i] = tmp;
//keerame jada saba parast i-d lmber
reverse(vastus + i + 1, vastus + pikkus);
string str(vastus, pikkus);
return str;
}
}

//Kui koik on algusest kahanevas jarjekorras, keerame kogu jada umber
reverse(vastus, vastus + pikkus);

string str(vastus, pikkus);

return str;
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2.7.3 Kombinatsioonid

Hulga A alamhulgaks nimetatakse hulka B, mille kdik elemendid kuuluvad antud hulka A.

Hulga teatud arvust elementidest koosnevaid erinevate elementidega alamhulki nimetatakse
kombinatsioonideks. Naiteks hulga {a, b, c} 2-elemendilised kombinatsioonid on {a, b}, {a, c} ja

{b, c}. Elementide jarjestus hulgas ei ole oluline. Igal hulgal on tépselt iks 0-elemendiline
kombinatsioon: tiihi hulk { } ning liks n-elemendiline kombinatsioon — hulk ise. n-elemendilise hulga
koigi m-elemendiliste kombinatsioonide arv avaldub valemiga:

m_ (T _ n!
C"_(m)_ m! (n —m)!

n-elemendilise hulga k&igi véimalike (0 ... n-elemendiliste) kombinatsioonide arv on vérdne 2™ -ga.

Koikide alamhulkade genereerimine on algoritmi poolest lihtne: iga elemendi puhul on kaks
vBimalust — element kuulub alamhulka v&i mitte:

void kombinatsioonid(int i)

{
if (i == n) {
for (int j = 0; j < n; j++) {
if (lisan[j]) {
cout << arvud[j] << " ";
}
}
cout << endl;
return;
}
lisan[i] = ©;
kombinatsioonid(i + 1);
lisan[i] = 1;
kombinatsioonid(i + 1);
}

See on oma olemuselt vaga sarnane paroolide tlesandele selle peatiiki alguses. Samamoodi, nagu
paroolitilesande sai lahendada, kasutades kahendarvu bitivektorina, nii saab seda teha ka
alamhulkade konstrueerimisel: 0 tdhistab tiihja alamhulka, 2"-1 hulka ennast ning muidu iga biti
korral kahendarvus vaatame, kas see on 0 (vastava positsiooniga element ei kuulu hulka) voi 1
(kuulub hulka):

int n2 = 1 << n;
for (int i = @; i < n2; i++) {
int loendur = 0;
int 12 = i;
while (i2 > 9) {
if (i2 % 2 == 1) {
cout << arvud[loendur] << " ";
}

loendur++;
i2 /= 2;
¥

cout << endl;
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Jargmise (lesande lahendamisel saab kirjeldatud votteid kasutada:

Kuna palju inimesi jatab oma valjaostetud lennukipiletid kasutamata, on lennufirmadel tavaks miiia
valja lile 100% lennukis olevatest kohtadest. Kui siiski rohkem reisijaid kohale tuleb, makstakse neile
kompensatsiooni. Lennufirmal ,Hello Kitty” (www.evakitty.com) on sageli vaja otsustada, millised
reisijad lennule padsevad ja kes peab jargmist lendu ootama. Lisaks kohtade arvule tuleb lennul
arvestada ka reisijate kogukaaluga, mis ei tohi liletada etteantud normi. Iga reisija on maksnud pileti
eest erinevat hinda ning kuna lennufirma peab mahajaajatele piletiraha kompenseerima, eelistatakse
kallima pileti ostnud kliente. Koosta programm, mis aitab lennufirmal otsustada, millised reisijad
antud lennule paigutada, nii et reisijate kogumass ei lileta lubatud piiri ja makstavad
kompensatsioonid oleksid minimaalsed.

Esimesel real on antud lennuki kohtade arv k ja lennukile lubatavate reisijate maksimaalne massr.
Teisel real on lennule soovivate reisijate arv n. Jargneb n rida, kus igal real on Ghe reisija makstud
piletihind p ja tema mass m. Valjasta esimesele reale reisijatele tagasimakstav summa ja jargmisele
reale lennule paasevate reisijate jarjekorranumbrid (sisendile vastavas jarjekorras).

NAIDE:

4 400

7

200 300

150 100

150 60

50 20

100 150

170 120
150 40
Vastus:
350
2367

Selles iilesandes on vaja leida parim vdimalik kombinatsioon. Uheks vdimaluseks on kdik
kombinatsioonid labi proovida ja valida neist parim. Sarnaselt DNA (ilesandele on ka siin hulk
piiranguid, millega arvestada. Piirangud annavad vdimaluse tagurdusmeetodi kasutamiseks, kus saab
sobimatud harud kohe ara |Gigata.

Peamine tingimustes toodud piirang on kaalupiirang. Kui raskemaid inimesi toddelda
kombinatsioonis eespool, saab kombinatsiooni kiiremini tilekaalu t6ttu valistada. Naiteks kui meil on
reisija, kelle mass Uksi lubatud piiri Gletab, siis teda esimesena kasitledes saame kdik seda reisijat
sisaldavad kombinatsioonid valja jatta. Kui aga lisame enne kergemad ja siis |Gpuks selle tlekaaluka
tegelase, teeme tiihja t66d. Seetdttu on hea mote sisendandmed sorteerida, antud naites siis kaalu

jargi.
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Siin on rekursiivne funktsioon parima paigutuse leidmiseks. Algne valjakutse on LeiaVvastus(9, 9,
9, 0)

void LeiaVastus(int asukoht, int kaal, int reisijad, int hind)

{
if (asukoht == n) { //kdéik on 1l&dbi vaadatud
if (hind > koguHind) {//ja on leitud parema hinnaga kombinatsioon
koguHind = hind; //salvestame parema koguhinna
for (int i =0; i < n; i++) {
vastus[i] = vaheVastus[i]; //ja lennule pddasevad reisijad
}
}
return;
}
//koik ei ole veel vaadatud
//kui on veel vabu kohti ja vaba //kaalu
if (reisijad < k && kaal + kaalud[asukoht] <= v) {
vaheVastus[asukoht] = 1; //lisame reisija
LeiaVastus(asukoht + 1, //ja vaatame edasi jargmist reisijat
kaal + kaalud[asukoht], //uuendatud kogukaalu,
reisijad + 1, //reisijate arvu
hind + hinnad[asukoht]); //ja hinnaga.
}
vaheVastus[asukoht] = @; //jatame selle reisija lisamata
LeiaVastus(asukoht + 1, kaal, reisijad, hind); //ja proovime jargmist reisijat.
//Kuna eelmist ei lisanud, siis kaal, reisijate arv ja hind ei muutu
}

2.8 KONTROLLULESANDED

2.8.1 Autoturg

Autoturul on mutgil N erineva hinnaga autot (1<N<50000) ja iga paev tuleb turule M ostjat
(1sM<25000). Igal ostjal on mottes, kui kallist autot ta osta tahab. Leida iga ostja jaoks talle sobivaima
hinnaga auto. Sobivuse kriteeriumiks on miilidava auto hinna ja ostja soovitud hinna vahe
absoluutvaartus. Kui milgil on kaks autot, mille hind erineb soovitud hinnast samal maaral, siis valib
ostja odavama auto. Kui liks ostja on auto vélja valinud, jaab see siiski turule alles ja jargmised ostjad
saavad samuti seda autot valida. . = “m
Sisendi esimesel real on kaks positiivset taisarvu: S
N ja M. Jargmisel N real on autode hinnad,
jarjestatuna odavaimast kalleimani. Ldpuks on M
real ostjate soovitud hinnad.

Viéljundisse kirjutada ostjate jarjekorras neile
enim sobivate autode hinnad.

NAIDE:

4 4

1457
10 4 6 8

Vastus: 7 4 5 7
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2.8.2 Kaupmees ja maksukoguja

Vanal hallil ajal, enne e-riiki, kdibedeklaratsioone ja e-maksuametit, kdisid kaupmeeste juures
maksukogujad, kes vaatasid, kui palju kaupmees on tulu saanud ning maarasid selle péhjal maksu.
Kaupmees Humbertil on laev, mida ta saab igal kuul saata kas ostu- véi mugireisile, esimesega
kaasneb kulu, teisega tulu. Samas kilastab Humbertit vahel maksukoguja, kes tahab alati ndha
kdesoleva aasta viimase viie kuu (jaanuar-mai, veebruar-juuni jne) kokkuvdtet, et selle pdhjal maksu
madrata. Enne maid maksukoguja ei kai, sest viis kuud pole veel tais. Humbert tahab maksukogujale
alati ndidata, et ta on kahjumis, kuid tegelikult raha teenida. Kuidas ta peaks oma kaubareisid selleks
ajastama ja kui palju kasumit on tal véimalik saada?

Sisendis on kaks taisarvu: midgireisi tulu ning ostureisi kulu.
Viéljundisse kirjutada parim finantstulemus, mis Humbertil on
voimalik aastaga saavutada, kui kdik viiekuised I6igud peavad
eraldi vGttes olema kahjumlikud.

NAIDE 1:

59 237

Vastus: 116 (osta mais ja oktoobris, kdigil teistel kuudel muta)
NAIDE 2:

375 743

Vastus: 28

NAIDE 3:

2500000 8000000

Vastus: -12000000

(Pildil Marinus van Reymerswaele maal ,Maksukogujad“, 16.saj.)

2.8.3 Lippude vasturiinnak

Malelauale on asetatud kaheksa lippu, igaiiks neist erineval real. Seega ei saa lipud Uksteist
horisontaalselt riinnata, kuid saavad seda teha vertikaalselt voi diagonaalselt. Eesmargiks on
saavutada olukord, kus Ukski lipp teisi ei riinda. Selleks voime laual olevaid lippusid liigutada, aga
ainult méoda horisontaale. Leida minimaalne arv lippe, mida on vaja eesmargi saavutamiseks paigast
nihutada.

Sisendi ainsal real on kaheksa tdisarvu: lippude asukohad oma ridadel, jarjestatud ridade kaupa.
Viljundisse kirjutada tapselt tiks arv: mitu lippu on vaja paigast nihutada.

NAIDE 1:

123456738

Vastus: 7

NAIDE 2:

15213748

Vastus: 1 (piisab neljanda lipu liigutamisest kuuendale ruudule).
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2.8.4 Akulaadija

Ahto telefonil on laetav aku, millel on jargmine omadus: iga kord, kui aku saab tdiesti tihjaks,
vaheneb selle mahutavus tihe Ghiku vorra. Ahto teeb iga paev mingi hulga telefonikdnesid ja laadib
ohtul aku ara, kuni voimaliku maksimumini. Iga telefonikdne kulutab aku laengut ihe Ghiku vorra.
Antud on telefonikdnede arv paevade kaupa. Leida, mis vdis olla aku esialgne minimaalne
mahutavus.

Sisendi esimesel real on paevade arv N (1<N<100000). Teisel real on N tdisarvu I6igust 1-107, mis
tahistavad kdnede arvu.

Vialjundisse kirjutada tks tdisarv: aku minimaalne mahutavus protsessi alguses.

NAIDE 1:

5

15142

Vastus: 5 (teisel paeval saab tiihjaks ja edasi on mahutavus 4).

NAIDE 2:

3
677

Vastus: 8

2.8.5 Pildi pakkimine

JPEG formaadis piltide pakkimine t66tab lihtsustatult jargmisel pohimottel:

1. Pilt jagatakse ruutudeks

2. Kui mingi ruut on Uleni Ghte varvi, kirjutataksegi faili, et seal on seda varvi ruut

3. Kui ruut koosneb erinevatest varvidest, jagatakse ta uuesti vaiksemateks ruutudeks ja korratakse
sammu 2.

Mingil hetkel vGime otsustada, et kdesolev ruut on ,enamvahem” (ihevarviline ja seda mitte edasi
jagada. Sellest on tingitud ka silmaga eristatavad ruudud halvema kvaliteediga (s.t kdrgema
pakkimisastmega) fotodel.

Praeguses Ulesandes vaatame veel lihtsustatud varianti, kus on ainult kaks varvi, valge on 1 ja must
on 0. Antud on pakkimata pilt, Glesandeks on see pakkida. Reeglid on jargmised:

1. Kui vaadeldav ristkiilik on Gleni sama varvi, kirjutada see varv valjundisse.

2. Kui ristkdlik on sisaldab erinevaid varve, kirjutada valjundisse D, jagada ristkdlik neljaks ja korrata
protseduuri saadud osade jaoks. Osade jarjestus on vasak lilemine, parem llemine, vasak alumine,
parem alumine. Kui ristkilikul on paaritu arv ridu, tuleb ilemised osad teha tihe vorra korgemad kui
alumised. Kui ristkiilikul on paaritu arv veerge, tuleb vasakpoolsed osad teha (ihe vorra laiemad kui
parempoolsed.

3. Kui ristkilik on tahi (0 rea vGi veeruga), siis ignoreeri.

Sisendi esimesel real on kaks arvu K ja L (12K, L<208), mis tahistavad vastavalt pildi kGrgust ja laiust.
Teisel real on string, mis koosneb KxL margist ja kus on ridade kaupa pildi pikslid.

NAIDE:

34

001000011011 0 0 1 0
Vastus: DeD1001D1e1 (Esimene D tahendab, et kogu ristkilik tuleb ara 0 0 0 1
jagada, saadavad alamristkiilikud genereerivad vastavalt jarjendid o,

D1001, D10 ja 1). 1 0 1 1
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2.8.6 Stern-Brocot’ puu

19. sajandi keskpaiku avastasid Saksa matemaatik Moritz Stern ja prantsuse kellassepp Achille Brocot
teineteisest soltumatult elegantse ratsionaalarvude genereerimise viisi. Meetodit nimetatakse
tanapaeval Stern-Brocot’ puuks. Puu konstrueeritakse jargmiselt:

- Alustame murdudest %ja %

m+m/
n+ns

.m . m/ a.q
- lga murrupaari — Ja Evahele kirjutame murru

Tulemuseks on joonisel ndidatud puu:
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Naiteks % on saadud murdudest %ja % Airmiste vaartuste jaoks tuleb appi votta esialgsed gja %,

4 3.1 _,. . R -
naiteks T saadakse Tias abil. Matemaatiliselt saab kergesti ndidata, et kdik saadud murrud on

taandumatud ja erinevad ning I0putu puu sisaldab parajasti kdiki positiivseid ratsionaalarve.
Viimase omaduse abil saame iga ratsionaalarvu esitada tema asukohana Stern-Brocot’ puus, pannes
kirja, kas mingis harus tuleb minna vasakule (L) voi paremale (R).

Teatavasti saab iga ratsionaalarvu esitada taandatud lihtmurruna. Sisendis on antud kaks positiivset
tdisarvu, mis tahistavad otsitava arvu lihtmurruna esituse lugejat ja nimetajat. Valjundisse kirjutada
string, mis vastab arvu asukohale Stern-Brocot’ puus.

NAIDE 1:

57

Vastus: LRRL

NAIDE 2:

878 323

Vastus: RRLRRLRLLLLRLRRR
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2.8.7 Viinamarjad

Maailma pdhjapoolseim riik (antud juhul defineeritud kui riik, mis ulatub kdige vahem I6unasse), kus
saab vabas 6hus viinamarju kasvatada, on Lati. Heno soovib pensionipdlveks osta Latis péllumaad ja
hakata seal viinamarju kasvatama. Pakkuda on maa kiinka kiiljel, kus pind tduseb lddnest itta ning
I6unast pohja. Heno on teinud hulga arvutusi tuule suuna, paikesepaiste nurga, mulla kvaliteedi ning
veel paarisaja muu pisiasja alusel ning leidnud, millised viinamarjasordid sobivad millisel kérgusel
kasvatamiseks. Iga sordi kohta on teada, mis on selle jaoks sobiv minimaalne ja maksimaalne kdrgus.
Lisaks on ta geomeetriline perfektsionist ning soovib kindlasti ruudukujulist maatiikki. Ulesandeks on
leida maksimaalse suurusega maatiikk, mille Heno viks osta.

Sisendi esimesel real on kolm taisarvu: muugil oleva maa laius N ja pikkus M (1<M,N<500) ning
viinamarjasortide arv Q (1<Q<10009). Jargmistel N real on igalihel M positiivset tdisarvu, mis
tahistavad maapinna kdrgust selles asukohas. Kdrgus on igas reas alati vasakult paremale
mittekahanev ning igas veerus alt tiles mittekahanev. LGpuks on Q real igatihel 2 taisarvu, mis
tahistavad vastava viinamarjasordi minimaalset ja maksimaalset voimalikku kasvukdérgust.
Vialjundisse kirjutada Q tdisarvu: maksimaalse pindalaga ruudukujulise maatuiki kiiljepikkus, mis on
vOimalik mutgil olevast maast valja IGigata ja mille kdik ruudud vastavad tingimustele.

NAIDE 1:

453 23 51 66 8 93 23 51 66 8 93
23 51 66 83 93 16 33 33 45 50 16 33 33 45 50
16 33 33 45 50 16 21 33 35 35 16 21 33 35 35
16 21 33 35 35 13 21 25 33 34 13 21 25 33 34
13 21 25 33 34

22 90 23 51 66 8 93
33 35

16 33 33 45 50
20 100

16 21 33 35 35
Vastus:
3 13 21 25 33 34

2

4

NAIDE 2:

4 4 4

11 19 30 41
7 10 15 17
58 10 12
179 11
6 20

7 9

10 10

13 14
Vastus:

3

1
1
0

Sabile viinamarjaistandus Ldtis
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2.8.8 Erinevad summad

Antud on hulk arve ja summa, mis neid liites tuleb kokku saada. Leida k&ik vGimalused summa
saavutamiseks. Kui arvuhulk on naiteks [4, 3, 2, 2, 1, 1] ja summa on 4, siis on kolm vdimalust selle
saavutamiseks: 3+1, 2+2 ning 2+1+1.

Sisendi esimesel real on kaks positiivset taisarvu: S (1£5<1000), mis tahistab nGutavat summat, ning N
(1<N212), mis tahistab arvude arvu. Teisel real on N positiivset tadisarvu IGigust 1-100, mis tahistavad
liidetavaid arve.

Viéljundisse kirjutada koik véimalikud lahendused. Lahendused peavad olema sorditud kdigepealt
esimese liidetava suuruse jarjekorras, siis teise liidetava suuruse jarjekorras jne.

NAIDE 1:

4 6

432211

Vastus:

I

31

2 2

211

NAIDE 2:

53

211

Vastus: (tihi string)

NAIDE 3:

400 12

50 50 50 50 50 50 25 25 25 25 25 25
Vastus:

50 50 50 50 50 50 25 25 25 25
50 50 50 50 50 25 25 25 25 25 25
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2.8.9 Kodumasinate ndidikud

Paljudel kodumasinatel on LED-tuledest koosnev lihtne displei, mis véimaldab naidata erinevaid
numbreid. Iga tksiku numbri jaoks on seitse piklikku LEDi, mis asetsevad nagu korvaloleval joonisel
naidatud. Erinevate numbrite naitamiseks pdlevad tuledest a-g jargmised kombinatsioonid (1 on
sees, 0 on viljas):
¢ 1111110

: 0110000

: 1101101

¢ 1111011

. 0110011 g
: 1011011
: 1011111
: 1110000 ¢ c
¢ 1111111

. 1111011

Displeid juhib mikrokontroller, millel on funktsioon numbrite allapoole
loendamiseks. Sul tuleb kirjutada programm, mis kontrollib p&levate tulede alusel, kas loenduri
funktsionaalsus tootab Gigesti. Kahjuks on aga testis kasutatavad LEDid ise vdga ebakvaliteetsed ja
voivad tihti rikki minna ning polemast lakata, seda nii enne testi kui ka testimise ajal. Kui moni LED on
rikki ldinud, siis ta enam korda ei lahe. Seega tuleb pidada testi labivateks ka juhtusid, kus méned
LEDid on katki ldinud.

Sisendi esimesel real on naitude arv N (1<N<10). Jargmisel N real on igalihel 7-kohaline kahendarv, mis
naitab, kas vastavad tuled pdlevad voi ei. Kui sisend vastab tikskdik millisele jarjestikusele alamjadale
jadast[9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, @] (arvestades ka vdimalusega, et osad tuled ei t66ta), siis
kirjutada valjundisse JAH. Vastasel korral kirjutada valjundisse EI.

NAIDE 1:

2

NNNNNNN
NNNNNNN
Vastus: JAH
NAIDE 2:

2

YYYYYYY
YYYYYYY
Vastus: EI
NAIDE 3:

3

YNYYYYY
YNYYNYY
NYYNNYY
Vastus: JAH
NAIDE 4:

3

YNYYYYN
YNYYNYN
NYYNYYN
Vastus: EI

a

VWCoOoONOOTUVIE, WDNEO
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2.8.10 Graafi varvimine

Graafide varvimine (https://en.wikipedia.org/wiki/Graph coloring) on graafiteooria valdkond, milles
on sGnastatud ja lahendatud palju erinevaid tilesandeid, neist tuntuim on ilmselt nelja-varvi-iilesanne
(https://en.wikipedia.org/wiki/Four color theorem). Praegusel juhul on tegu lihtsa varvimisega, kus
graafi koik tipud tuleb varvida kas mustaks voi valgeks. Tingimuseks on, et mustad tipud ei tohi jdada
kérvuti ning eesmargiks leida selline varvimine, kus mustade tippude arv on maksimaalne. Joonisel
on naide sellisest varvimisest.

Sisendi esimesel real on kaks taisarvu, vastavalt graafi tippude arv N (1<N<100) ja servade arv M.
Jargmistel M real on graafi servade info: igal real kaks tdisarvu, mis tahistavad tippude numbreid,
mida see serv ihendab.

Viéljundisse kirjutada kaks rida: esimesele mustaks varvitavate tippude arv, teisele see, millised tipud
varvitakse, sordituna vaiksemast suuremani. Kui véimalikke lahendusi on mitu, siis valjastada neist
minimaalne, s.t selline, kus esimese tipu number on vaikseim véimalik, seejarel teise tipu number on
vaikseim voimalik jne.

NAIDE (vastab joonisele):

Ui h WWNDNNERERPRO
a0~ Ul h, WN O

a

R W<

Q
-
Sz »

2.9 VIITED LISAMATERJALIDELE

Kaasasolevas failis VP_lisad.zip, peatiikk2 kaustas on abistavad failid kdesoleva peatiki materjalidega
pohjalikumaks tutvumiseks:

Rekursiivne faktoriaal
Tulnukate DNA ahel

Fakt.cpp, Fakt.java, Fakt.py
DNA.cpp, DNA.java, DNA.py

Paroolidl.cpp, Paroolidl.java, Paroolidl.py
Paroolid2.cpp, Paroolid2.java, Paroolid2.py
Lipud[1-7].cpp, Lipud[1-7].java, Lipud[1-7].py
Kastid.cpp, Kastid.java, Kastid.py
Otsing.cpp, Otsing.java, Otsing.py

IIm.cpp, llm.java, lim.py

Liitmine.cpp, Liitmine.java, Liitmine.py
Perm.cpp, Perm.java, Perm.py

JPerm.cpp, JPerm.java, JPerm.py
Komb1l.cpp, Komb1l.java, Kombl.py
Komb2.cpp, Komb2.java, Komb2.py
Lend.cpp, Lend.java, Lend.py
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Paroolid rekursiivselt

Paroolid bitivektoriga

Liputilesande erinevad variandid
Kolimise Glesanne (vastuse kahendotsing)
Kahendotsing rekursiivselt ja iteratiivselt
Tuulekllm sadulotsinguga
Ujukomaarvude liitmine
Permutatsioonid rekursiivselt

Jargmise permutatsiooni leidmine
Kombinatsioonide leidmine rekursiivselt
Kombinatsioonide leidmine bitivektoriga
Lennu komplekteerimise llesanne



3 ALGORITMI KEERUKUS JA POHILISED ANDMESTRUKTUURID

Arvutiprogrammid lahendavad mitmesuguseid Glesandeid
arvutuste, andmetoo6tluse ja automaatsete otsuste tegemise alal.
Selleks on programmil vaja sooritada hulk tegevusi. Nende
tegevuste jarjestatud jada nimetatakse algoritmiks.

S6na ,algoritm” ise parineb Parsia matemaatiku al-Khwarizmt
(780-850) nimest. 825. aasta paiku kirjutas ta araabiakeelse t60,
milles kirjeldas arvutamist kiimnendsiisteemis. 12. sajandil tolgiti see
ladina keelde pealkirjaga ,, Algoritmi de numero Indorum* ehk
,Algoritmi indialaste numbritest”. ,Algoritmi“ oli siin lihtsalt al-
Khwarizmi nime kohandus ning indialaste numbrid olid need, mida
Euroopas hakati tundma araabia numbrite nime all — nulli sisaldavad
kiimnendststeemi numbrid. Edaspidi tahistaski algoritmi termin
peamiselt kiimnendsisteemi ja seonduvaid arvutusreegleid.

Tolleaegne arvutusreeglistik (ehk algoritm!) oli esitatud varsivormis
ja moodustas mitmesajarealise poeemi. Luulevorm pole aga tapsete
ja keeruliste eeskirjade jaoks kdige efektiivsem, seetdttu on hilisemad teadlased uurinud meetodeld
algoritmide kiiremaks ja kompaktsemaks esitamiseks.

19. sajandil leiutasid George Boole ja Giuseppe Peano aritmeetika kirjapanemiseks konkreetsete reeglite
ja simbolitega slisteemi, sellest ajast alates voib ka raakida algoritmidest tdnapaevases tahenduses.
Arvutiteaduse seisukohast kdige olulisema aluse pani algoritmiteooriale 1930. aastatel Alan Turing, kes
kirjeldas Turingi masina idee. Turingi masin on teoreetiline masin, mille eesmarkideks on:

1. vOimalus taita kdiki voimalikke algoritme,
2. vdimalikult vaike masinasse ehitatud operatsioonide arv.

Tanapdeval ongi arvutussiisteemide hindamise oluliseks kriteeriumiks see, kas stisteemi abil on véimalik
luua Turingi masinat — see naitab, et slisteem on Uldotstarbeliselt kasutatav igasuguste algoritmide
taitmiseks.

3.1 ALGORITMI KEERUKUS

Programmeerimisvoistlustel tuleb valja m&elda ja programmeerida algoritm, mis antud llesande
lahendab. Samas ainult korrektsest algoritmist ei piisa — programm peab vastuse leidma etteantud
aja jooksul ning see ei tohi kasutada ka tlemaaraselt palju malu. Nii aja- kui ka malulimiit on harilikult
iga ilesande juures valja toodud. SeetGttu on kasulik enne koodi kirjutama asumist hinnata, kas
valjamoeldud lahendus to6tab piisavalt kiiresti ega kasuta liiga palju malu.

Programmi todkiirus soltub mitmetest teguritest. MAned neist on vahemalt osaliselt programmeerija
kontrolli all, teised mitte. Naiteks ei saa programmeerija tldjuhul muuta arvuti protsessori tookiirust,
kuid ta saab valida Ulesande lahendamiseks sobivama algoritmi. Seetdttu on programmeerija jaoks
oluline, milline on tema valitud algoritmi ajaline keerukus (time complexity).

Algoritmi ajaline keerukus séltub enamasti olulisel maaral algandmete mahust — néiteks suure faili
pakkimine votab harilikult kauem aega kui vdikese faili pakkimine ja miljonielemendilise jada
sorteerimine on aegandudvam kui kiimnest elemendist koosneva jada sorteerimine. Algoritmi ajalist
keerukust valjendatakse funktsiooniga f, mis seab igale selle algoritmi jargi lahendatavale
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konkreetsele lilesandele andmemahuga n vastavusse selle lahendamiseks sooritatavate
operatsioonide arvu f(n).

Teades operatsioonide arvu f(n) ja protsessori tookiirust, saab ligikaudu arvutada, kui palju aega
konkreetse Ulesande lahendamiseks kulub. Erinevate operatsioonide tditmine voib aga vGtta erineva
hulga aega, seetdttu kasutatakse elementaaroperatsiooni mdistet. Elementaaroperatsiooniks
nimetatakse sellist operatsiooni, mille arvuti suudab tdita konstantse ajaga, s6ltumata argumendi
vaartusest. Naiteks kuni 64-bitiste arvude liitmine, lahutamine ja korrutamine on kaasaegses arvutis
elementaaroperatsioonid, neist pikemate arvudega opereerimine aga tdéenaoliselt mitte. Kiill aga
vOib algoritmide omavahelisel vordlemisel operatsiooni mdistet veelgi lihtsustada voi vorreldagi
ainult mingit konkreetset tllpi operatsioonide arvu. Sel juhul saame Uldiselt hinnata, kumb algoritm
on kiirem, kuid mitte arvutada ligikaudset t66aega.

3.1.1 Keskmine ja halvim keerukus

Monel juhul ei sbltu algoritmi ajaline keerukus ainult andmemahust, vaid ka sellest, milline on
etteantud andmestik. Naiteks kui otsida jadast mingi konkreetse vaartusega elementi, siis Uheks
vOimalikuks lahenduseks on kdia kogu jada elementhaaval labi. Parimal juhul on otsitava vaartusega
element kohe jada esimesel kohal ja pole mingit p6hjust teisi elemente enam ldbi vaadata, seega
piisas vaid tihest vordluse operatsioonist. Kui aga otsitava vdartusega element on jadas viimane,
tuleb kogu jada labi vaadata ja n-elemendilises jadas tehakse sel juhul n vordlemist. Viimane
kirjeldatud juhtum on selgelt halvim véimalik, sest kunagi ei ole vaja teha ka rohkem kui n vérdlust.
Kirjeldatud olukordi nimetatakse vastavalt algoritmi ajaliseks keerukuseks parimal juhul ja halvimal
juhul. Praktikas on sageli kasulik teada ka algoritmi keerukust keskmisel juhul ehk operatsioonide
arvu, mida tuleb keskmiselt sooritada konkreetse lilesande lahendamiseks andmemahu n korral.
Ulalkirjeldatud jadast otsimise korral tuleb keskmiselt teha /2 vérdlusoperatsiooni.

3.1.2 Asiimptootiline hinnang

Kuna vaikesed andmemahud enamasti niikuinii probleeme ei tekita, on algoritmi tookiiruse
hindamisel kdige olulisemaks see, kuidas t66kiirus muutub andmemahu piiramatul kasvul. Sellist
hinnangut nimetatakse asiimptootiliseks hinnanguks ning see keskendubki just keerukusfunktsiooni
kasvukiiruse uurimisele. Algoritmi keerukusfunktsiooni kasvukiirus naitab, kui kiiresti kasvab selle
algoritmi alusel koostatud programmi to0aeg toodeldavate andmete mahu kasvades.
Programmeerimisvoistlustel annab see just aimu, kas vadljam&eldud algoritm suudab to6delda
vajaliku andmemahu etteantud aja jooksul.

Funktsioonide kasvukiiruse vordlemisel kasutatakse tavaliselt jargmisi seoseid:

- O (tavaline suurtaht O) tahistab, et funktsioon ei kasva kiiremini vordlusfunktsoonist.
- 0] (kreeka taht oomega) tahistab, et funktsioon ei kasva aeglasemini vordlusfunkstioonist.
- 0O (kreeka taht teeta) tahistab seda, et funktsioonid on sama kasvuga.

Formaalselt valjendudes f(n) € 0(g(n)), kui funktsiooni f(n) kasvukiirus ei iileta funktsiooni g(n)
kasvukiirust. See tahendab, et leiduvad positiivsed konstandid ¢ ja ng, mille korral kehtib

vn = ny: f(n) < cg(n).

Stimbol V tahendab ,iga“. Kogu avaldis tahendab siis, et funktsioon f alates kohast n, ei kasva
kiiremini kui vordlusfunktsioon g. Piiri kasutamine on vajalik seetdttu, et vdikeste vaartuste
puhul voib algoritmi té6ajas esineda moonutusi. Tegevused, mida tuleb teha vaid lks kord
s6ltumata andmemahust (nditeks muutujatele algvaartuse andmine), vGivad votta vdikeste
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andmemahtude korral IGviosa algoritmi to0ajast. Suurte andmemahtude korral on
Uhekordsetele tegevustele kuluv aeg tapselt sama, kuid see on tiihine, vorreldes kogu
t606ajaga.

Definitsioon ei piira funktsioonide f(n) ja g(n) enda véartusi, vaid nende vaartuste suhet
f(n) / g(n). Véib 6elda ka, et kasv on Ulalt tdkestatud. Seet&ttu aga vdib anda O-hinnanguid
tikskdik kui suure liiaga ehk kui f(n) € 0(n?), siis kehtib ka f(n) € 0(n3).

f(n) € 2(g(n)), kuileiduvad positiivsed konstandid c ja ng, mille korral kehtib
vn = ny: f(n) = cg(n).

Seekord on funktsiooni f kasv alt t8kestatud funktsiooniga g. Vaited f(n) € 0(g(n)) ja
gn) € .Q(f(n)) on samavaarsed.
f(n) € ©(g(n)), kui leiduvad positiivsed konstandid ¢y, ¢, ja ng, mille korral kehtib

vn =ng:cig(n) < f(n) < cyg(n).
Sellisel juhul on funktsioon f tdkestatud funktsiooniga g nii tilalt kui alt, st kehtib nii f(n) € 0(g(n))
jaf(n) € 2(g(n)).

Jargneval graafikul on kujutatud sinisega funktsioon g(n) = n<, oranziga funktsioon h(n) = 0,5 *
n? ja halliga uuritav funktsioon f(n), mille keerukust proovime hinnata:

2

1 2 3 4 5 & 7 B 5 10 11 12 13 14 15

Kuigi funktsioon f(n) kasvab vaikeste n vaartuste korral kiiremini kui funktsioon g(n) siis on
jooniselt ndha, et vaartuse n = 6 korral jadb f(n) funktsioonist g(n) maha (ja ei mé6du sellest
kunagi) ehk iga n vaartuse korral n > 6 kehtib f(n) < g(n). Seega f(n) € 0(g(n)) ehk f(n) €
0(n?). Analoogselt alates vaartusest n = 10 on funktsiooni f(n) vaartus alati suurem kui
funktsiooni h(n) = 0,5 * g(n) véartus, seega f(n) € Q(g(n)) ehk f(n) € N2(n?). Seega, kui votta
ng = 10, on tdidetud ka tingimus @-hinnanguks:

vn > 10:0,5n% < f(n) <n? - f(n) € 6(M?).

Praktikas kasutatakse sageli O-notatsiooni ehk antakse vaadeldavale algoritmile ilempiiri hinnang,
millest rohkem aega ei tohiks selle t66 votta. Isegi juhtudel, kui tegelikult saaks kasutada ka @-
hinnangut ehk tugevamat vaidet, kasutatakse mitteformaalsetes algoritmialastes aruteludes pigem
0O-d. Seetéttu tuleb erinevate materjalidega té6tades olla hoolikas.
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3.1.3 Kasvuseoste omadused

Kasvuseostel kehtivad jargmised kasulikud omadused:

1. Vc > 0:cf(n) € O(f(n)). See tihendab, et funktsiooni korrutamine konstandiga ei
muuda selle kasvukiirust. Erijuhul ¢ = 1 saame f(n) € @(f(n)), samuti f(n) € O(f(n)) ja
f(n) € 2(f(n)). Kui f(n) = 1, siis ¢ € O(1), mis tdhendab, et kdigi konstantsete
funktsioonide kasvukiirused vordsed. See ei tdhenda, et kaks programmi t66taksid sama
kaua, aga nende t66aeg kasvab samal viisil.

2. Kuif(n) € O(g(n)) jag(n) € O(h(n)), siis f(n) € O(h(n)). See tihendab, et seos O on
transitiivne. Samuti on transitiivsed seosed {2 ja 6.

3. Kuif(n) € @(h(n)) jag(n) € O(h(n)), siis (f(n) + g(n)) € Q(h(n)). See tihendab, et
kahe funktsiooni summa kasvu maarab kiirema kasvuga liidetav. Naiteks kui f(n) € 0(n®)
jag(n) € 6(n), siis (f (n) + g(n)) € 6(n?).

4. Kuifi(n) € 0(g1(n)) ja fo(n) € 0(g,(n)), siis f1(M) f,(n) € 0(g1(n)g,(n)).
kui £,(n) € 8(g, () ja f(n) € (g2 (W), siis f,(Wf>(n) € (g1 (M) g5 ().

See tahendab, et kahe funktsiooni korrutise kasv on tegurite kasvude korrutis.

5. Kuip(n) on d-astme poliinoom, siis p(n) € @(n%).

6. VO <r <s:n" € 0(n®).See tihendab, et madalama astmega astmefunktsioon ei kasva
kiiremini krgema astmega astmefunktsioonist. Kehtib ka tugevam vaide: madalama astmega
funktsioon kasvab alati rangelt aeglasemalt kui kdrgema astmega astmefunktsioon.

7. Yk =0,b > 1:n* € 0(b™). See tihendab, et mitte iikski astmefunktsioon ei kasva
kiiremini Gihestki eksponentfunktsioonist. Tegelikult kasvab astmefunktsioon alati rangelt
aeglasemalt.

8 Vk>0,b >1:log,ne€ 0(n"). See tihendab, et iikski logaritmfunktsioon ei kasva
kiiremini Ghestki astmefunktsioonist. Tegelikult kasvab logaritmfunktsioon alati rangelt
aeglasemalt.

9. Va>1,b > 1: log,n € O(log, n). See tihendab, et kdik logaritmfunktsioonid kasvavad
sama kiirusega.

10. Vr = 0: Z?=1 i"e @(nr"’l). See tdhendab, et r. jarku astmerea summa kasvab nagu (r +
1). astme poliinoom.

3.2 ALGORITMI KEERUKUSE HINDAMINE

Kui algoritm koosneb ainult jarjestikustest kdskudest, siis kogu algoritmi tditmisaeg on nende
jarjestikuste kaskude tditmisaegade summa. Formaalselt avaldub k jarjestikuse kdsuga algoritmi
tditmisaeg kujul

T =fi+ f(0) + -+ fi(n),

kus f;(n) on i. kdsu taitmisaeg.

3.2.1 Hargnemiste keerukuse hindamine

Kui algoritmis esineb hargnemisi, siis keskmise taitmisaja hindamiseks tuleb iga hargnemise korral
arvesse vOtta tdendosust, millega mingit haru taidetakse. Naiteks lihtsa tingimuslause korral
kontrollitakse kdigepealt tingimust ja selle tulemusena taidetakse vastavalt kas esimest vGi teist haru.
Sel juhul avaldub taitmisele kuluv keskmine koguaeg jargmiselt:

T(n) = fo(m) + pfi(n) + (1 —p)f2(n),

kus f,(n) on tingimuse kontrollimise kulu, f; (n) ja f,(n) vastavalt esimese ja teise haru kulu ning p
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tdendosus, et tdidetakse esimene haru.
Halvimaks juhuks on see, et taidetakse alati haru, mille tditmine votab kauem aega. Sel juhul avaldub
koguaeg

T(n) = fo(n) + max(f,(n), ().

3.2.2 Tsiiklite keerukuse hindamine

Tsliklitega ehk iteratiivse algoritmi hindamisel tuleb arvestada, et tsiikli sisus olevaid kaske taidetakse
korduvalt. Kui tstklit tdidetakse k korda ja tsukli sisu Ghekordse téditmise ajaline keerukus on f(n),
siis tstkli taitmise ajaline keerukus on kf (n).

Kui korduste arv k on konstant, siis kf () € @(f(n)), ehk algoritmi ajalist keerukust majutavad
oluliselt ainult tstklid, mille korduste arv on sdltuvuses andmemahust n. Naiteks kui vaatame tsuiklit,
mis kdib |abi jada pikkusega n ja iga elemendi korral teeb Gihe vordlustehte, mis on konstantse
keerukusega, see tdhendab f(n) € (1), saame tsikli taitmise kuluks nf(n) € @(n).

3.2.3 Mitmekordsete tsiiklite keerukus

Mitmekordsete tsiklite korral saab neid vaadata seestpoolt viljapoole. Kui sisemine tsiikkel kaib
andmed l4bi n korda ja on seega keerukusega t(n) € @ (n) ning valimist tsuklit tdidetakse samuti n
korda, siis vélimise tsiikli tditmine on keerukusega nt(n) € @(n-n) = O(n?).

Pariselt ei koosne kdik tstklid muidugi tapselt n sammust. Naiteks kui me tahame leida jadast
pikkusega n kéikvéimalikud elementide paarid, siis valimine tsiikkel kaib 1dbi kdik elemendid, kuid
sisemise puhul piisab, kui alustada tsiklit vaadeldavale elemendile jargnevast elemendist. Sellisel
juhul kaib sisemine tsiikkel esimesel korral 1abi n — 1 elementi, teisel n — 2 jne. Kogukeerukus
avaldub siis kujul

Tm)= (n-DfM)+n—-2)f(n) + -+ m—n)f(n)
=((n-D+n-2)++m—n)f(n).

Sulgudes on meil tegelikult jada 0,1 ...n — 1. Esitame selle kujul 0 + Y-, i - n. Kuna0 € (1),
™ ,i € 0(n?)(10. omadus) jan € O(n). Kui f(n) € O(1), saame
@)+ o(n*) - o(n))e(1) = o(n?).

Kui tdpsed valemid pole meeles vdi ei anna Uihtki neist konkreetsel konstruktsioonil kasutada, siis
tuleb appi O-hinnang. Nagu eelnevalt mainitud, vdib O-hinnanguid anda liiaga. Antud naites

Tm= nm-DfM+n-2)fn)+-+m-—n)f(n) <
<nf(n)+ nf(n) + -+ nf(n) = n?f(n).

Kunan?f(n) € @(n?),siisT(n) € 0(n?).

Rusikareeglina saabki kasutada O-hinnangut, et konstantse sisuga tihekordne tstikkel on keerukusega
0(n), kahekordne 0(n?), kolmekordne 0(n?) jne. See on mdistlik kiill vaid juhul, kui igas tsiiklis
tsiklimuutujat muudetakse lineaarselt, see tdhendab, et tsiikli korduste arvonk *n + ¢, kuskjac
on konstandid. Nt tstiklid paistega

for (int i=0; i<2*n; i++)

for (int i=100; i<n+10; i++)

for (int i=0; i<n; i+=2)

on koik keerukusega 0 (n), kuigi esimene teeb 2n, teine n — 90 ja viimane n/2 kordust.
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Samas tsilikkel pdisega for (int i = 1; i <= n; i*= 2) on hoopiski 0(logn) (log,n kordust)
ning tsiikkel paisega for (int i=0; i<(n-2)*n; i++) on ruutkeerukusega 0(n?).

3.2.4 Rekursiooni keerukuse hindamine

Rekursiivse algoritmi taitmisele kuluvat aega hinnatakse rekurrentse vérrandiga. Naiteks ,jaga ja
valitse” tllpi Gilesannetel, kus lilesanne jagatakse kaheks vérdseks (andmemahuga n/2)
alamilesandeks ja mélemad lahendatakse samal meetodil, siis juhul, kui alamilesannete lahenduste
tootlemiseks kulub veel n sammu, avaldub kogu sammude arv jargmisel kujul:
0,kuin=1
= n
T = a1 (E) + nkuin> 1

Pealtnaha pole sellisest vorrandist suurt abi, kuna selle lahendamine pole just kdige lihtsam, kuid
paljudel juhtudel saab sellisel kujul avaldatud lahendusaega hinnata jargmise seose abil:
KuiT(n) = aT(n/b) + f(n), kusa =1 jab > 1, siis
n
Q(f(n)),f(n) c Q(nlogb a+e)ja af (E) < cf(n), mingi konstandi ¢ < 1 ja suure n korral
T(n) = @(nlogba -log n), f(n) € O(nlogra)
k O(nlogb “), f(n)e O(nlogb “‘e) jae >0

Ulalpool toodud naite korrala = b = 2,log, a = 1ja f(n) € O(n) = O(n!°9 ), Niiiid saame teise
rea pohjal, et T(n) € O(nlogn).

Sagedamini esinevate rekursiivsete algoritmide vérrandid on toodud jargnevas tabelis:

T(n/a) + 6(1) O (logn) Kahendotsing jadast (a=2)
Tm—-1) + 6(1) O(n) Faktoriaali leidmine rekursiivselt
bT(n/b) + 6(1) e(n) “Jaga ja valitse” ilma valitsemiseta
cT(n/c) + O(n) O(nlogn) “)Jaga ja valitse”, nt pdimemeetod
Tm—1) + 6(n) 0(n?) Kiirmeetodil sorteerimise halvim juht
dT(n—1) + 6(1) o(d™) Hanoi tornid (d=2)

3.3 TAVALISED KEERUKUSKLASSID

Vaatame siin algoritmide tavalisemaid keerukusklasse ja nende esinemise juhtusid.

0(1) - konstantse keerukusega on sellised lilesanded, mille lahendamise aeg ei s6ltu oluliselt sisendi
suurusest.

O(log n) — logaritmilise keerukusega on harilikult algoritmid, mis jagavad sisendi igal sammul enam-
vdahem vordseteks osadeks. Naiteks kahendotsingu algoritm on logaritmilise keerukusega.

O(n) — lineaarse keerukusega llesanded on enamasti sellised, kus sisend kdiakse Idbi konstantne arv
kordi. Lineaarse keerukusega on naiteks suvalise jada kéikide elementide summa leidmine voi mingi
kindla vaartusega elemendi leidmine sorteerimata jadast.

O(n logn) - Sellise keerukusega on tavaliselt parimad sortimisalgoritmid ja seega ei saa
madalamasse keerukusklassi kuuluda tkski algoritm, mis kasutab vordlustel pdhinevat sortimist.

108



0(n?) - ruutkeerukusega algoritmid on tavaliselt kahekordse tsiikliga algoritmid — niimoodi on
naiteks voimalik |abi vaadata sisendi elementide kdikvoimalikud paarid.

0(n3) — kuupkeerukusega algoritmid on harilikult kolmekordse tsiikliga algoritmid.

0(2™) — eksponentsiaalse keerukusega algoritmid kaivad tavaliselt labi sisendi kdikvéimalikud
alamhulgad.

0 (n!) — faktoriaalse keerukusega algoritmid enamasti vaatavad labi kdik sisendi permutatsioonid.
Nii ndevad tavaliste keerukusklasside funktsioonid vélja graafikul:

100
90
80
70
&0
50
40
30
20
10

0 =
1 2 3 4 5 & 7 B 9 10

—— T[] — —ntlogn) n n3 ra ril

Jargmisena on esitatud samad funktsioonid logaritmilisel skaalal:
1000000
100000
10000
1000
100

10

1 —

1 2 4 8 16 32 g4 128 256 512

e [OT(1]  — m— 020 n n? " n!

Veel Uks graafik praktikas enam kasutatavate vaartustega:
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3.3.1 Keerukusklass ja ajalimiit

Voistlustel on tavaliselt ette antud ajalimiit ning sisendandmete lubatud maht. Selle pdhjal saab
ennustada, millise keerukusklassiga algoritm lahenduseks sobib. Jargmises tabelis on toodud sisendi
suurus ja algoritmi keerukusklass, mis sellise sisendi suudab téodelda ligikaudu sekundiga, kui
protsessor suudab sooritada 100 miljonit operatsiooni sekundis:

n Keerukusklass | Ngide

10-11 0o(n"), 0(n® Kdigi permutatsioonide leidmine

15-18 0(2™ * n?) Randkaupmehe (ilesanne diinaamilise planeerimisega

18-22 02" * n) Diinaamiline planeerimine bitimaskiga

100 o(n*)

400 0(n?) Floyd-Warshalli algoritm

2000 0(n?logn)

10000 0(n?) Aeglased sorteerimisalgoritmid

1000000 O(nlogn) Kiiremad sorteerimisalgoritmid, mitmed “jaga ja valitse”
tllpi Glesanded.

100 000 000* O(n),0(logn),0(1)

* enamasti jadvad voistlustel andmemahud miljoni piiresse, kuna suuremate sisendite t66tlus votab liiga palju aega.

3.4 ANDMESTRUKTUURID

Iga mittetriviaalne programm kasutab oma t66s killaltki suurt hulka andmeid. limselgelt pole
vOimalik iga vaartuse jaoks luua eraldi muutujat, vaid andmed tuleb grupeerida ja korrastada. Juba
enne arvutite leiutamist moétlesid inimesed andmete korrastamiseks valja naiteks loendid, tabelid ja
sOnastikud. Sarnased abistavad struktuurid on ehitatud ka enamikus programmeerimiskeeltes.
Andmete korrastamine taidab kaht peamist eesmarki:

- Programmi on vGimalik lihtsama vaevaga lugeda, mdista ja parandada.
- Oigesti valitud struktuuri korral on andmeid on v&imalik kiiresti kitte saada ja muuta.

Andmestruktuur on vahend suure hulga samatiiiibiliste andmete hoidmiseks ja neile efektiivse
juurdepaasu ja tootlemise korraldamiseks.

Andmestruktuurid otseselt tGlesandeid ei lahenda, kuid erinevatel struktuuridel té6tavad erinevad
algoritmid ning seega aitab 6ige andmestruktuuri valik kaasa efektiivse lahenduse leidmisele ja
kasutusele.
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3.4.1 Andmestruktuuride klassifitseerimine

Andmestruktuure voib jagada konkreetseteks ja abstraktseteks. Konkreetsed andmestruktuurid
kirjeldavad andmete tegelikku paigutust arvutis, sellised on nditeks massiiv ja ahel. Abstraktsed
andmestruktuurid kirjeldavad pigem véimalusi, mida selle andmestruktuuriga teha saab, samas vdib
andmeid nende sees esitada mitmel viisil. Abstraktsed andmestruktuurid on naiteks pinu ja jarjekord.

Sageli voib abstraktse andmestruktuuri luua nii, et ta kasutab sisemiselt mond lihtsamat konkreetset
andmestruktuuri.

Andmestruktuurid voivad olla kas staatilised (s.t nende suurus pannakse alguses paika ja neisse ei
saa uusi elemente lisada vGi neid eemaldada) voi diinaamilised (saab elemente lisada ja eemaldada).

3.5 Massiv

Massiiv (array) on andmestruktuur, mis koosneb
indekseeritud Gihetlibilistest elementidest. See tahendab, et
igal elemendil massiivis on kindel jarjenumber ehk indeks.
Elementide arvu massiivis nimetatakse massiivi pikkuseks.
Lahidalt oli massiividest juttu juba esimeses peatiikis, kuna
enamasti on programmeerimiskeeltes massiivi jaoks olemas
lausa omaette andmetudp.

Esimeses peatiikis oli ka juttu, kuidas massiive malus . . . .

hoitakse. Harilikult antakse massiivi deklareerimisel ette selle m i E i E x ﬂ i

ecomaataten massnd ook vapia ptoscgs matupiokk. ) B W & B
jaoks vajaliku pikkusega maluplokk.

Teades esiteks seda, millisel maluaadressil massiiv algab, ja teiseks elemendi andmetiitbi pikkust, on

lihtne arvutada, kust algab 2. element, kust 3. jne. Tanu sellele on indeksile vastava elemendi

leidmine massiivist kiire ja lihtne operatsioon. Asjaolu, et terve massiiv hoitakse malus koos, teeb

massiivi jarjestikuse elementhaaval labikdaimise samuti vaga kiireks, kuna juba esimese elemendi
lugemisel lisatakse vahetult jargnevad elemendid suure tdendosusega protsessori vahemalusse.

3.5.1 Massiivid Pythonis

Pythonis kasutatakse massiivi asemel listi mdistet ning selle llesehitus on veidi teistsugune. Nagu
juba esimeses peatiikis selgus, on Pythoni list sisuliselt viitade massiiv. Seetdttu voimaldab Python
erinevalt tavaparasest massiivist hoida listis erinevat tiilpi elemente — see, kui palju mingi element
malus ruumi votab, ei ole sellise tilesehituse seisukohast oluline:

Pe| P2 | P

\ "
Integer \ minuobjokt
s ~
string
Banana
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3.5.2 Massiivi voimalused ja piirangud

Massiivi elementide vaartust saab lihtsasti muuta tavalise omistamistehtega, kuid massiivi elemente
lisada ja neid sealt eemaldada {ldjuhul ei saa. Kuna aga elementide vaartusi saab muuta, siis saab
simuleerida ka elementide lisamist ja eemaldamist. Selleks vdib programmeerija deklareerida
piisavalt suure pikkusega massiivi ja pidada ise jarge, kui mitu elementi tal tegelikult parasjagu
massiivis on. Kui parasjagu on kasutusel m elementi, siis uue elemendi lisamine on selle vaartuse
salvestamine kohale a[m] (juhul, kui indekseerimine algab 0-st, nagu siin raamatus kasitletud keeltes
on). Sellise lisamise toéémaht ei soltu massiivi pikkusest ega elementide arvust selles ja on seega
konstantse keerukusega. Kui aga sooviks on lisada element massiivi keskele kohale k, tuleb
elemendid kohtadel k ... m — 1 tdsta Ghe koha vdrra edasi. Selle keerukus on juba O(n). Juhul, kui ei
ole vaja sdilitada elementide omavahelist jarjekorda, voib muidugi salvestada a[k] asuva elemendi
vaartuse massiivis viimaseks ja salvestada kohale a[k] uus, soovitud vadartus. Sama on
eemaldamisega: kui soovitakse eemaldada element kusagilt kasutuses oleva osa keskelt kohalt k, siis
tuleb kdik elemendid kohtadel k + 1..m — 1 t8sta Uks koht ettepoole. Kiiresti saab eemaldada ainult
viimast elementi. Kui elementide jarjekorra sailitamine ei ole oluline, saab tegelikult salvestada
eemaldatava vaartuse kohale a[k] viimase vaartuse a[m-1] ning tagada sellega alati konstantse
keerukuse ka eemaldamisel. Sageli siiski on jarjekorra sailitamine oluline.

3.5.3 Mitmemaootmelised massiivid

Massiivid voivad olla ka mitmemdotmelised. Mitmemod6tmelisi massiive on kdige lihtsam ette
kujutada tabelina ja tavaliselt raagitaksegi kahemodtmeliste massiivide puhul ridadest ja veergudest.

Joonisel on kujutatud kahem&6tmeline massiiv A elementide ai;-ass hoidmiseks.

MU =121 Al 212

1 | %22 [ 23 | 324

S =328 =a] =ay

C/C++ keeles ei erine mitmemddtmeline massiiv malus tegelikult themddtmelisest: elemendid on kas
ridade vOi veergude kaupa jarjest:

40 320 ™3l M| 3210 32200 3230 2400 31| 3320 33| 34

Ka nii on elemendi leidmine lihtne, kuna andes ette rea ja veeru indeksi, saab kiiresti arvutada
elemendi tegeliku asukoha ehk kauguse massiivi algusest. Kui indekseerimist alustada nullist, siis
kaugus avaldub valemigak = (r — 1) -vn + (v — 1), kus r on rea number, v on veeru number ja
vn veergude arv. Kui hakata ridu ja veerge ka 0-st loendama, nagu programmeerimises tavaks, on
valemi kuju veelgi lihtsam: k = r - vn 4+ v. Sarnaselt saab arvutada ka suuremamddtmeliste
massiivide elementide kaugusi massiivi algusest, nditeks kolmemddtmelise massiivi puhul k = i3 +
N3 - (i + N, - nq), kus i tdhistab vastava mddtme indeksit ja N elementide arvu vastava m&dtme
suunal.

Java mitmemootmelised massiivid on Ules ehitatud veidi teistsugusel péhim&ttel: need on pigem
massiivid massiividest, mis siis omakorda véivad koosneda massiividest jne.
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Selline lahenemine véimaldab luua ,,hambulisi“ (jagged) massiive, kus read ei ole vordse pikkusega.
Sarnane pohimdte on ka Pythonis: listi elemendiks véib olla teine list jne. Loomulikult on véimalik
luua ka C++ massiive viitadest (pointeritest), mis viitavad massiividele.

3.5.4 Diinaamilised massiivid

Massiivi pikkus on tavaliselt fikseeritud ja programmi kditusajal seda muuta ei saa. See tekitab
mitmeid ebameeldivusi, mistdttu on kasutusele voetud diinaamilised massiivid, mille pikkust saab
muuta. Esialgu eraldatakse diinaamilisele massiivile mingi pikkusega osa malust — olgu see n. Kuni
meil ongi vaid kuni n elementi, t66tab kdik nagu tavalises massiivis. Kui on vaja lisada n + 1. element,
siis

1. eraldatakse pikem maluosa, harilikult pikkusega 2n,
2. kopeeritakse elemendid esialgsest massiivist uude massiivi,
3. esialgsele massiivile kuulunud maluosa vabastatakse.

Muidugi votab elementide kopeerimine uude massiivi aega, kuid suurendades iga kord vajadusel
massiivi pikkust 2 korda, on see killaltki harv olukord ning keskmine elemendi lisamise keerukus

massiivi I6ppu on enamikel juhtudel konstantne. Teisalt jalle votab diinaamiline massiiv enamasti
malus rohkem ruumi, kui seal olevate elementide hoidmiseks tegelikult vaja on.

Pythoni 1ist ongi diinaamiline massiiv. C++ standardteegis realiseerib diinaamilise massiivi klass
vector jaJavas ArrayList. Tavaliselt on sellistel klassidel meetodid elemendi massiivi I6ppu
lisamiseks ja I0pust eemaldamiseks, mis on enamasti konstantse keerukusega. Samuti on
realiseeritud elemendi lisamine ja eemaldamine suvaliselt positsioonilt, kuid kuna sel juhul tdstetakse
tagapool asuvad elemendid imber, on need operatsioonid lineaarse keerukusega.

Massiive kasutatakse vaga palju nii iseseisva andmestruktuurina kui ka teiste andmestruktuuride,
sealhulgas pinude, jarjekordade ja kuhjade realiseerimiseks.

3.6 AHEL

Massiiviga seotud lisamise ja eemaldamise
probleemidest on vaba ahel. Ahel on andmestruktuur,
kus iga element alates esimesest teab, kus asub talle
jargnev element:
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Elementide arv ahelas ei ole fikseeritud, neid saab vabalt lisada ja eemaldada konstantse ajaga:

Samas, kuna elemendi asukoht ei ole kindlalt maaratud, siis elemendi lugemine ahelast on
keerukusega O(n) —iga kord tuleb alustada esimesest elemendist ja kdia ahelat labi kuni soovitud
elemendini. See kehtib ka lisamis- ja eemaldamiskoha otsimise jaoks.

Ahelal on massiivi ees jargmised eelised:

e dilinaamilisus — ahel kasvab ja kahaneb vastavalt vajadusele loomulikult;
e lisamis- ja eemaldamisoperatsioonide lihtsus ja kiirus;
e puudub vajadus maarata algsuurust;

Ahelal on ka negatiivsed kiljed:

e Suurem maluvajadus tGhe elemendi hoidmiseks, kuna lisaks elemendi vaartusele tuleb meeles
pidada ka viit jargmisele elemendile;

e Elemendid ei ole kergesti leitavad, lugemiseks tuleb alustada alati algusest;

e Kuna elemendid vbivad paikneda malus juhuslikult, siis malust lugemine véib votta kauem
aega, sest ahelas lahestikku paiknevad elemendid ei pruugi olla malus lahestikku ega j6ua
protsessori vahemallu.

e Ahelas tagurpidi lilkumine on viaga kohmakas —iga kord tuleb alustada algusest.

Viimase probleemi lahenduseks kasutatakse topeltseotud ahelaid, kus lisaks jargnevale elemendile
teab iga element ka talle eelnevat elementi. See aga nGuab iga elemendi kohta juba kahe viida
meelespidamist.

LN LN L
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Kuigi ahela ndol on tegemist vaga tuntud andmestruktuuriga, mida tutvustavad enam-vahem koik
programmeerimisdpikud, tuleb vdistlusiilesannete lahendamisel tegelikult harva ette (ilesandeid, kus
on praktiline kasutada ahelat. Eelised diinaamilise massiivi ees tulevad praktikas kullaltki harva vilja.
Protsessori vahemalu kasvamisega on tegeliku todkiiruse seisukohalt jarjest olulisemaks saanud
sarnaste andmete fiiusiline I1ahedus malus.

C++ keeles realiseerib ahelat klass foward_1list (paisfailis <forward_list>) ja topeltseotud ahelat
klass 1ist (paisfailis <1ist>) . Javas on topeltseotud ahela jaoks klass LinkedList (java.util*).
Pythoni standardisse ahel ei kuulugi.
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Jargmises tabelis on toodud diinaamilise massiivi ja ahela tavaliste operatsioonide jaoks kuluv
sammude arv:

Operatsioon elemendiga Diinaamiline massiiv Topeltseotud ahel

Lugemine suvalisest kohast 1 n/4 keskmiselt, otstest 1
Loppu lisamine 1, halvimal juhul n 1
Lisamine kohale i n/2 keskmiselt n/4 keskmiselt, algusesse
lisamine 1
Eemaldamine kohalt i n/2 keskmiselt n/4 keskmiselt, otstest 1
Eemaldamine kdesolevast n/2 keskmiselt 1
kohast
Lisamine kdesolevasse kohta n/2 keskmiselt 1
3.7 PINU

Pinu (stack) on abstraktne andmestruktuur, kus elementidele l«
paaseb juurde kindlas jarjekorras — elemendi lisamisel
paigutatakse see kdige viimaseks ja elemendi eemaldamisel
vOetakse dra kdige viimasena lisatud element. Sellise
juurdepaasusisteemi kohta kasutatakse sageli inglisekeelset
lGhendit LIFO (last in, first out — viimasena sisse, esimesena — —
valja).

Pinul on kaks olulist operatsiooni: elemendi lisamine ja

elemendi lugemine ja eemaldamine. Suvalisest kohast elementi lugeda/eemaldada ei saa, selleks
tuleb eemaldada koik ,,pealpool” olevad elemendid. Samuti ei saa elementi lisada suvalisse kohta
pinus — jallegi, selleks tuleks eemaldada ,pealpool” olevad elemendid ja need parast lisamist tagasi
panna.

Pinuga tutvusime pdgusalt juba eelmises peatiikis alamprogrammide teema juures. Seal selgus, et
alamprogrammide valjakutseid hoitakse pinumalus. Pinu pohimdottel té6tab ka veebilehitsejates
nupp , Tagasi“ — vaadatud lehekiiljed pannakse jarjest pinusse ja ,Tagasi“ nupu vajutusel voetakse
sealt viimati lisatud lehekiilg. Samuti té6tab ka tekstiredakorites tagasivott (undo).

Pinu kasutatakse ka mitmest tehtest koosnevate arvutustehete vastuse leidmiseks. Lihtsam on
selleks arvutustehe esitada postfiks-kujul ehk péoratud Poola kujul. See tdhendab, et tehtemark
kirjutatakse operandide jarele, mitte vahele, nagu tavakasutuses (infiks-kujul). Nii 3 + 4 on postfiks-
kujul 34 +ja (3 +4)*50n34+5 *, Postfiks-kuju eeliseks on see, et sulge ei ole vaja kasutada.
Postfiks-kujul arvutamine pinu abil toimub jargmiselt:

Loe avaldisest jargmine operand véi operaator.

Kui jargmist operandi/operaatorit pole, loe vastus pinust ja I6peta t60.

Kui on operand (arv), pane see pinusse.

Kui on operaator (tehtemark) loe pinust kaks operandi, soorita tehe ja pane vastus pinusse.
Korda esimesest punktits alates.

ok wN e

Pinu realiseeritakse enamasti (diinaamilise) massiivina. Massiivi korral tuleb valida piisavalt suur
massiiv ning hoida meeles elementide arvu pinus. Tahistades massiivi A-ga ja pinus olevate
elementide arvu n-ga, siis lisamisel suurendatakse n-i Gihe vorra ja lisatakse uus vaartus kohale a,,.
Eemaldamisel tagastatakse kohal a,olev vaartus ja vdhendatakse n-i tihe vorra.
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Pinu on véimalik realiseerida ka ahelana. Sellisel juhul lisatakse uus element alati ahela algusesse
ning eemaldamise korral tagastatakse ja eemaldatakse esimene element ahelast.

Malemal juhul on eemaldamise ja lisamise keerukus O(1).

Ajalooliselt on pinu kohta eesti keeles kasutatud ka sdna ,,magasin®. Folkloori kohaselt kasutati Tartu
Ulikoolis Giht terminit ja Tallinnas teist, aga tdnap&deval on ,,pinu” rohkem levinud. Kdige paremini
saab magasini moiste selgeks aga siis, kui sul on kell 9 algoritmide ja andmestruktuuride eksam, aga
arkad kell 9:20. Siis 166d kaega vastu otsmikku: ,,Oh, magasin!“

3.8 JARIEKORD

Ka jarjekord on selline andmestruktuur, kus
elementidele paaseb ligi kindlas jarjekorras. Jarjekorra
pOhimo&te on nagu tavalises poesabas: uus element
lisatakse alati I6ppu ja jargmine element loetakse ja
eemaldatakse alati algusest. Sellist p6himotet
tahistab lihend FIFO (first in, first out — esimesena
sisse, esimesena valja).

Sarnaselt pinuga on jarjekorral operatsioonid
elemendi lisamiseks ja eemaldamiseks (koos
lugemisega).

Jarjekord realiseeritakse tavaliselt samuti massiivina v6i ahelana, kuid mélemad on veidi
keerulisemad kui pinu korral. Massiivi kasutades on probleemiks see, et jarjekorra korral ei pusi
kumbki ots muutumatuna. Esimeseks véimaluseks on muidugi kas lisamisel v6i eemaldamisel
nihutada kaiki jarjekorras olevaid elemente massiivis, kuid sellisel juhul on lisamise v&i eemaldamise
protseduuri keerukuseks juba O (n). Teiseks voimaluseks on meeles pidada lisaks elementide arvule
ka esimese elemendi indeks, mis siis elementi eemaldades nihkub tGhe vorra edasi. Sellisel juhul aga
on vaja paris korraliku pikkusvaruga massiivi ning tletditumise oht on vdga suur. Selle lahendusena
kaiakse massiivis ringiratast — massiivi viimasele elemendile jargneb jarjekorras jalle esimene. Kuna
on teada, et algus on alati [Gpust eespool, siis selline lahendus toimib paris hasti.

0 1..[n-3}3 (n-3}2 (n-3}1 m-3 m-2 m-1

e, es.e o | €4 e e, e, e,

Jérjekord massiivina. m - massiivi pikkus, n - elementide arv jérjekorras, e;...e,— elemendid jérjekorras.

Vajadus elementidele mdlemast otsast ligi pddseda, teeb ka lihtahela kasutamise jarjekorra jaoks
monevorra keerulisemaks kui pinu realiseerimisel. Topeltseotud ahelat siiski vaja ei ole, piisab, kui
peame eraldi meeles viita viimasele elemendile — sel moel saab lisada uut elementi kiiresti jarjekorra
I6ppu. Tahelepanelik tuleb aga olla olukorras, kus jarjekorras ongi vaid tks element — sellisel juhul on
see korraga nii esimene kui ka viimane ning selle eemaldamisel tuleb nullida ahela viit nii esimesele
kui ka viimasele elemendile.

116



Jarjekord lihtahelana. e - viit esimesele elemendile, v — viit viimasele elemendile, a;...a,— elemendid jérjekorras.

Ka jarjekorras on mélemal juhul eemaldamise ja lisamise keerukus 0(1).

3.8.1 Kaheotsaline jarjekord

Kaheotsaline jarjekord (double ended queue, deque) on selline andmestruktuur, kus elemendi
lisamine ja vGtmine on lubatud m&lemast otsast. Praktikas on see andmestruktuur huvitav
sellepérast, et seda saab omakorda kasutada nii jarjekorra kui ka pinu realiseerimiseks.

3.8.2 Eelistusjarjekord

Eelistusjarjekord (priority queue) on selline jarjekord, kus igal elemendil on prioriteet ning elemente
vOetakse jarjekorrast vastavalt elemendi prioriteedile. Paris elus kasutatakse eelistusjarjekorda
naiteks erakorralise meditsiini osakonnas (EMO) - kdigepealt hinnatakse patsiendi seisundi tosidust ja
kdrgema prioriteediga patsiente teenindatakse enne. Veelgi keerulisemaks teeb olukorra see, et
maonel juhul — nagu ka EMOs — v6ib elemendi prioriteet muutuda ning siis on vaja seda elementi
jarjekorras ,nihutada”. Seet6ttu peab eelistusjarjekorra realiseerimisel arvestama sellega, et
elemendi votmisel eelistusjarjekorrast tuleb otsida pidevalt, milline on suurima prioriteediga
element, voi tuleb hoida elemente pidevalt prioriteedi jargi sorteerituna, mis teeb jallegi lisamise ja
prioriteedi muutmise keerulisemaks. Seetdttu on eelistusjarjekorra realiseerimiseks kdige parem
andmestruktuur hoopiski kuhi, millest tuleb juttu alampeatiikis 3.9.

3.9 PINU JA JARJEKORRA KASUTAMINE

Enamasti on keelte standardteekides pinu juba valmiskujul olemas. C++ on paisfailis <stack> klass
stack, Javas on parim kasutada ArrayDeque klassi java.collections’i liidesega Deque.
Pythonis eraldi klassi pinu jaoks ei ole, kuid Pythoni 1istil on meetodid append() jarjendi I&ppu
elemendi lisamiseks ja pop() elemendi eemaldamiseks IGpust.

Jargmine tabel illustreerib pinu kasutamist erinevates programmeerimiskeeltes:

Pinu p loomine stack<int> p Deque<iInteger> p = new p=1[]
(tdisarvude jaoks) ArrayDeque<Integer> ()

Elemendi’a’ lisamine p.push(a) p.push(a) p.append(a)
Elemendi eemaldamine @ p.pop() a = p.pop() a = p.pop()
Pealmise elemendi a = p.top() a = p.peek() a= p[-1]
vaatamine

Kas pinu on tiihi? p.empty() p.isEmpty() not p

Jarjekorra leiab C++ keeles paisfailist <queue> (klass queue); Javas on taas lldjuhul parim kasutada
ArrayDeque klassi java.collections'i liidesega Queue. Pythonis saab kasutada struktuuri
collections.deque.
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Jargmine tabel illustreerib jarjekorra kasutamist erinevates programmeerimiskeeltes:

Tegevus Ci+ Java | Python |

Jarjekorra s loomine queue<int>s Queue<iInteger> s = new s = deque([])
(tdisarvude jaoks) ArrayDeque<Integer> ();

Queue<integer>s = new

LinkedList<Integer> ();

Elemendi’a’ lisamine s.push(a) s.add(a) s.append(a)

Elemendi eemaldamine s.pop() a = s.remove(); a = s.popleft()
a =s.poll()

Esimese elemendi a = s.front() a = s.element(); a=s[0]

vaatamine a = s.peek()

Kas jarjekord on tiihi? s.empty() s.isEmpty() not s
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Vaatame vahepeal (ihe llesande nditel, kuidas neid andmestruktuure kasutada:

Uhes pisikeses linnakeses elavad lemmingud. Nende
linnas kaib ringiratast trammiliin, millel on n
peatust.

Trammil on ainult ks uks ja tramm ise on kitsas.
Seet6ttu sisenevad lemmingud trammi tGkshaaval,
nii et esimesena sisenenud lemming liigub trammi
tahaossa, tema jarel sisenenud jadb tema ette jne.
Valjumine trammist toimub sisenemisele
vastupidises jarjekorras: kdige viimasena sisenenud
lemming valjub esimesena jne.

Igas peatuses on platvorm pikkusega p, millele mahub ootama tadpselt p lemmingut. Platvormilt
trammi sisenevad lemmingud tapselt ootejarjekorras: kes oli jarjekorras enne, siseneb enne.
Liiklemine on korraldatud jargmiselt:

1. Tramm peatub peatuses platvormi I0pus ning lemmingud valjuvad jarjest trammist.

2. Kui jargmisena valjuv lemming on jdudnud oma soovitud peatusesse, siis ta lahkub, kui mitte, siis
laheb ta platvormil olevasse ootejarjekorda trammile sisenemist ootama.

3. Kui jargmine valjumist ootav lemming ei ole oma peatuses ning platvormil enam ruumi ei ole, siis
rohkem lemminguid selles peatuses ei vilju, isegi, kui see on nende sihtpeatus.

4. Keegi kellestki mooda ei triigi.

5. Lopuks sdidab tramm platvormi etteotsa ning votab jarjekorrast peale nii palju lemminguid, kui
trammi mahub.

Seejarel sdidab tramm jargmisesse peatusesse ning seal kordub sama protseduur.

Ohtul lahkuvad kdik lemmingid t66lt samal ajal ja moodustavad peatustesse jérjekorrad. Leia, kui
palju aega kulub trammil kdigi lemmingute kodupeatustesse toimetamiseks aega, kui iga sisenemine
ja valjumine votab 1 sekundi, platvormi Ghest otsast teise s6it votab trammil 5 sekundit ja peatuste-
vaheline soit kestab tapselt 1 minuti. Tramm alustab oma teekonda esimesest peatusest.

Sisendi esimesel real on kolm arvu: peatuste arv n(2<n<100), kohtade arv trammis k(1<k<100),
platvormi pikkus p(1<p<100). Peatuste platvormid on k&ik sama pikkusega.

Jargneval n real on iga peatuse kohta 1. . .n seal ootavate lemmingute arv 1(0<1<p) ja selle jarel iga
lemmingu 1; (0<1;<1) kohta peatuse number n; (1<n5<n), kuhu ta sGita soovib. Jarjekorras esimene
lemmingu peatus on antud esimesena, teise peatus teisena jne.

NAIDE:

Kui nGilid pinu ja jarjekorra moisted varskelt meeles on, siis on kerge taibata, et trammi sisenemine ja
valjumine kaib pinu pohimd&ttel ning peatustes olevad trammisabad on jarjekorrad. Muud polegi vaja
teha, kui sisendandmed sisse lugeda ja seejarel kogu situatsioon ,,1abi mangida.” Iga peatuse jaoks
teeme eraldi jarjekorra, mida hoiame iihes jarjekordade massiivis.
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#include <iostream>
#include <stack>
#include <queue>
using namespace std;

int main() {
int peatuste_arv, kohtade_arv, jk_pikkus;
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//pinu trammis olevate reisijate hoidmiseks, viimasena sisenenu valjub esimesena
stack<int> tramm;

//Massiiv trammisabadest. Iga saba on jarjekord, kes enne sabas, ldheb enne peale
queue<int> trammisabad[100];

cin >> peatuste_arv >> kohtade_arv >> jk_pikkus;

for (int i = @; i < peatuste_arv; i++) { // iga peatuse kohta

}

int ootajate_arv;
cin >> ootajate_arv; // loeme ootajate arvu peatuses
for (int j = ©; j < ootajate_arv; j++) { // ja iga ootaja kohta
int sihtkoht;
cin >> sihtkoht; // loeme tema sihtkoha
trammisabad[i].push(sihtkoht - 1); // ning paneme selles peatuses sabasse

int peatus = 0, kulunud_aeg = 0; // alustame esimesest peatusest
while (true) {

}

// mahalaadimine
while (!tramm.empty() && // kuni trammis on reisijaid ja

((trammisabad[peatus].size() < jk_pikkus) || // peatuses on ruumi vo&i
tramm.top() == peatus)) { // on jargmine mahamineja joudnud kohale
if (tramm.top() != peatus) { // kui jargmine valjuja ei ole oma peatuses

trammisabad[peatus].push(tramm.top()); // ldheb ta selle peatuse sappa
}
tramm.pop(); // eemaldame vdljuja trammist
kulunud_aeg++; // lisame valjumiseks kulunud aja

}

bool valmis = tramm.empty(); // kas tramm on tihi?

for (int i = @; i < peatuste_arv; i++) {
valmis &= trammisabad[i].empty(); // kas kdigi peatuste sabad on tiihjad?

}

if (valmis)
break; // koik reisijad on kohal

kulunud_aeg += 5; // liidame peatuses soitmiseks kulunud aja

// pealelaadimine

while ((tramm.size() < kohtade_arv) && // kuni trammis on ruumi

Itrammisabad[peatus].empty()) { // ja peatuses on ootajaid

tramm.push(trammisabad[peatus].front()); // paneme trammi esimese ootaja
trammisabad[peatus].pop(); // ja eemaldame ta trammisabast
kulunud_aeg++; // lisame sisenemiseks kulunud aja

}

peatus = (peatus + 1) % peatuste_arv; // jargmine peatus
kulunud_aeg += 60; // liidame peatuste vahel soitmiseks kulunud aja

cout << kulunud_aeg << endl;

return 0;



3.10 KAHENDPUU

Puu on diinaamiline andmestruktuur, mille elemente nimetatakse tippudeks. Tipud on korraldatud
range hierarhiana, see tahendab, et igal tipul vGivad olla alluvad, aga neil saab olla ainult (iks vahetu
ilemus. Juurtipp kdige kérgema taseme tlemus, sellel Glemust enam pole. Tippu, millel ei ole
alluvaid, nimetatakse leheks, alluvatega tippu nimetatakse vahetipuks ehk s6lmeks.

Juurtipp asub esimesel tasemel, kdik tema vahetud alluvad 2. tasemel, nende vahetud alluvad
omakorda 3. tasemel jne. Tasemete arvu puus nimetatakse puu kérguseks.

Puud, mille igal sélmel on kuni n alluvat, nimetatakse n-puuks. Kéige levinum n-puu on kahendpuu.
Puud nimetatakse taielikuks, kui tema igal vahetipul on sama palju alluvaid ning k&ik lehed asuvad
samal tasemel. n tipuga taieliku kahendpuu k&rgus on log, n.

Tdielik kahendpuu. Juurtipp on punane, lehed rohelised.

Kui taielikust kahendpuust on viimaselt tasemelt paremalt vasakule eemaldatud O v6i rohkem lehte,
siis nimetatakse sellist kahendpuud kompaktseks.

Kompaktne kahendpuu.

Kahendpuus on sageli kasulik eristada, kas tipp on oma lGlemuse vasak v6i parem alluv, seda ka juhul,
kui Glemusel ongi vaid tks alluv.

Puudel tavaliselt realiseeritavatest operatsioonidest ja nende kasutamises tuleb pdhjalikumalt juttu
peatikis 6, Graafiteooria.
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3.10.1 Kahendpuu esitus

Kahendpuud vaib realiseerida nii, et iga tipp on objekt, millel on véljadena viidad tema vasakule ja
paremale alluvale.

Sageli on efektiivsem ja lihtsam realiseerida kahendpuu massiivi peale. Puu juur on massiivi esimene
element ehk a[0]. Selle vasakpoolne alluv on kohal a[1] ja parempoolne kohal a[2]. a[1] vasakpoolne
alluv on kohal a[3] ja parempoolne alluv a[4] jne. Selline esitus sobib hasti kompaktsete
kahendpuude hoidmiseks, kuna n-tipuline puu taidab tdpselt massiivi pikkusega n.

Eelmisel joonisel kujutatud kompaktse kahendpuu esitus massiivina

Puu juurelement a[o]

Elemendi a[k] vasak alluv a[2k+1]
parem alluv a[2k+2]
ulemus af(k-1)/2]

3.10.2 Kahendotsingu puu

Olgu puu igas tipus v6tmega kirje. Kahendotsingu puuks (binary search tree) nimetatakse sellist puud,
mis on thi voi mille vasaku alampuu kdigi tippude votmed on vaiksemad kui juurtipu voti ning
parema alampuu tippude votmed on kdik suuremad kui juurtipu voti ning mdlemad alampuud on
kahendotsingu puud.

Kahendotsingu puul kasutatavad operatsioonid on votme otsimine, uue kirje lisamine ja kirje
eemaldamine, samuti vdhima ja suurima vétmega kirje leidmine.

Otsimine otsingupuust on lihtne: vordleme kdigepealt otsitavat vaartust juurtipu votmega — kui
otsitav vaartus on suurem, peab see asuma parempoolses alampuus, kui aga vadiksem, siis
vasakpoolses. Sama reegel kehtib ka alampuudest otsimisel. Kuna igal sammul liigutakse puus tihe
taseme vorra alla, siis sellise otsimise korral on halvima juhu keerukuseks puu kdrgus. Seetdttu on
oluline hoida kahendotsingu puu kdrgus véimalikult vdike ehk hoida puu tasakaalus.

Tasakaalustatud kahendotsingu puuks nimetatakse sellist kahendotsingu puud, mille iga tipu vasak ja
parem alampuu on enam-vahem sama kérgusega. Kui (ihegi tipu alampuude kdrgused ei erine
rohkem kui tihe vorra, siis sellist kahendotsingu puud nimetatakse AVL-puuks. Nimi tuleb selle puu
leiutajate G. Adelson-Velski ja E. Landise nimetdhtedest.

Uhtlase kdrguse hoidmine on oluline selleks, et sellises puus on tavapirased operatsioonid
teostatavad keerukusega O(log n). Loomulikult v&ib nii tipu lisamine kui ka eemaldamine viia sellise
puu tasakaalust vélja, seetdttu on oluline puu vajadusel pérast lisamist/eemaldamist tasakaalustada.

3.11 KuiuTis

Kujutis (map) on andmestruktuur, mille elementideks on kaheosalised kirjed — votme ja vaartuse
paarid. Vétmed on kordumatud, st Ghe ja sama vGtmega elemente voib olla vaid tiks. Peamisteks
operatsioonideks on kirje lisamine ja eemaldamine ning votme jargi kirje leidmine.
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Kui votmete voimalik vaartusvahemik on teada ning see ei ole kuigi ulatuslik, saab kasutada massiivi
koos vahetu indekseerimisega — vGtmele v vastava element kirjutatakse massiivi kohale a[v].
Puuduvate votmete kohale kirjutatakse mingi spetsiaalne vaartus, et neid tegelikest votmetest
eristada. Sellisel moel on nii lisamine, eemaldamine kui ka vétme jargi elemendi leidmine
keerukusega 0(1).

Kui aga votmeid on rohkem, kasutatakse kujutise realiseerimiseks paisktabelit (hash table).
Paisktabel on samuti massiiv, kuid elementi vOtmega v ei kirjutata otse kohale a[v], vaid kasutatakse
paiskfunktsiooni, mis seab igale votmele vastavusse mingi indeksi. See tdhendab, et vGtmele v vastav
kirje kirjutatakse paisktabelisse kohale a[f (v)], kus f on paiskfunktsioon.

Paiskfunktsioon peab olema kiiresti arvutatav. Harilikult valitakse paiskfunktsiooniks f (v) =
v mod m, kus m on paisktabeli ridade arv.

Paisktabeli realiseerimisel voetakse tavaliselt mugavalt palju ruumi, et andmed paisktabelisse vabalt
dra mahuvad. Sellegipoolest voib paisktabelis esineda porkeid ehk kollisioone. PGrge on selline
olukord, kus paiskfunktsioon f annab kahe erineva vétme v; ja v, jaoks sama vaartuse, st f(v;) =
f(vy), kui vy # v4. Sisuliselt tdhendab see, et kaks kirjet peaks asuma paisktabelis samal kohal.

Kokkupdrgete lahendamiseks kasutatakse peamiselt kahte erinevat véimalust. Valisahelate meetodi
korral on igal real kaks lisavalja: (iks selle jaoks, et méarkida, kas rida on juba hdivatud ja teine on viit
lihtahelale. Kui objekti vitmega v salvestatakse reale f(v), kuid see rida on juba h&ivatud,
salvestatakse uus objekt realt f(v) algavasse lihtahelasse.

Lahtise adresseerimise meetodi korral lahendatakse pdrge jargmiselt: kui vétmele v vastav rida f(v)
on juba hdivatud, otsitakse eelmine vaba rida ning lisatav kirje salvestatakse sinna. Lugemisel tuleb
siis samuti otsida votit igalt eelnevalt realt, kuni voti leitakse voi jGutakse tihja reani, mis tahendab,
et antud votit tabelis ei esine. Veelgi parem on kasutada topeltpaiskamisega lahtist adresseerimist,
mille korral ei otsita vaba kohta jarjest, vaid kasutatakse mingit teist funktsiooni f, (v), mis tagastab
sammu pikkuse, mitu kohta tuleb esialgsest asukohast edasi minna, et leida votmele vastav uus
asukoht. Sellise meetodiga leitakse kirje otsimisel tldiselt kiiremini Gles.

3.11.1 Kujutis programmeerimiskeeltes

C++ pakub standardteegis kahte klassi map ja unordered_map. Modlemad on md&eldud véti-vaartus
paaride hoidmiseks, kuid map on tavaliselt realiseeritud kahendotsingupuuna, mistéttu on sealt
elemendi leidmine aeglasem operatsioon, see-eest voimaldab mugavamat elementide labikaimist
(elemendid on vGtme jargi sorteeritud). unordered_map on enamasti realiseeritud paisktabelina ja
vBimaldab votme jargi ligipdasu konstantse keerukusega.

Java valik pole halvem: seal on klassid TreeMap ja HashMap ning nendel liides Map.

Pythonis on olemas andmetlilip dict (dictionary) voti-vaartus paaride hoidmiseks. Realiseeritud on
see topeltpaiskamisega lahtise adresseerimisega paisktabelina.
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3.12 PRAKTILINE ULESANNE

Usina linna avatud likoolis on igatihel véimalik kdia kuulamas erinevaid kursusi. Usinas linnas elavad
muidugi usinad Gppijad, kes enamasti osalevad aastas viiel kursusel. Seetdttu on Ulikoolil plaanis
pakkuda 5-kursuselisi valmiskomplekte. Esialgu otsustatakse katsetada kombinatsiooni kéige
populaarsematest kursustest, selleks aga on vaja teada, millise viie kursuse kombinatsioon esineb
koige sagedamini. Erinevaid kursusi on palju ja need on nummerdatud arvudega 100...499.

Sisendi esimesel real on arv n(1<n<10000) mis nditab, kui palju on olnud eelneval aastal viie kursuse
valijaid, ning jargneval n real igaiihel Ghe Gppija valitud kursuste numbrid valimise jarjekorras,
tUhikutega eraldatuna. Valjastada kdige sagedasem kursuse kombinatsioon. Kui sama sagedusega on
ml.tu komblna.t5|oon|, valjastada koik 7 1 to bewm'
erinevad suurima sagedusega ori Andaadert | Eave

kombinatsioonid, iga kombinatsioon eraldi | + s+.d, HARDER

real. Hen 've EVER
o ¢ 9 !
NAIDE: tudyed BEFORE

5

101 102 103 104 105
217 301 101 105 400
101 301 400 217 105
101 301 103 104 105
105 104 103 102 101
Vastus

101 102 103 104 105
101 105 217 301 400

You've Been

Siin on peamiseks kisimuseks, kuidas leida korduvad kombinatsioonid ja neid loendada. Erinevaid
v8imalikke kombinatsioone on (*2%), mis on ligikaudu 83 miljardit. See ei aita meid kuidagi edasi.
Uheks v&imaluseks oleks valja mdelda funktsioon, mis igale kombinatsioonile seab vastavusse iihe
arvu — nii saaks leida iga kombinatsiooni jaoks sisendis sellele vastava arvu ning loendada, kui mitu
korda mingit arvu esineb. Antud juhul on loomulik meetod kasutada kursusenumbreid stringidena ja
need kokku kleepida tiheks pikaks stringiks. Kui enne kursused mingis jarjekorras sorteerida, siis
samale kombinatsioonile vastab sama string (ja vastupidi — Gihele stringile vastab ks kindel
kombinatsioon) ja seda stringi saame kasutada votmena:

#include <map>
#include <algorithm>
#include <string>
#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
int n;
cin >> n;

map<string, int> logi;
// siin hoiame seni leitud suurimat esinemissagedust. Kuna lilesande tingimustes on
//vahemalt 1 kombinatsioon olemas, vdib selle panna lheks.

int maxN = 1;
string kursused[5]; //siin hoiame lihe inimese véetud kursusi
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for (int i = 0; i < n; i++) {
cin>> kursused[@] >> kursused[1] >> kursused[2] >> kursused[3] >> kursused[4];
sort(kursused, kursused + 5); // sorteerime kursused kasvavas jarjekorras

string voti;

for (int j = 0; j < 5; j++) {
voti += kursused[j]; // Uhendame kursuste numbrid lheks stringiks

}

// kui sellist votit pole (sellist kombinatsiooni ei esine)

if (!logi.count(voti))

{ logi[voti] = 1; // lisame selle vaartusega 1.

}

else { // kui voti on
int m = logi[voti] + 1; // suurendame kombinatsiooni korduste arvu
logi[voti] = m; // ja muudame vastavaks
// kui on suurem korduste arv, kui senine maksimum, muudame maksimumi.
maxN = max(maxN, m);

}

map<string, int>::iterator it;
for (it = logi.begin(); it != logi.end(); it++) { // ka&ime mapi 1labi
if (it->second == maxN) // kui on suurim korduste arv
for (int i = 0; i < 13; i += 3) {
// eraldame votmest kursuste numbrid ja valjastame need

cout << it->first.substr(i, 3) << " ";
}
cout << endl;
}
return 0;
}
3.13 KuHI
s
Kuhi (heap) on selline puu, millel kehtib P W/AEDJ )
. . . e s s . P o T
kuhjaomadus: tihegi tipu voti ei ole suurem kui (167 [ 8
tema llemuse voti. Kui kehtib vastupidine fr---\(/&\—”\\f‘,----\ ?f"'\-»._‘l_,-"-)h_ - ~
omadus — ihegi tipu vati ei ole véiksem kuitema g \ }D(} 910 4%59 -\_2!; .\%SI;
ilemuse v&ti — siis on tegemist péoérdkuhjaga. f?{ ( '5'\] (30
l"\..___,/'l \\____f‘ll IK __)'I

Kahendkuhi on kuhi, mis on Ghtlasi ka
kompaktne kahendpuu. Sageli moeldaksegi kuhja all justnimelt kahendkuhja ning siingi peatkis
vaatame edasi vaid kahendkuhja.

Kuna kuhi on kompaktne kahendpuu, siis sobib selle esituseks vaga hasti massiiv.
Kuhjal on enamasti realiseeritud jargmised operatsioonid:

e Suurima (v&i vdhima) elemendi (vGtme)vaartuse leidmine, keerukus 6 (1);
e Lisamine, keerukus O (log(n));

e Suurima (vdhima) elemendi kustutamine, keerukus @ (log(n))

e Kuhjastamine ehk etteantud elementide kuhjaks paigutamine;

Operatsioone kuhjal vGib realiseerida mitmel moel, lisamisel ja eemaldamisel tuleb aga hoolega
silmas pidada, et kuhja omadus sailiks. Selleks on kuhjal enamasti meetodid elementide nihutamiseks
lUles- ja allapoole. Lisamine on harilikult realiseeritud nii, et uus element lisatakse kuhja I6ppu ning
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nihutatakse seda kuhjas tlespoole, kuni kuhja omadus on taastatud. Eemaldamisel asendatakse
juurelement viimase elemendiga kuhjas, seejarel kukutatakse see element kuhjas digesse kohta ja
kuhjaomadus saab taastatud.

Kuhjasid kasutatakse:

- kuhjameetodil sorteerimiseks (O (n log n)),

- valikualgorimide (selection algorithms) realiseerimiseks, kuna miinimum ja
maksimumelemendi leidmine on kuhjas konstantse ajaga ning mediaani ja k. elemendi
leidmine toimuvad vahem kui lineaarse ajaga,

- mitmete graafitootlusalgoritmide realiseerimiseks,

- eelistusjarjekorra realiseerimiseks.

C++ keeles on paisfailis <queue> klass priority queue. Selle esimene, eemaldatav element on alati
suurim element. Kuna kuhja on mugav hoida massiivis, siis priority queue kasutab vaikimisi
vector klassi tegeliku konteinerina ning rakendab sellel operatsioone kuhjastruktuuri sailitamiseks.

Javas on klass PriorityQueue, mis on oma olemuselt péérdkuhi, nii et Javas vGetakse
eelistusjarjekorrast jargmisena kdige vaiksem element.

Pythonis on hea kasutada Lib/heapq.py. Nagu Javagi, kasutab Python p66rdkuhja ehk esimene
element on kdige vdiksem.

Jargmine tabel illustreerib kuhja kasutamist erinevates programmeerimiskeeltes:

Jarjekorra s loomine priority_queue<int> PriorityQueue<Integer> e = e=1[];
e new PriorityQueue<Integer> heapify(e)

();
Elemendi’a’ lisamine e.push(a) e.add(a) heappush(e, a)
Elemendi eemaldamine e.pop() a = e.remove(); a = heappop(e)

a = e.poll()
Esimese elemendi a =-e.top() a = e.element(); a=e[0]
vaatamine a = e.peek()
Kas jarjekord on tiihi? e.empty() e.isEmpty() not e

3.14 SORTIMINE

Sortimine on etteantud hulga elementide mingisse kindlasse jarjestusse seadmine. Enamasti
kasutatakse numbrilist voi leksikograafilist jarjestust. Elemendid antakse harilikult ette massiivina
ning sortimise tulemuseks on massiiv, kus

e (ikski eelnev element ei ole suurem jargnevast,
e viljund on sisendi permutatsioon.

Erinevaid sortimisalgoritme on paris palju. Sortimisalgoritmi nimetatakse stabiilseks, kui vGrdsete
elementide korral sailib nende omavaheline jarjestus algses jadas. Naiteks, kui on antud
mangukaardid jarjestuses #7 ¥2 ¥7 #8, siis numbrite jargi sorteerides on korrektsed nii ¥2 &7 ¥7 %8
kui ka ¥2 ¥7 &7 #8, kuid ainult esimeses on sdilinud seitsmete omavaheline algne jarjestus: risti
seitse on eespool artu seitsmest.

Oeldakse, et sortimisalgoritm té6tab kohapeal (in-place), kui algoritm ei vaja algandmete
sorteerimiseks rohkem kui konstantset hulka lisamalu.
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Sonastame sorteerimisiilesande ja vaatame selle erinevaid lahendusi:

On antud n-elemendiline tdisarvudest koosnev jada. Paiguta elemendid (imber nii,eta; < a, <
< ay.

3.14.1 Mullimeetod

Mullimeetod (bubble sort) on (iks vanemaid ja tuntumaid sortimisalgoritme. Algoritm on lihtsasti
mdistetav ning ka vaga lihtne programmeerida, mistdttu tutvustatakse seda sageli
programmeerimise algkursustel:

int mullimeetod(int* jada, int pikkus)

{
bool vahetus = true;
while (vahetus) { //kui on olnud vahetusi
vahetus = false; //veel ei ole vahetusi olnud
for (int i = 1; i < pikkus; i++) {
if (jada[i - 1] > jada[i]) { //kui eelnev on suurem jargmisest
int temp = jada[i - 1]; //vahetame elemendid
jada[i - 1] = jada[i];
jada[i] = temp;
vahetus = true; //ja peame meeles, et vahetus toimus
}
}
}
}

Jargnev skeem kujutab selle algoritmi t66d:

[a]2]s]4]1] [2[a]4]1]5] [2[a][1]4]5] [2[1]4]4]5] [1]=2]4]4]5]
[2[a[s]4]1] [2[a[a1]s] [2[a[1]4]s] [1[=2]4]4]s] [1[=2][4]4]5]
[2[4]s]a[1] [2[4]al1]s] [2[1]a]afs] [1[2]4]als] [1[2][4]a]s]
[2]a[a]s]1] [2[a]1]4]s] [2[1]4]4]5] [1[=2]4]4]5] [1]=2]4]4]5]
2[a]a]1]5] [2[a]1]a[s] [2[1]ala[s] [1[2][a]als] [1][2][4]a]5]

Skeemilt on lihtne margata, et esimesel labikaimisel satub kdige suurem element jada IGppu, teisel
labikdimisel pannakse eelvimane element oma kohale jne, mis tdhendab, et tegelikult ei ole vaja igal
sammul kogu jada labi kdia. Veelgi enam — pole raske veenduda, et kdik elemendid, mis asuvad
viimasest vahetusest tagapool, on juba sorteeritud. Siin on optimeeritud lahendus:
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int optmullimeetod(int* jada, int pikkus)

{
int viimane = pikkus;
while (viimane > @) { //kui on olnud vahetusi
viimane = 0; //veel ei ole vahetusi olnud
for (int i = 1; i < pikkus; i++) {
if (jada[i - 1] > jada[i]) { //kui eelnev on suurem jargmisest
int temp = jada[i - 1]; //vahetame elemendid
jada[i - 1] = jada[i];
jada[i] = temp;
viimane = i; //ja peame meeles viimase vahetuse koha
}
}
pikkus = viimane;
}
}

Mullimeetodi keerukus on 0(n?) ning isegi teiste sama keerukusklassi sortimisalgoritmidega
vorreldes (nt pistemeetod) on mullimeetod lldjuhul aeglasem, kuna keskmiselt tehakse rohkem
elementide vahetusi.

3.14.2 Valikmeetod

Valikmeetod (selection sort) on samuti vaga lihtne sortimisalgoritm: kdigepealt leitakse jadas kéige
vaiksem element ning vahetatakse see kdige esimese elemendiga. Seega parast vahetust on kdige
vdiksem element oma kohal ning protseduuri korratakse llejaganud jada elementidel, kuni kdik
elemendid on dige koha leidnud:

void valikmeetod(int* jada, int pikkus)

{
for (int j = ©; j < pikkus - 1; j++) { //ilksik element on vdhim, piisab
// eelviimaseni vaatamisest
int min = j; //paneme esimese 0ige asukohata elemendi minimaalseks
for (int i = j + 1; i < pikkus; i++) { //k3ime jada 1lopuni 1labi
if (jada[i] < jada[min]) { //leidime véiksema elemendi
min = i; //jatame asukoha meelde
}
}
if (min != j) { //kui vdhim element ei ole juba digel kohal
int temp = jada[j]; //vahetame elemendid
jada[j] = jada[min];
jada[min] = temp;
}
}
}

Siin on skeem, mis kujutab selle algoritmi t66d:

[4]2]s]a][1] [1]2[s]af4] [1[2]s]4]4] [1]2]2]5]4]
lal2]s]al1] [a]l2[s]afa] [1]2]s]ala] [1][2][a]a]5]
[4]2]s[a[1] [1]2][s[4[4] [1]2]4]5]4]

[4[2]s]4[1] [1]2]s]a]4]
[1]2]s]a]a]




Valikmeetodi keerukus on samuti on 0(n?). Samas on skeemilt kohe niha, et tegelikke vahetusi
tehakse oluliselt vahem kui mullimeetodit kasutades — vahetuste arv ei ole kunagi suurem kui
elementide arv.

3.14.3 Pistemeetod

Kolmas 0(n?) keerukusega sortimisalgoritm on pistemeetod (insertion sort). Pistemeetod on sageli
kasutuses vaiksematel andmemahtudel ning on keskmiselt kiirem kui mulli- vdi valikmeetod ning
sedagi on lihtne implementeerida:

void pistemeetod(int* jada, int pikkus)

{
for (int i = 1; i < pikkus; i++) { //vaatame iga elementi alates teisest
//kuni vaadeldava elemendini jada[i] on jada sorteeritud. Otsime dige koha jadas
for (int j = 1i; j > @ && jada[j - 1] > jada[jl; j--) {
int temp = jada[j]; //vahetame elemendid
jada[j] = jada[j - 1];
jada[j - 1] = temp;
}
}
}

Pistemeetod on kujutatud jargmisel skeemil:

[af2]sfaf1] [2]als[afr] [2fafs]af1] ([2]a]sa]s]1]
% v
[(2fa]s[s]r] [2]4]s[a]r] [2]a]a]s]r] ([2]4]a]1]s]

Pistemeetodi tegelik keerukus oleneb algandmetest. Nagu mainitud, siis halvimal juhul — kui jada on
kahanevas jarjestuses — tuleb teha n? vdrdlust ja vahetust, samas, kui andmed on juba Siges
jarjekorras, tehakse vaid n vordlust. Vaikeste jadade korral (n < 20) on pistemeetod kiirem kui
keerulisemad sortimisalgoritmid ja seda kombineeritakse sageli kiirmeetodiga.

3.144 Poimemeetod

PGimemeetod (merge sort) on juba monevorra keerulisem sortimisalgoritm. Selle métles 1945. aastal
vdlja arvutiteaduse (ks ,isasid” John von Neumann. Tegemist on ,jaga ja valitse” tiilipi algoritmiga,
kus jada jagatakse pooleks ja sorteeritakse kumbki pool eraldi, hiljem sorteeritud pooled pdimitakse.
Loomulikult ei piirduta vaid tihekordse poolitamise ja p6imimisega, vaid seda tehakse seni, kuni
alamjadad on soovitud pikkusega.
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Algoritmi pdhiosa on lihtne:

void poimemeetod(int* jada, int v, int p)

if (v <p) A
int keskkoht = (v + p) / 2;
poimemeetod(jada, v, keskkoht);
poimemeetod(jada, keskkoht + 1, p);
poimi(jada, v, keskkoht, p);

}

PGimimise osa nGuab rohkem naput6od:

void poimi(int* jada, int v, int keskkoht, int p)

{
int i, j, k;
int vpikkus = keskkoht - v + 1; // esimese 1oigu pikkus
int ppikkus = p - keskkoht; // teise 16igu pikkus

int *Vv
int *P

new int[vpikkus]; // p&imimiseks teeme vasaku ja
new int[ppikkus]; // parema 10igu jaoks eraldi massiivid

for (i = @; i < vpikkus; i++)
V[i] = jada[v + i];
for (j = 0; j < ppikkus; j++)
P[j] = jada[keskkoht + 1 + j];

i = 0; // vasakpoolse jada esimese elemendi indeks
j = @; // parempoolse jada esimese elemendi indeks
k = v; // poimitava koha algusindeks jadas
while (i < vpikkus && j < ppikkus) { // kuni mGélemas jadas on vaatamata elemente
if (V[i] <= P[3j]) { // vasakul on mittesuurem paigutamata element
jada[k++] = V[i++]; // paneme selle jadasse
}
else { // paremal on vaiksem element
jada[k++] = P[j++]; // paigutame selle jadasse
}
}

while (i < vpikkus) {//kui vasakus jadas on veel elemente
jada[k++] = V[i++]; //kopeerime need jarjest jadasse

}

while (j < ppikkus) { // kui paremas jadas on veel elemente
jada[k++] = P[j++]; // kopeerime need jarjest jadasse

}
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Poimemeetodi keerukusklass (ka halvimal juhul) on O(nlogn) ja see sobib eelkdige suuremate
jadade sorteerimiseks. PGimemeetodi miinuseks on, et see meetod nduab lisamélu mahus 2(n).
Eksisteerib ka selline variant pdimimisest, mis teeb seda kohapeal, ilma markimisvaarselt lisamalu
kasutamata, kuid see algoritm on juba paris keeruline. Huvilistele:
https://github.com/liuxinyu95/AlgoXY/blob/algoxy/sorting/merge-sort/src/mergesort.c
PGimemeetod sobib vaga hasti ahelate sorteerimiseks. Sellisel juhul puudub ka vajadus lisamalu
jaoks.

3.14.5 Kiirmeetod

Praegu tuntud algoritmidest on tldjuhul kdige kiirem meetod suurte jadade sortimiseks kiirmeetod
(quicksort). Ka kiirmeetod on ,,jaga ja valitse” tiilpi algoritm. Algoritmi idee on jargmine:
sorteerimata jadast voetakse (iks element, nn veelahe (pivot) ning vorreldakse teisi elemente sellega.
Koik elemendid, mis on veelahkmest vaiksemad v6i vordsed sellega, paigutatakse valitud elemendist
vasakule ehk ettepoole, need aga, mis on suuremad, paigutatakse paremale ehk tahapoole. Selle
tulemusena on veelahkmest vasakul ainult sellest mittesuuremad elemendid ja paremal ainult
suuremad elemendid. Seejarel sooritatakse sama protseduur valitud elemendist vasakul ja paremal
pool eraldi. Kui vasakul v6i paremal on vdhem kui kaks elementi, on see osa juba sorteeritud ja
rohkem ei olegi vaja midagi teha.

int jaota(int* jada, int v, int p)

{
int e = jada[v];
inti=v - 1;
int j =p + 1;
while (true) {
while (jada[++i] < e) {}
while (jada[--j] > e) {}
if (i >= j) return j;
int temp = jada[i];
jada[i] = jada[]];
jada[j] = temp;
}
}

131



void kiirmeetod(int* jada, int v, int p)

{
if (v < p) {
int e = jaota(jada, v, p);
kiirmeetod(jada, v, e);
kiirmeetod(jada, e + 1, p);
}
}

Kiirmeetodi keskmine keerukus on 0(nlog n). Halvimal juhul on kiirmeetodi keerukus kiill 0 (n?),
kuid praktikas on tegemist siiski kdige kiirema sorteerimisalgoritmiga. Sageli kombineeritakse
kiirmeetodit pistemeetodiga — kui sorteeritava alamjada pikkus on viike, naiteks kuni 20 elementi,
sorteeritakse see pistemeetodil, vastasel juhul vastavalt kiirmeetodi algoritmile.

Kiirmeetodi probleemseks kohaks vdib osutuda selle meetodi ebastabiilsus.

3.14.6 Vordlustel pohineva sortimise keerukuse alampiir

Eelnevalt vaadeldud sortimisalgoritmid pdhinesid kdik elementide vérdlemisel. Selliste algoritmide
keerukuse alampiir on O(nlogn). Miks?

Iga vordlustehe annab meile informatsiooni jada jarjestuse kohta. Kokku on n-elemendilisel jadal n!
erinevat voimalikku jarjestust. Saame konstrueerida otsustuste puu, kus lehtedeks on kdik
vOimalikud n permutatsioonid ja s6lmedeks vordlustehted.

Vordlustehtega s6lmel on

- vasakuks alluvaks on vérdlustehe, mille algoritm sooritab siis, kui vordluse tulemus on
negatiivne,
- paremaks alluvaks on vordlustehe, mis sooritatakse siis, kui tulemus oli positiivne.

Iga permutatsioonini viib tapselt Gks otsustuste tee. Kéige liihem selline tee ehk lehe vahim véimalik
kaugus puu juurest vastab parimale juhule — kdige pikem tee — ehk puu kdrgus vastab halvimale
voimalikule juhule. n! lehega kahendpuu minimaalseks kdrguseks on log,(n!) =log, 1 + log, 2
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+...+ log, n. Kuna hetkel huvitab meid ainult alampiir, siis pole vaja leida tapset tulemust. Selle
.. .. n . .. . . n
summa viimased n/2 liiget log, 2 log, n ei ole Ukski suurem kui log, 2~ Seega

log,(n!) = glogz 2 = glogz n-— %

Jarelikult on sellise puu minimaalne k&rgus O (n logn) ja seega ei saa vordlemistel pGhineva
sorteerimisalgoritmi keerukus halvimal juhul olla parem kui 22(nlogn).

3.15 SORTIMISE ERIMEETODID

Kui sisendandmed vastavad teatud taiendavatele piirangutele, siis mdningatel juhtudel on véimalik
kasutada ka efektiivsemaid sortimisalgoritme, mille keerukusklass on O(n). Tuntumad neist on
loendamismeetod (count sort), positsioonimeetod (radix sort) ja kimbumeetod (bucket sort). Kdik
need meetodid kasutavad lisaméalu mahus 02 (n).

3.15.1 Loendamismeetod

Loendamismeetodit saab kasutada, kui andmed on teadaolevas ja kiillaltki kitsas vahemikus.
Loendamismeetodi idee seisneb selles, et luuakse eraldi loendusmassiiv, kus igale indeksile vastab
liks elemendi voimalik vaartus. Kui suurim jadas esinev vaartus on max ja vahim min, siis on loodava
jada pikkus max — min + 1. Seejarel kdiakse esialgne jada elementhaaval Iabi ning suurendatakse
loendusmassiivis elementi kohal a;_,;,,- Sellisel moel loendatakse iga element.

0 1 2 3 1 indeks

1 2 3 4 5 vaartus, mida loendame

Massiivile 4,5,2,4,1 vastav loendusmassiiv

Kui loendasime arve, pole edasi vaja teha muud, kui vastavalt loendusmassiivile kirjutada igale
indeksile vastavat vaartust esialgsesse massiivi nii mitu korda, kui seda esines. Kui tegemist on aga
objektidega, siis saab arvutada, mitmendal kohal peaks sorteeritud massiivis olema antud
vOtmevaartusega element. Selleks arvutatakse loendusmassiivis iga elemendi m[i] jaoks alates teisest
m[i] + m[i-1], s.t leitakse selle vGtmega elemendi maksimaalne positsioon sorteeritud jadas.
Loendusmassiiv on siis kujul [1, 2, 2, 4, 5].

Kadime esialgse jada tagurpidi ldbi ja iga elemendi jaoks leiame selle positsiooni sorteeritud jadas: j =
m[a[i]- v] — 1. Kirjutamegi elemendi sellele positsioonile uude vastusjadasse ning vihendame
loendusmassiivis selle elemendi vétmele vastavat vaartust. Naiteks, pannud viimase elemendi (1)
vastusjadasse [1, x, X, X, x], vdhendame loendusmassiivis vaartust kohal 1-1 ja saame [0,2,2,4,5].
Jargmiseks paigutame massiivi eelviimase elemendi 4, ning saame vastusmassiivi [1,X,X,4,x] ning
loendusmassiivi [0,2,2,3,5] —jargmine ,4“, mis algses jadas ette tuleb, paigutatakse niid kohale 3
-1 =2. Sellisel moel elemente paigutades on tagatud ka stabiilsus.

See meetod vajab lisaméalu vahemalt loendusmassiivi pikkuse k jagu. Objektide korral on lisaks sellele
vaja veel Ghe n-elemendilise jada jagu malu sorteeritud elementide hoidmiseks, mis teeb kokku
lisamélu vajaduseks 2(n + k). Ka loendusmassiiv tuleb korra labi kdia, mistdttu omab selle algoritmi
kasutamine motet siis, kui k on vaike.
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3.15.2 Positsioonimeetod

Positsioonimeetodiga sorteeritakse harilikult positiivseid, mitte vaga pikki taisarve. Meetod seisneb
selles, et arve ei vaadelda arvudena, vaid numbritest koosnevate liitvGtmetena. Seega kui naiteks
kolmekohalisi arve sorteerides sorteerime need esmalt Gheliste jargi, seejarel kimneliste jargi ja siis
sajaliste jargi, saamegi tulemuseks sorteeritud jada.

Alamalgoritmina kasutatakse sorteerimiseks loendamismeetodit, seetottu peavad vétmed olema
koik sama pikkusega. Kasutus ei piirdu siiski ainult arvudega, sel moel saab sorteerida ka sénu.

3.15.3 Kimbumeetod

Kimbumeetod seisneb selles, et vaartuste jargi jaotatakse elemendid eraldi kimpudesse voi
ambritesse, mida siis sorteeritakse edasi kas kimbumeetodil v6i mdnel muul viisil. Naiteks sorteerides
jada, kus on arvud 0...99, eraldame uhte kimpu koik arvud 0..9, teise 10...19 jne. Sorteerides need
kimbud eraldi, saame tulemustest kokku panna sorteeritud jada.

3.16 MITME KRITEERIUMI JARGI SORTIMINE

Monikord vGib olla vaja sorteerida mitme kriteeriumi jargi, naiteks kaarte masti ja vaartuse jargi.
Uheks v&imaluseks on kasutada mdnda stabiilset sortimismeetodit ning sortida iga kriteeriumi jérgi
eraldi, alustades kdige vahemtahtsamast. Kui kriteeriume on k, tuleb jada sorteerida k korda ehk
sellise I1ahenemise keerukuseks on O (knlogn).

Tavalisemaks lahenduseks on koostada oma spetsiaalne vérdlemisfunktsioon, mis suudab objektid
etteantud jarjestuses reastada, vorreldes kdigepealt kdige olulisemat kriteeriumi ja kui selle jargi on
objektid vordsed, siis tahtsuselt jargmist jne. Halvimal juhul tuleb iga vordlusoperatsiooni korrata k
korda —iga kriteeriumi jaoks — ja seegi lahenemine annab halvimal juhul keerukuseks O (knlogn).
Pariselt tootab see lahendus aga kiiremini kui eelmine, sest enamasti ei ole vaja siiski vorrelda koiki
kriteeriume ning teiseks paastab see lahenemine vajadusest kasutada stabiilset sortimisalgoritmi.

3.17 PROGRAMMEERIMISKEELTE STANDARDTEEGID

Enamasti pole siiski vaja jalgratast leiutada, kuna madistlik Gildine sorteerimine on keelte
standardteekides olemas. Eriti oluline on see vdistlustel, kus lahendamisaeg on piiratud ning oma
sortimisalgoritmi kirjutamine ja testimine on liigne ajakulu. SeetGttu peaks iga véistleja end kurssi
viima oma keele pakutavate voimalustega.

Keele spetsifikatsioon maarab enamasti dra, mis tingimused sortimismeetodile kehtima peavad.
Praegu nduavad nii C++, Java kui ka Python, et sortimisfunktsiooni halvima juhu keerukus on
O(nlogn). Java ja Pythoni sortimisfunktsioonid on stabiilsed, C++ seda nduet ei esita, réhutakse
pigem nn kohapeal sortimisele. Millist algoritmi sortimiseks konkreetselt kasutatakse, s6ltub juba
konkreetselt kasutatavast teegist. Nditeks GNU C++ standardteek kasutab introsort algoritmi
kombineerituna pistemeetodiga. Introsort on kiirmeetodi ja kuhjameetodi hiibriid. Pythoniga tuli
kasutusse Timsort algoritm, mis on tuletatud pGime- ja pistemeetodist. Ka uuemad Java versioonid
kasutavad Timsorti objektide sortimiseks, arvutiiipidel kasutatakse kahe lahkmega kiirmeetodi
varianti.
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3.17.1 C++

C++ on paisfailis <algorithm> defineeritud funktsioon sort, millele antakse ette mingi jarjendi algus ja
I6pp. Naiteks massiivi korral:

intn=2>5
array size int t[] = {4,2,5,3,5}
sort(t, t+n);

vektori (vector) korral:
sort(v.begin(), v.end());

Vaikimisi sorteeritakse elemendid kasvavas jarjekorras ja vordlusoperaatori jargi. Paaride (pair) ja
ennikute (tuple) korral sorteeritakse need vaikimisi esimese elemendi jargi, kui esimesed elemendid
on vordsed, siis teise jargi jne. Enda defineeritud struktuuridel ja objektidel tuleb ise defineerida ka
vordlusoperaator ‘<’. Samuti saab sort funktsioonile parameetrina ette anda vordlusfunktsiooni, mis
saab ette kaks argumenti ja tagastab toevaartuse: tdese, kui esimene argument on vaiksem kui teine
ja vaara muul juhul:

bool cmp(string a, string b)

{
if (a.size() != b.size())
return a.size() < b.size();
return a < b;
}

sort(v.begin(), v.end(), cmp);
On vaga oluline meeles pidada, et sort ei ole stabiilne. Kui on vaja tagada stabiilsus, tuleb kasutada
funktsiooni stable_sort, mis enamasti pohineb pdimemeetodil.

3.17.2 Java

Javas on péises Java.Util.Arrays meetod Arrays.sort, millele antakse ette jada elementidest.
Kui on vaja sorteerida I6iku jadast, saab ette anda ka alguse ja 10pu indeksid. Tasub tdahele panna, et
algus kuulub 16iku, 16pp aga mitte.

3.17.3 Python

Pythonis saab sortimiseks kasutada kaht peamist viisi:

- funktsioon sorted saab ette jarjendi ja tagastab teise, sorteeritud jarjendi,
- jarjendil endal on meetod sort.

Vaikimisi sorteeritakse elemendid kasvavas jarjekorras:

>>> sorted([4,5,2,4,1])

[1, 2, 4, 4, 5]

Molemale funktsioonile saab ette anda lipu reverse, mille tGese vaartuse korral jada sorteeritakse
kahanevalt.

Lisaks on neil funktsioonidel ka parameeter key, mis maarab, mille jargi tegelikult sorteeritakse. key
on Gheargumendiline funktsioon, mille argumendiks on element ja tagastatavaks vaartuseks selle
elemendi voti, mida kasutatakse sorteerimiseks.
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Kindlasti tasub tutvuda ka mooduliga operator, kus on funktsioonid itemgetter, attrgetter ja
methodcaller, mis teevad votme etteandmise oluliselt mugavamaks ja véimaldavad ka mitme
parameetri jargi sorteerimist:

>>> from operator import itemgetter
>>> opilased = [('Andres', 14 , 8),('Kati', 10, 3),('Mati', 9, 3)]

>>> sorted(opilased, key=itemgetter(2, 0, 1))

[("Kati', 10, 3), ('Mati', 9, 3), ('Andres', 14, 8)]

Muidugi voib votme leidmise funktsiooni alati ise kirjutada. Votme leidmise funktsioon ei pea olema
rangelt objekti juures, vaid saab kasutada ka muid funktsioone:

>>> opilased = ['Andres', 'Kati', 'Mati']

>>> hinded = {'Mati': '3', 'Kati':'4', 'Andres': '5'}

>>> sorted(opilased, key=hinded._ getitem__, reverse=True)

['Andres', 'Kati', 'Mati’']

Python3 versioonides kasutab sort objektide 1t () funktsiooni. Kui oma objektil see meetod ise
defineerida, saab maarata ka objektide sorteerimise jarjestust. Python2 kasutades on soovitatav
defineerida k&ik vordlusfunktsioonid.

Uks néiitelilesanne:

Partlil on n mangukaarti. Ta soovib sorteerida kaardid nii, et kdige peal on potid, siis artud,
seejarel ruutud ning kdige 16puks ristid. Lisaks soovib ta, et iga mast on sorteeritud nii, et kdige
peal on dss, seejarel kuningas, emand, soldat ja siis numbrid kahanevas jarjekorras (10...2).
Sisendi esimesel real on kaartide arv n(1<n<1000000) . Jargmisel real on n kahemargilist stringi,
millest igaliks vastab mingile kaardile kaardipakist. Esimene tdahemark tahistab masti (C — risti, D
— ruutu, H —artu ja S — poti), teine mark vaartust (2...9, T— 10, J — soldat, Q — emand, K —
kuningas ja A — ass). Valjundiks on sorteeritud kaardipakk, nii et esimene on pealmine kaart, 2.
pealmisest jargmine kaart jne.

NAIDE:

5
C8 D8 SK DQ SK

Vastus:
SK SK DQ D8 C8

#include <iostream>

#include <string>

#include <algorithm> //siin on sort meetod
using namespace std;

string mudel = "AKQJT98765432";

bool on_pealpool(string a, string b) // vordlusfunktsioon kaardistringide vordlemiseks
{
if (a[e] != b[e])
return (a[@] > b[@]); // mastid on tdhestiku jarjekorras tagurpidi
else {
// vordleme teise tahemargi positsioone mudelstringis: see, mis on eespool, on
// vaiksem (ehk pakis pealpool)
return mudel.find(a[1]) < mudel.find(b[1]);
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int main()

{
int n;
cin >> n;
string* pakk = new string[n];
for (int i = 0; i < n; i++)
cin >> pakk[i];
// sorteerime paki, kasutades oma vordlusfunktsiooni
sort(pakk, pakk + n, on_pealpool);
for (int i = 0; 1 < n; i++)
cout << pakk[i] + ' ';
return 0;
}

3.18 KONTROLLULESANDED

3.18.1 Vabrikud

Paikeselinnas on N vabrikut (1<N<100), millest igaliks valmistab oma graafiku alusel kaupa.
Tapsemalt kulub igal vabrikul uue kaubapartii valmistamiseks P; paeva, kus 1<i<N. Kui kaup on
valmis, tullakse sellele veoautoga jarele. Igal paeval, mil mdnes vabrikus on kaupa, tuleb veoautojuht
ja toob koigist vabrikutest valminud kaubad dra. Juht t66tab aga ainult toopdevadel, laupadeviti ja
plUhapaeviti tuleb valminud kaubad lihtsalt kohapeal dara mia.

Antud on periood, mida uurida ning vabrikute andmed. Leida, mitu reisi peab veoautojuht selle aja
jooksul tegema. Aja lugemine algab alati esmaspaevast.

Sisendi esimesel real on uuritava perioodi pikkus T (1<T<10000) . Teisel real on vabrikute arv N.
Jargmistel N real on arvud P; (1<Pi<1000).
Viéljastada veoauto reiside arv.

NAIDE:

14

3

3

4

8

Vastus:

5 (esimene vabrik véljastab kaupa 3., 6., 9.
ja 12. paeval, teine vabrik 4., 8. ja 12.
paeval, kolmas ainult 8. paeval. Kuues paev
jaab lugemata, sest see on laupaev).
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3.18.2 Jalgpalliturniir

Jalgpalliturniiril saadakse 3 punkti voidu, 1 punkt viigi ning 0 punkti kaotuse eest. Meeskonnad
jarjestatakse jargmiste kriteeriumide alusel (kui k&igi eelmiste kriteeriumide tulemus on vérdne,
vGetakse jargmine)

1. Punktide arv (rohkem on parem)

2. Voitude arv (rohkem on parem)

3. Varavate vahe (suurem on parem)

4. L66dud varavate arv (rohkem on parem)

5. Méangitud mangude arv (véhem on parem)

6. Tahestikuline jarjekord

Antud on jalgpalliturniiri mangude tulemused. Leida selle p6hjal meeskondade jarjestus.

Sisendi esimesel real on meeskondade arv N(1<N<1000). Jargmisel N real on igaiihel iihe meeskonna
nimi. Nimed koosnevad kuni 32 margist ja ainult ladina tdhtedest. Meeskondadele jargneval real on
mangude arvM (1<M<1000). Jargmisel M real on igalihel ihe mangu tulemus jargmises formaadis:
<Nimil>-<Nimi2> <skoorl>:<skoor2>, nditeks Eesti-Soome 1:2 Viljundisse kirjutada meeskondade
jarjestus llaltoodud reeglite alusel.

NAIDE (unistamine on ju lubatud, eks):

10

Eesti

Lati

Leedu

Poola

Taani

Norra

Rootsi

Soome

Prantsusmaa
Inglismaa

11

Eesti-Lati 2:1
Lati-Leedu 0:1
Poola-Eesti 1:1
Poola-Eesti ©:0
Poola-Eesti 2:2
Taani-Eesti 3:2
Norra-Lati 2:0
Rootsi-Eesti 3:1
Soome-Lati 2:0
Prantsusmaa-Eesti 0:1
Inglismaa-Eesti 0:1
Prantsusmaa-Lati 0:1
Vastus:

Eesti

Lati

Rootsi

Norra

Soome

Taani

Leedu

Poola

Inglismaa
Prantsusmaa

138



3.18.3 Erdose arvud

Ungari matemaatik Paul Erdos (pildil) oli kuulus selle poolest, et ta kirjutas oma elu jooksul palju
teadusartikleid (tile 1500), tehes samas koostood paljude teiste teadlastega. Selle pdhjal on
defineeritud Erddse arvu mdiste. Nende teadlaste Erddse arv, kes Erdésega koos midagi kirjutasid, on
1. Nende Erdose arv, kes kirjutasid midagi koos Erdése kaasautoritega, on 2 jne.

On antud hulk teadust6id koos autorite ninedega. Leida iga autori Erdose arv. Kui autor pole
Erddsega seotud, vdljastada tema kohta -1.

Sisendi esimesel real on teadustodde arvN (1<=N<=1000) . Jargmisel N real on igalihel vastava
teadustdo info: kdigepealt semikoolonitega eraldatud autorite nimed, siis t66 pealkiri.

Viéljundisse kirjutada tahestiku jarjekorras autorid ja nende Erdose arvud. Valtimaks kodeeringust
tulenevaid probleeme, on Paul Erd6s on alati esitatud kui Erdos, Paul. Paul Erdost ennast pole vaja
vastusesse kirjutada.

NAIDE:

10

Brown, Tom C.; Erdos, Paul; Freedman, A. R.; Quasi-progressions and descending
waves.

Li, Yong; Lipmaa, Helger; Pei, Dingyi; On delegatability of four designated
verifier signatures.

Mielikdinen, Taneli; Ukkonen, Esko; The complexity of maximum matroid-greedoid
intersection and weighted greedoid maximization.

Brown, Tom C.; Pei, Dingyi; Shiue, Peter; Irrational sums.

Brazma, Alvis; Jonassen, Inge; Vilo, Jaak; Ukkonen, Esko; Pattern discovery in
biosequences

Targo Tennisberg; Katrin Gabrel; Voistlusprogrammeerimine

Bollobas, Bela; Erdos, Paul; Graphs of extremal weights.

Lipmaa, Helger; Mielikainen, Taneli; On private scalar product computation for
privacy-preserving data mining.

Bollobas, Bela; Das, Gautam; Gunopulos, Dimitrios; Mannila, Heikki; Time-series
similarity problems and well-separated geometric sets.

Mannila, Heikki; Ukkonen, Esko; A simple linear-time algorithm for in situ
merging.

Vastus:

Brazma, Alvis 4
Bollobas, Bela 1
Brown, Tom C. 1
Das, Gautam 2
Freedman, A. R. 1
Gunopulos, Dimitrios 2
Jonassen, Inge 4
Katrin Gabrel -1
Li, Yong 3

Mannila, Heikki 2
Mielikainen, Taneli 3
Pei, Dingyi 2
Shiue, Peter 2
Targo Tennisberg -1
Ukkonen, Esko 3
Vilo, Jaak 4
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3.184 Programmeerimisvoistlus

Programmeerimisvdistlusel on 1-100 osalejat ning 1-9 lGlesannet. Osalejad saavad esitada lahendusi,
mida loetakse kas Gigeteks voi valedeks. Tulemustes on osalejad jarjestatud esmalt Gigesti
lahendatud (lesannete arvu jargi ja kui see on vordne, siis kulunud aja jargi. Kui aeg on samuti
vordne, on osalejad oma numbrite jarjekorras. Kulunud aega mdddetakse vastavalt sellele,
mitmendal vOistluse minutil iga dige lahendus esitati. Kui v@istleja esitas enne diget lahendust samale
Glesandele ka vale lahenduse, liidetakse ajale selle eest 20 minutit.

Sisendis on esimesel real esitatud lahenduste arv N ja jargmistel N real lahenduste logi ajalises
jarjestuses. Igal logi real on voistleja number, llesande number, vdistluse algusest kulunud aeg ning
tulemus: dige (C) voi vale (I).

Viéljundisse kirjutada voistlejate paremusjarjestus vastavalt eespool kirjeldatud reeglitele. Iga
vOistleja kohta kirjutada tema number, lahendatud llesannete arv ning kokku kulunud aeg.

NAIDE:

1291
3111
13 19
12 21
11 25
Vastus:
12 66
3111

Esimese vdistleja lahendatud kolmas tlesanne ei mdjuta skoori, sest ta ei esitanud sellele Gihtki diget
lahendust.

0O N0 HAO

3.18.5 Pannkoogid

Vanaema teeb pannkooke ja asetab need taldrikule kuhja. Pannkoogid on natuke erineva suurusega,
tahistame seda positiivse tdisarvuga 1-100. Pannkoogikuhja on voéimalik pannilabida abil osaliselt voi
tadielikult Umber poorata.

Olgu meil naiteks kuhi 8 4 6 7 5 2. Kui panna pannilabidas alt kolmanda koogi alla ja selle peale jadvad
koogid imber poodrata, saame kuhja 7 6 4 8 5 2. Kui jargmiseks teha poore alates esimesest koogist,
on kuhi parastseda25846 7.

Sisendi esimesel real on pannkookide arv N (1<=N<=30). Teisel real on pannkookide suurusi
tahistavad N arvu. Eesmargiks on sorteerida pannkoogid nii, et suuremad oleks allpool ja vdiksemad

peal. Valjundisse kirjutada selleks vajalikud po6ramised. -1
NAIDE: F~

5
54321
Vastus:

1

NAIDE:

5
51234
Vastus:
12
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3.18.6 Kaartide segamine

Tavalises kaardipakis on 52 mangukaarti. 19. sajandi teisel
poolel elanud ja vesternitest tuntud kaardimangija Doc
Holliday (pildil Val Kilmeri kehastatuna) oskas kaarte segada
nii, et nad muutsid oma jarjekorda spetsiifilisel viisil. Samas
on tema kate liikumise jargi voimalik taibata, millist viisi ta
parajasti kasutab. Leida, mis on kaartide I6plik jarjekord
eeldusel, et Doc Holliday alustab segamist uue pakiga, kus
kaardid on sorteeritud.

Sisendi esimesel real on kaks taisarvu: voimalike
segamisviiside arvN (1<=N<=100) ja segamiste arv M
(1<=M<=1000). Jargmisel N real on igalihel mingis arvud 1-52, ‘
mis naitavad, millisesse jarjestusse esialgne pakk seda
segamisviisi kasutades segatakse. Lopuks tuleb M rida, millest
igalihel on 1 taisarv, mis naitab, mitmendat segamisviisi Doc Holliday jarjest kasutab.
Viéljundisse kirjutada arvud 1-52 sellises jarjestuses nagu kaardid 16puks on.

NAIDE:

2 2

21345678910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 52 51

52 234567 8910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 1

1

2

Vastus:

511345678910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 52 2

Esimene segamine vahetab omavahel esimesed kaks ja viimased kaks kaarti. Teine segamine vahetab
esimese ja viimase kaardi.

3.18.7 Kass klaviatuuril

Juhan kirjutab arvutis teksti, aga ei vaata samal ajal ekraanile. Samal ajal istub laual kass, kes laheb
aeg-ajalt Home ja End klahvide pihta, viies Juhani kursori vastavalt teksti algusse voi [6ppu. Leida,
milline tekst niiviisi I6puks vélja tuleb.
Sisendis on tapselt Uks tekstirida, mis koosneb tavalistest
tahtedest ja tlihikutest, see vastab Juhani kirjutatavale
tekstile. Kohad, kus kass vajutas Home, on tahistatud
margiga [ ja kohad, kus kass vajutas End, on tahistatud
margiga ]. Valjundisse kirjutada tegelik tekst.

NAIDE:

tere [maalilm

Vastus:

maatere ilm
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3.18.8 Pinugrammid

Pinu andmestruktuuri saab kasutada anagrammide koostamiseks. Tahistame pinu operatsiooni push
tahega i ning pop tahega o. Esialgsest sdnast saab anagrammi jargmiselt:

1. Luikkame koik selle s6na tahed pinusse.

2. Pinust valja tdommatud tahtedest koostame uue sona.

Vastavalt operatsioonide jarjekorrale voib saada erinevaid anagramme.

Naiteks esialgsest sonast TROT voib saada sona TORT kahel viisil:

iiiioooo

ioiiooio.

Sisendi kahel real on antud sdnade paar, mis moodustavad anagrammi. Leida k&ik voimalused, kuidas
kirjeldatud pinuoperatsioonide abil on voimalik esimene sdona teiseks muuta. Véimalused esitada
leksikograafilises jarjekorras.

NAIDE:
madam
adamm
Vastus:
iii
iii
iio
iio
NAIDE:
bahama
Bahama
Vastus:
ioi
ioi
ioi

o 00 s g TEC
1 01

NAIDE:

eric .........

rice
Vastus:
iioioioo

He e e e
o o oo
He H- O O
o o oo
O H O K
H- O H- O
o o oo

O O k- -
He He e e
O O O O
H- H- O O
O H O -
He e e e
O O O O
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3.18.9 Parv

Enamasti iletavad autod jogesid sildade kaudu. Mdnes kohas pole siiski sildu ehitatud ja nende
asemel kasutatakse parvesid. Kui ihtki autot ei ole, siis parv lihtsalt ootab. Kui autosid saabub, ldheb
parv vajadusel digele kaldale, vGtab auto(d) peale ning toimetab nad dle. Kui teisel pool on samal ajal
autosid ootamas, vGtab parv nad peale ja toob lle. Parv mahutab korraga N autot ja joe Gletamine
votab T minutit. Eeldame lihtsuse mottes, et parve peale ja parvelt maha sdit aega ei vota. Alguses on
parv joe vasakul kaldal.

Sisendi esimesel real on kolm taisarvu: parvele korraga mahtuvate autode arv N, joe Uletamiseks
kuluv aeg T ja autode koguarv M. Jargmistel M real on iga auto saabumise aeg ja kallas, kuhu ta saabub
(L voi R). Valjundisse kirjutada iga auto jaoks, millisel ajal ta vastaskaldale jouab.

NAIDE:

2 10 10

0L
10
20
30
40
50
60
70
80
90
Vastus:
10

30

30

50

50

70

70

90

90

110
NAIDE:
10 R
25 L
40 L
Vastus:
30

40

60

rr O O - - -
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3.18.10 Ahelmurrud
Ahelmurruks nimetatakse avaldist kujul

a0+

a, + L

a2+l

Ahelmurdu saab lihendatult kirja panna kujul [ag, a1, a,...,an]. Naiteks jarjend [2, 3, 1, 4] on vOrdne
murruga

1 43
3+ Ll 19

1+ )

Iga lihtmurdu on vdimalik teisendada selliseks ahelmurruks. Antud on kaks positiivset taisarvu:
lihtmurru lugeja ja nimetaja, leida sellele vastav ahelmurd ja viljastada see jarjendiesituses.
NAIDE:
43 19
Vastus:
2314
NAIDE 2:
12
Vastus:
0 2

2+

3.19 VITED LISAMATERJALIDELE

Kaasasolevas failis VP_lisad.zip, peatiikk3 kaustas on abistavad failid kdesoleva peatiiki materjalidega
pohjalikumaks tutvumiseks:

Lemming.cpp, Lemming.java, Lemming.py Lemmingute Ulesanne (pinu ja jarjekord)
Kursused.cpp, Kursused.java, Kursused.py Usina dlikooli Glesanne (kujutis)
Sortimine.cpp, Sortimine.java, Sortimine.py Erinevad sorteerimismeetodid
Kaardid.cpp, Kaardid.java, Kaardid.py Kaardipaki tlesanne (oma vordlemine)
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4 ARVUTEOORIA

Arvuteooria on matemaatika haru, mis tegeleb peamiselt
taisarvudega, samuti ka objektidega, mis koosnevad taisarvudest.
Sellised objektid on naiteks ratsionaalarvud ehk arvud, mida saab
esitada kahe taisarvu jagatisena.

Kaasaegsele arvuteooriale panid aluse Pierre de Fermat (1601-1665)
ja Leonhard Euler (1707-1783).

Fllsika on ajalooliselt pohinenud pigem reaalarvude ehk pideval
matemaatikal, mistéttu viimane oli ka ulikoolide
matemaatikakursustes esikohal.

Parast arvutite leiutamist on arvuteooria ja selle Gldistused nagu
diskreetne matemaatika oma tahtsust aga suurendanud. Arvutid
tootavad enamasti pigem diskreetsete objektidega ja ka kdik arvutis
esinevad arvud on piisavalt madalale tasemele minnes taisarvud.

Donald Knuth Utles 1974. aastal: "Peaaegu kdik arvuteooria teoreemid
on loomulikul viisil tarvilikud seoses vajadusega panna arvuteid Pierre de Fermat
sooritama vGimalikult kiireid arvutusi".

Kuna kdesoleva raamatu labivaks teemaks ongi kiirete arvutuste
tegemine, on matemaatika, eriti arvuteooria tundmine suureks abiks.
Eesti-suguses pisikeses riigis on ka hasti margata, et need, kes saavad
héaid tulemusi informaatikaollimpiaadidel, on enamasti vaga tugevad
ka matemaatikas. Kindlasti pole see ainult juhus!

Matemaatika annab hulgaliselt kavalaid vahendeid, kuidas
efektiivsemalt arvutada. Kuna arvutid suudavad teostada erinevaid
tehteid dlikiiresti, siis voib tunduda, et neid teadmisi enam eriti vaja ei
lahegi, kuid mitmete nippide abil on siiski vdimalik programmi t66aega
margatavalt [ihendada.

Vahel on lilesannete pohirdhk kusagil mujal, aga arvuteooria alased
teadmised ja rakendused on mdne detaili juures abiks. Sageli on
programmeerimisvoistlustel aga ka Glesandeid, mis ongi oma pohisisult matemaatikailesanded. Siin
peatikis kasitletakse programmeerimisiilesannetes sagedamini ette tulevaid kontseptsioone ja
meetodeid.

Leonhard Euler

4.1 JAGUVUS JA JAAK

4.1.1 Jaguvus

Jaguvus on arvuteooria keskseks mdisteks. Oeldakse, et tdisarv n jagub tdisarvuga m, kui leidub
selline taisarv k, et n = km. Jaguvust voib tdhistada kahel moel: n : m (arv n jagub arvuga m) voi
m|n (arvm jagab arvu n; arv m on arvu n jagaja). Naiteks arv 12 jagub arvuga 4, sest 34 = 12. Arv
5 aga ei jaga arvu 12, sest ei leidu sellist tdisarvu k, et k- 5 = 12.
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Jaguvusel on jargmised olulised péhiomadused:

ala —mistahes tdisarv jagub iseendaga, nditeks 12]12.
1|a — arv 1 jagab mistahes tdisarvu, naiteks 1|31.
a|0 — null jagub mistahes arvuga, naiteks 5|0.
Kui c|a ja c|b, siisc|(a + b) jac|(a — b).
Kui c|(a + b) ja c|a, siis c|b.
Kuiclajac tb,siisc t (a+ b).
Kui c|a, siis c|ka, kus k € Z.
Kui a|b ja b|c, siis a|c.
Kui a|b ja c|d, siis ac|bd
. Kuialbjablajaa,b €N,siisa =b.
. Kuiblajab = cd, siis c|a jad|a.
. Kui a|c ja b|c jaeileidu sellistarvu k > 1, et k|a ja k|b (a ja b on Ghistegurita), siis ab|c.
. Kuidl|ajabl|d,siisd/bla/b.
14. Kui on antud n jarjestikust arvu, siis jagub alati tapselt tks neist arvuga n.

WO NOUL A WNPR

[ = S SR Y
W N BB O

Enamik neist paistavad algul triviaalsed, kuid nende abil saab hiljem pdhjendada juba oluliselt
huvitavamaid tulemusi.

4.1.2 Jadk

Kui meil on tdisarv n ja naturaalarv m > 0, saab alati leida taisarvud k ja r, niietn = km + r, kus
|r] <m.

Sellisel juhul nimetatakse k jagatiseks (n/m), m mooduliks ning r jaagiks mooduli m jargi. Juhul, kui
r =0, siisn i m. Nditeks 12 =2 -5 + 2, seega arvu 12 jadk mooduli 5 jargi on 2. Arvu 12 jaak
mooduli 8 jargion 4,sest 12 =1-8 + 4.

Jaagi absoluutvaartus on alati vdiksem mooduli absoluutvaartusest. Naiteks arvu 12 saab esitada ka
kujul 12 = 1 %5 + 7, kuid 7 ei ole jaak mooduli 5 jargi, sest 7 > 5.

4.1.3 Jaagi leidmine programmeerimiskeeltes

Arvust jaagi leidmine mooduli jargi on programmeerimises vaga tavaparane tehe. Siin raamatus
kasitletavates keeltes kasutatakse tehtemargina %-marki. Tehe 7 % 3 annab vastuseks the.

Positiivsete arvudega on asi alati ihtmoodi, kuid negatiivsete arvude korral on oluline teada, kuidas
kaitub konkreetne programmeerimiskeel. Peamiselt on kasutuses kolm varianti:

1. Jagatis Umardatakse alati nulli suunas. Sellisel juhul jadk on sama margiga, mis jagatav:
r = a — n trunc(a/n). Seda varianti kasutavad nii Java kui ka C++ alates versioonist 11.
Varasemates C++ versioonides jaeti selles osas vabad kaed ning kasutus oleneb konkreetsest
keele implementatsioonist.

2. Jagatis Uimardatakse alati alla. Sellisel juhul jadk on sama margiga, mis jagaja:

r = a- n|a/n]. Seda varianti kasutab Python.

3. Jaak on alati positiivne. Sellisel juhul positiivse jagaja korral jagatis iUmardatakse alla,
negatiivse jagaja korral aga Ules:

_ (la/n),kuin > 0,

B {[a/n] Jkuin < 0,

ja jaak avaldub kujul = a — |n||a/|n]|].
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Jargnevas tabelis on toodud ndited tulemustest erinevatel juhtudel:

5%3 2 2 2
-5%3 -2 1 1
5%-3 2 -1 2
-5%-3 -2 -2 1

Pane tdhele, et negatiivsest tulemusest saab vajadusel alati positiivse, liites leitud jaagile juurde
mooduli ehk jagaja absoluutvaartuse. Kui peaks olema vaja positiivsest negatiivset saada, siis piisab,
kui lahutada mooduli absoluutvaartus.

Kui esmapilgul tundub tegemist olevat kiillaltki ebaolulise detailiga, siis algajatel programmeerijatel
vOib tekkida sellega seoses ootamatuid vigu. Naiteks kirjutades funktsiooni OnPaaritu paarsuse
kontrolliks kujul:

bool OnPaaritu(int a) {
return a % 2 == 1;

}

vOib selguda, et negatiivsete tdisarvude korral tagastab see funktsioon alati vaartuse false, kuna
naiteks -1 % 2 tulemuseks on -1.Kindlam on alati kirjutada:

bool OnPaaritu(int a) {
return a % 2 != 0;
}

4.1.4 Ulesanne: loosiiimbrikud

Jargmiseks Uks lihtne soojendusiilesanne:

Suures kastis on hulk imbrikke. M6ned neist on
tihjad ja moned tadidetud. Lapsed vétavad
Ukshaaval kastist iimbrikke. Iga laps vGtab korraga
kastist tapselt 2 Gmbrikku ning juhul, kui need on
moélemad tais voi mélemad tiihjad, paneb ta kasti
tagasi tlihja iimbriku (kui mélemad on tais,
eemaldab ta Uhest sisu ning paneb tiihjendatud
Umbriku tagasi), kui aga ks Umbrik on tiihi ja teine

tais, peab ta tagasi panema taidetud Gmbriku. Lopuks jaab kasti liks Gmbrik. Kas see on tihi voi tais?
Sisendi esimesel ja ainsal real on kaks tdisarvu m ja n, vastavalt tiihjade ja taidetud Gimbrike arv.
Valjastada TUHI kui viimane Gmbrik on tiihi, TAIS, kui viimane Gimbrik on téis vdi EI TEA, kui ei ole
voimalik otsustada, kas Umbrik on tuhi voi tais.

NAIDE :

21

Vastus:

TAIS (Kui esimene laps votab mdlemad tiihjad Gmbrikud, siis ta paneb neist Gihe tagasi ja teisele
lapsele jaab kasti Gks tiihi ja Gks tadis Gmbrik, millest ta peab tagasi panema tais imbriku. Kui esimene
laps votab tihja ja tais imbriku, siis ta peab tagasi panema tdidetud Gimbriku ja nii jaab teisele
lapsele samuti tiihi ja tdis Umbrik, millest ta peab tagasi panema taidetud Gmbriku. Nii jaab igal juhul
IGpuks kasti taidetud Gimbrik).
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Kuigi esmapilgul vdib see llesanne tunduda tsna keerukas, siis Iahemal vaatlusel pole raske margata,
et tdis Umbrikud lahkuvad kastist ainult paarikaupa — kui keegi dnnelik saab korraga kaks tdidetud
Umbrikku. Samuti ei teki votmise ajal taidetud Gimbrikke juurde.

Viimasel v6tmisel on kolm véimalust: mdlemad Gmbrikud on tiihjad, mélemad on téis vdi on (iks
Umbrik tais ja (ks tihi. Kui molemad Gmbrikud on tiihjad voi tais, laheb kasti tagasi tiihi Gmbrik ja
viimane Umbrik kastis on seega tiihi. Kui Gks Gmbrik on tlhi ja teine tais, siis sel juhul Iaheb kasti
tagasi tais Umbrik, mis jaab sinna viimaseks. Kuna tais iimbrikud lahkuvad kastist ainult paarikaupa,
siis saab 16puks alles olla Uks tiihi ja ks tais Gmbrik ainult siis, kui tdis Gmbrikke oli kastis kohe
alguses paaritu arv. Kehtib ka vastupidine — kui tais iGmbrikke oli alguses paaritu arv, siis peab enne
viimast votmist olema kastis tapselt ks taidetud imbrik. Seega piisab kogu (ilesande lahendamiseks
ainult sellest, et vaatame, kas tdidetud Gimbrikke oli algselt kastis paaris voi paaritu arv:

#include <iostream>

using namespace std;
int main()
{
int tyhjad, tais;
cin >> tyhjad >> tais;
if (tais % 2 == @) // Kui t&is Umbrike on paarisarv,
cout << "TUHI"; // siis viimane imbrik on tiihi,
else // muidu (kui on paaritu)
cout << "TAIS"; // on viimane lmbrik t&is
return 0;

}

Sellise tilesande lahendamiseks pole tegelikult muidugi isegi arvutit vaja, kuid voistlustel (ja ka
pariselus!) esineb siiski aegajalt tlesandeid, kus keerulise vormi sisse on peidetud véga lihtne
lahendus. Sarnased votted véivad sageli osutuda oluliseks ka keerulisemate Ulesannete jaoks
optimaalsemate algoritmite leidmisel.

4.1.5 Arvutamine moodulitega

Sageli saab tehte jaaki leida tehte operandide jargi, ilma tehte vastust valja arvutamata. Selleks on
koigepealt vaja teada kaht lihtsat, kuid olulist seost:

1. amodm=a, kuioc<a<m
2. (amodm)modm = amodm

Teine seos tdhendab, et mitmekordsel jadgi votmisel sama mooduli jargi jaab tulemus samaks. Kuna
a mod m tulemus on hulgas (0,1 ...m — 1), ning kehtib esimene seos, siis pole selle kehtivuses raske
veenduda. Naiteks

(17mod 3) mod3 = 2mod 3 = 2

Liitmine ja lahutamine

Liitmise jaoks saab kasutada seost:
(a+ b) mod m = [(amod m)+ (bmodm)] modm.

Naiteks:
(17 + 8) mod 3 = [(17 mod 3) + (8 mod 3)] mod 3 = (2+ 2) mod 3 = 4mod 3 = 1.

Lahutamine on pohimd&tteliselt sarnane liitmisele:
(17 —8) mod 3 = [(17 mod 3) — (8 mod 3)] mod 3 = (2 —2) mod 3 =0mod 3 =0.
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Aga mis teha, kui a mod m < b mod m, nagu tehtes (9 — 7) mod 3? Sellisel juhul
9—=7)mod 3 =[(9mod 3) — (7mod3)|mod3=(0—-1)mod3=—-1mod3 =7

Nagu juba teame, s6ltub tehte —1 mod 3 vastus juba konkreetsest programmeerimiskeelest voi
lausa implementatsioonist: Python annab vastuseks sobivalt 2, Java aga -1. Sellisel juhul saab
negatiivsest jaagist positiivse, liites vastusele juurde mooduli, antud naites siis—1 + 3 = 2.

Kindla peale kehtib seos:
(a — b) mod m = [(a mod m)- (b mod m) + m] mod m,

millest saame, et
(9—-7)mod 3 =[(9mod3)— (7mod 3)+3]mod3=(0—-1+3)mod3 =2mod3 =2.
Korrutamine ja astendamine

Korrutamise puhul kehtib samuti seos:
(ab) mod m = [(a mod m)(b mod m)] mod m

Naiteks:
(5*8)mod 3 =[(5mod3)-(8mod3)mod3=(2-2)mod3 =4mod3 =1

Astendamise puhul kehtib seos:
a’ mod m = (a mod m)? mod m

Naiteks:
5*mod 3 = (5mod 3)*mod 3 =2*mod3=16mod3 =1

Kuna just korrutades ja eriti astendades lahevad arvud kiiresti vdaga suureks, siis on see koht, kus
moodularvutusest on sageli abi. Kiillaltki levinud on llesanded, kus tuleb leida mingi suure arvu,
naiteks 574232190 viimane koht. Viimase ehk (iheliste koha leidmine on tegelikult jaagi leidmine
mooduli 10 jargi (kahe viimase koha leidmine on ekvivalentne jaagi leidmisega mooduli 100 jargi jne).

Jagamine

Jagamine on mdonevorra keerulisem, liitmise ja korrutamisega analoogsed seosed jagamise puhul ei
kehti. Naiteks:
(30 +2)mod 8 =15mod 8 =7,
aga
[(B0mod 8) = (2mod 8)]mod8 = (6 +2)mod8 = 3mod8 = 3.

Jagamise puhul tuleb appi v6tta modulaarne poo6rdvaartus. Arvu a modulaarne poordvaartus

mooduli m suhtes on selline arv a™*, mille korral kehtib seos a - a~! mod m = 1.

Jagamisel kehtib seos:
(a = b) mod m = [(a mod m) - (b~* mod m)] mod m,

kus b~ on arvu b modulaarne pé6rdvaartus mooduli m suhtes.

Naiteks:
(20 +5)mod 7 =[(20mod 7) - (3mod 7)] mod 7 = (6 -3) mod 7 = 18 mod 7 = 4,

Kus arv 3 on arvu 5 modulaarne pé6rdvaartus mooduli 7 suhtes, sest (3-5) mod 7 = 1.

Arvul eksisteerib modulaarne podrdvaartus parajasti siis, kui arv ja moodul on Ghistegurita.
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4.1.6 Ulesanne: anagrammid 2

Monikord on arvutusilesande vastus nii suur, et see ei mahu suurimassegi olemasolevasse
tdisarvutlipi dra voi ei peeta praktiliseks mitmekimnekohalist vastust kisida. Sageli kisitakse
programmeerimisvdistlustel vastust mingi etteantud mooduli jargi.

Teises peatlikis punkt ,2.7.2 Permutatsioonid” all oli Glesanne, kus tuli leida etteantud nimest kdik
vOimalikud anagrammid. Selles lilesandes jdid nimede pikkused kdllaltki lihikesteks. Vaatame selle
Glesande suuremat varianti, kus tahti, millest anagramme moodustatakse, on juba palju rohkem:

Ingliskeelses Scrabble’i komplektis on 100 taheklotsi:
E tdhega klotse on kdige rohkem - 12, A ja | tdhega
on9, 0-ga 8, N-i, R-ijaT-ga 6, D, L-i, S-i jaU-ga 4
klosti ja G-ga kolm klotsi. Kaks korda on B, C, F, H, M,
P,V,WijaY.J, K, Q, XjaZesinevad ainult Ghe korra. fr!
Lisaks on komplektis 2 tiihja klotsi. Scrabble’i

komplekt on olemas ka Eesti keele jaoks, selleson  |*
102 tahte ning kdige rohkem on A tahega klotse — 10. ..o
Klotside jaotus on olemas ka tehiskeelte, naiteks
Klingoni keele jaoks.

Vaikesel Pardil on ingliskeelne Scrabble’i komplekt.
Lugeda ta veel ei oska, kuid talle meeldib neid klotse Uhte ritta laduda, nii et moodustub (iks n-
taheline ,,sona“. Pardi dde Piret soovib aga valja arvutada, mitu erinevat n-tahelist ,,s6na“ on Pardil
voimalik valjavalitud klotsidest moodustada. Part ei vali kunagi tiihje klotse.

Sisendi esimesel ja ainsal real on 26 arvu. Esimene arv on A-tdhega klotside arv, teine B tdhega
klotside arv, jne, vastavalt inglise keele tahestikule. Viimane on seega Z-tdhega klotside arv. Arvud on
eraldatud tlhikutega. Klotsid moodustavad alamhulga ingliskeelsest Scrabble’i komplektist.
Viéljundisse kirjutada Uks arv: Erinevate n-taheliste jarjendite arv mooduli 10°+7 jargi.

NAIDE 1:

21100000000000000000000006O0

Vastus:

12 (AABC, AACB, ABAC, ABCA, ACAB, ACBA, BAAC, BACA, BCAA, CAAB, CABA, CBAA)

NAIDE 2:

922412232911426821646422121

Vastus:

820218216 (Tegelik vdimaluste arv on ligikaudu 9.74x10%?)

o

e

Sel korral kdiki permutatsioone leida ei ole vaja, on vaja ainult nende arvu. Nagu juba 2. peatiikis
selgus, on selle jaoks olemas jargmine valem:
n!

mqylm,! .. omy!

Nii ei ole tegelikult oluline teada, millised tahed konkreetselt kasutuses on, on vaja vaid taheklotside
koguarvu ning iga erineva klotsi esinemissagedust.

Viikese n korral on tegu vaga lihtsa arvutusilesandega, problemaatiliseks teeb antud llesande see,
et juba 22! on 21-kohaline ega ei mahu kuidagi suurimassegi tdisarvutiiiipi dra. Ulesandes aga vdib
murru lugejaks tulla lausa 98!, mis on juba 154-kohaline arv.
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Samas ega tapset vastust leida polegi ju vaja, piisab jadgist mooduli 18°+7 jargi. Eelnevalt tuli valja, et
korrutamine jadkidega ei ole kuigi keeruline. Isegi 100! leidmine mooduli 1 000 000 007 jargi ei ole
kuigi vaevanodudev, kasutades jargnevat funktsiooni:

int fakt(int n, int m)

{
int i = 1;
long long f = 1;
while (i < n) {
f *= ++1;
f %= m; // iga korrutamise jarel leiame jaagi
}
return f;
}

Keeruliseks teeb asja jagamistehe, sest nagu eespool selgus, siis pole lugeja ja nimetaja jaakide
leidmisest eraldi kuigi palju kasu.

Murru - saab teisendada taisarvude korrutiseks, kasutades omadust, et n jarjestikuse

mylmyl..my
tdisarvu korrutis jagub alati n!-ga (huvi korral loe Iahemalt
https://math.stackexchange.com/questions/12065/the-product-of-n-consecutive-integers-is-
divisible-by-n-factorial).

Naiteks kui on 10 klotsi: esimest tdhte 4, teist 3, kolmandat 2 ja neljandat 1, siis erinevate jarjendite
arvon

10! _]_-2-3-4. 5.6-7 8-9 10_ ~
41312111 41 ) 30 '2! '3—1'35'36'10—12600.

Klotsid on hea esinemissageduse jargi sorteerida, nii saab paremini kontrollida, kui suureks tehete
tulemused lahevad. Siinne naidislahendus annab dige vastuse ka siis, kui 12 E-tdhe asemel on hoopis
12 Z-tdhte, kuid sorteerimata jattes vGib tekkida olukord, kus viimaseks lugejaks jaab

89-90 - ...- 100, mis ei mahu enam 64-bitisesse arvutliilipi ara.
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Ulesande lahendus:

#include <iostream>
#include <algorithm>
using namespace std;

int main()
{
long long moodul = 1e9 + 7; // moodul, mille jargi vastuse leiame
int klotsid[26] = {@}; // massiv erinevate tahtede arvu jaoks
int tahti = @; // erinevaid kasutusesolevaid tahti
int i, j; // tsiklimuutujad
int algus = 1; // abumuutuja n! tikeldamisel: uue korrutise algus
int n = @; // klotside arv kokku
long long vastus = 1; // ulesande vastus
for (i =0; i< 26; i++) {
int s;
cin >> s;
// kui seda tahte ei ole, siis jatkame jargmise lugemisega
if (s == @) continue;
klotsid[tahti] = s;
tahti++; // suurendame erinevate tdhtede arvu
n += s; // liidame kogu klotside arvule selle tahega klotside arvu
}
sort(klotsid, klotsid + tahti); // sorteerime suuruse jargi
for (i = tahti-1; i >= 0; i--) { // alustame sagedasemast
int lopp = algus + klotsid[i];
long long f = 1; // jargmise klotsid[i] arvu korrutis
long long f2 = 1; // m[i] faktoriaal
for (j = algus; j < lopp; j++) {

£ *= 35
}
for (j = 2; j <= klotsid[i]; j++) {
2 *= j;
}

long long t = (f / f2) % moodul;
vastus *= t;
vastus = vastus % moodul;
algus = lopp;
}

cout << vastus;
cin >> i;
return 0;

}

Tasub ka tahele panna, et esimene jagatis on tegelikult alati 1, tdiesti moistlik on see arvutamata
jatta. Selleks piisab, kui p&hitstklit alustada i = tahti-2 ning enne tsiiklit muuta muutuja algus
vaartust: algus += klotsid[tahti-1];.

4.2 SUTIAVUK

Arvuteoorias tahtsateks moisteteks, millega ka koolimatemaatikas juba tisna varakult kokku
puututakse, on suurim Uhistegur (SUT) ja vahim Ghiskordne(VUK).

Naturaalarvude a ja b suurimaks iihisteguriks nimetatakse suurimat naturaalarvu c, nii et c|a ja c|b.
Naturaalarvude a ja b vahimaks tihiskordseks nimetatakse vahimat naturaalarvu c, nii et a|c ja b|c.

Koolimatemaatikas ja ka igapdevaelus on suurimat Uhistegurit vaja enamasti murdude taandamiseks
ning vahimat Ghiskordset erinimeliste murdude liitmisel tihise nimetaja leidmiseks.
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4.2.1 Eukleidese algoritm suurima uhisteguri leidmiseks

Kreeka matemaatik Eukleides Aleksandriast méarkas juba 300 aastat enne meie aega, et arvude a ja b

suurim Ghistegur c jagab lisaks arvudele a ja b ka nende vahet a - b. See on tegelikult triviaalne, sest

kui c|a, siis jaguvuse definitsiooni jargi a = xc ja analoogselt, kui c|b, siis b = yc, seega
a-b=xc—yc=clx—y) = c|(a—Db).

Praktikas tahendab see, et kui meil on vaja leida kahe suure arvu a ja b (a > b) suurimat Uhistegurit,
siis saab lilesande taandada lihtsamale kujule. Nimelt on a ja b suurim (ihistegur sama, misa — b ja b
Uhistegur. Sama votet voib korrata korduvalt. Naiteks arvude 63 ja 49 suurima Ghisteguri saab leida
nii:

SUT(63,49) = SUT(63 —49,49) = SUT(14,49) = SUT(14,49 — 14) = SUT(14, 35)
= SUT (14,35 — 14) = SUT(14,21) = SUT (14,21 — 14) = SUT(14,7)
= SUT(14 —7,7) = SUT(7,7) = 7.

Siin on tapselt sama vahetu lahendus C++ funktsioonina:

int syt(int a, int b) {
while (a != b) {

if (a > b) {
a -= b;
}
else {
b -= a;
}
¥
return a;

Ulaltoodud niites torkab silma, et niiteks arvu 14 lahutatakse mitu korda jirjest, digemini nii kaua,
kuni saadud vahe on <14. Seega v&iks ju lahutada kohe sobiva 14-kordse, antud néites siis

3-14 = 42.Veelgi enam: kui lahutada arvust a mingi arvu b kordset, kuni vahe on vaiksem kui
lahutatav arv, siis tegelikult leitakse arvu a jadki mooduli b jargi. Jaagi definitsioonist:

a=kb+r =a—-kb=r,
Kus r on a jaak mooduli b jargi.
Suurima Uhisteguri leidmine jaagi abil annab kompaktse rekursiivse lahenduse:

int syt(int a, int b) {
return (b == 0) ? a : syt(b, a % b);
}

4.2.2 Vihima uhiskordse leidmine

Kahe arvu vdahima Uhiskordse leidmisel kasutatakse omadust, et kahe arvu suurima Ghisteguri ja
vahima Ghiskordse korrutis on vordne nende arvude korrutisega:

a-b = SUT(a,b)-VUK(a,b),

millest
a-b

VUK(a,b) = m
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Seda omadust kasutatakse programmides enamasti vahima thiskordse leidmiseks:

int vyk(int a, int b) {

int temp = syt(a, b);

return temp ? (a / temp * b) : 0;
}

Siin tasub tdhele panna, et a*b/syt(a,b) asemel tagastatakse a/syt(a,b)*b . Sellisel moel hoitakse
arvud viiksemad ja vlditakse nii véimalikku Gletditumist. Kuna definitsiooni jargi SUT (a, b)|a, siis
vOib rahulikult jagamistehte a/syt(a,b) sooritada enne b-ga korrutamist.

Suurimat Ghistegurit ja vahimat Ghiskordset saab leida ka rohkem kui kahel arvul. Mitme arvu suurim
Ghistegur on suurim selline arv, mis jagab igaliht neist arvudest, ning vahim Ghiskordne on kdige
viiksem selline arv, mida kdik need arvud jagavad. SUT (a, b,c) = SUT(a, SUT(b, c)) ja samuti
VUK (a,b,c) = VUK(a,VUK(b,c)).

4.2.3 Ulesanne: hammasrattad

Jargmine Ulesanne ,,Hammasrattad” oli 2017. aastal Eesti informaatikaoliimpiaadi |I6ppvoorus:

Kellassepal on t66pink, mis suudab teha M kuni N hambaga
hammasrattaid. Kirjutada programm, mis leiab, mitu

erinevat kahest hammasrattast koosnevat llekannet saab
selle pingi abil teha. Kahte llekannet loeme erinevaks, kui
nende llekandearvud (esimese ratta hammaste arv

jagatud teise ratta hammaste arvuga) on erinevad.

Sisendi esimesel real on kaks tiihikuga eraldatud taisarvu M

ja N (1<M<N<1000), mis tahistavad minimaalset ja
maksimaalset hammaste arvu hammasratastel, mida antud
pingil teha saab.

Viéljundi ainsale reale valjastada voimalike Glekandesuhete arv.
NAIDE:

2 6

Vastus:

17 (Voimalikud suhted on jargmised: 2:6;2:5;2:4=3:6;3:5;2:3=4:6; 3:4;4:5;5:6;2:2=
3:3=4:4=5:5=6:6;6:5;5:4;4:3;3:2=6:4;5:3;4:2=6:3;5:2ja6:2.)

Lihtsa topelttsiikliga saame konstrueerida k&ik vdimalikud hammasrataste paarid. Ulesande
keerukamaks kohaks on see, kuidas leida sama suhtega paare. Suhteid saab vaadelda murdudena ja
nii on sama suhtega paaride tuvastamine tegelikult murru taandamise Ulesanne. Taandada on aga
koige lihtsam nii, et leiame lugeja ja nimetaja suurima Uhisteguri ja jagame nii lugeja kui ka nimetaja
sellega labi. Kuna vdib tulla mitmeid ekvivalentseid tGlekandeid, siis on kdige mugavam hoida
Glekandeid set andmestruktuuris — seal voib iga element esineda tdpselt (ihe korra ning katset
lisada korduvat elementi ignoreeritakse.
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Siin on programm, mis antud tlesande lahendab:

#include <iostream>
#tinclude <set>

using namespace std;

int syt(int a, int b) {
while (b > @) {
int ¢ = b;
b =2a%b;
a=gc;

}

return a;

int main()

int m, n;
cin >> m >> n;

std::set<pair<int, int>> s;
for (int a = m; a <= n; a++) { // esimese hammasratta voimalikud hambad
for (int b = m; b <= n; b++) { // teise hammasratta vdimalikud hambad
int d = syt(a, b); // leiame a ja b suurima iUhisteguri
// ja Jjagame a ja b sellega, et leida Ullekannet
pair<int, int> p = make_pair(a / d, b / d);
s.insert(p);

}
¥

cout << s.size();
return 0;

}

4.2.4 Diofantilised vorrandid

Diophantos Aleksandriast oli vanakreeka matemaatik, kes tegeles 3. sajandil algebraliste vorrandite
lahendamisega. Tema jargi nimetataksegi tdisarvuliste kordajatega algebralist mdaramata vorrandit,
millele otsitakse tdisarvulisi lahendeid, diofantiliseks vorrandiks. Vdrrandit kujul ax + by = ¢
nimetatakse lineaarseks diofantiliseks vorrandiks. Koolis Gpitakse, et vorrandi(siisteemi)
lahendamiseks peab vérrandeid olema vahemalt sama palju kui tundmatuid. Hoolimata sellest, et
antud juhul on Ghe vérrandi kohta kaks tundmatut, on sellisel spetsiifilisel kujul vérranditele voimalik
Uldlahendid leida.

Selleks on kdigepealt vaja leida a ja b suurim Uhistegur. Olgu see d. Vorrandil puuduvad lahendid, kui
d t c. Kui aga d|c, on vorrandil Idpmatu hulk lahendeid. Lahendamiseks saab kasutada veidi
tdiendatud Eukleidese algoritmi suurima Ghisteguri leidmiseks:

int dsyt(int a, int b, int &x, int &y) {

if (b == 0) {
x = 1;
y = 0;
return a;
}
int x1, y1, syt = dsyt(b, a % b, x1, y1);
X = yl;

y =x1-(a/b)*yl;
return syt;
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See algoritm annab meile x’ ja y/, nii et ax’ + by’ = SUT(a, b). Korrutades selle vérrandi mélemat
poolt ¢/SUT(a, b)-ga, saame

cx' cy'

_ +h— _—
YS0T(a,b) " SUT(a,b) <

_ cx . _ cy . ~ i . . Ly
kus xg = S0rcan) 12 Y0 = Strcany O" esialgse vOrrandi Gihed voimalikud lahendid. Uldlahend avaldub
. _ b . _ _ a
kujul x = xg +n * ST 12Y = Yo T Sy kusn € Z.

4.3 ALGARVUD

Algarvuks nimetatakse Ghest suuremat
naturaalarvu, mis jagub vaid arvuga 1 ja
iseendaga. Arvuteoorias on algarvudel vaga
tahtis roll: aritmeetika pohiteoreem (tleb,
et iga Uihest suurem naturaalarv on thesel
viisil (tegurite jarjekorda arvestamata)
lahutatav oma algarvuliste tegurite ehk
algtegurite korrutiseks. Naiteks 6 = 2 * 3 ja
16 =2%2%2*2.

Algarvud on matemaatikuid huvitanud juba
vaga varastest aegadest. Kuidas neid leida ja
dra tunda? Kui palju neid on? Kui tihedalt
nad esinevad?

Eukleides, lisaks Uhisteguri leidmise
algoritmile ja paljudele muudele avastustele
matemaatikas, tGestas ka, et algarve on

|6putult. Algarvude loendamine aga osutus Ulami spiraal — joonis, kus keskpunktist alates on spiraalis
juba keerukamaks tlesandeks. Arvust n loendatud naturaalarve ning nende seas algarvud musta punktiga

L dra mdrgitud. Pane tdhele tekkivaid mustreid!
vaiksemate algarvude arvu tahistatakse
m(n). Naiteks 7(100) = 25, see tdhendab,
et 100 vaiksemaid algarve on 25. Arvust x vdiksemate algarvude arv on

@) ~ —
X T

4.3.1 Eratosthenese soel

Kreeka Opetlane Eratosthenes Kiireenest métles juba paarsada aastat enne meie aega valja algoritmi
algarvude leidmiseks. Tema jargi nimetatakse vastavat meetodit Eratosthenese sGelaks, monikord ka
lihtsalt sGelaks. Vaatame jargmiseks, kuidas soela kasutades kasitsi algarve vilja s6eluda. Kdigepealt
kirjutame vaadeldava hulga arve jarjest Ules, néiteks sellise tabelina, nagu alljargneval joonisel.
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]

1] 2| 3| 4 6] 7| 8 9 10 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8] 9| 10 1| 2 4 5| 6| 7| 8 9] 10
11112)13|114|15/16(17| 18|15 20| (11|12|13|14|15|16|17|18|19| 20| (11|12|13|14|15|16|17|18|19| 20
21)122)23|124| 25| 26| 27| 28| 29| 30| [21|22|23|24|25|26|27|28|29| 30| (21|22|23|24|25|26| 27| 28| 29| 30
31)32)33|34|35|36|37| 38| 39( 40| [31|32|33|34|35|36|37|38|39| 40| (31|32|33|34|35|36|37|38|39| 40
41142143144|145|46| 47| 48| 49| 30| (41(42|43|44|45|46|47|48|49| 50| (41|42|43|44|45(46|47| 48| 49| 50
31)52|53| 34| 35| 56| 37| 58| 59| 60| [51|52|53|54|55|56|57|58|59| 60| [51|52|53|54|55|56|57|58|59| 60
bl) 62| 63| 64| 65| 66| 67| 68|69 70| [61|62|63|64|65|66|67|68|69| 70| [61|62|63|64|65|66|67|68|69| 70
T\ 72| 73| 74| 75| 76| 77| 78| 79| 80| |71|72|73|74|75|76| 77| 78| 79| BO| |71|72|73|74|75|76| 77| 78| 73| 80
81| 82| 83| 84| 85| 86| 87| 88| 89( 90| [81|82|83|84|85|86|87|88|89| 90| (81|82|83|84|85|86|87|88|83| 30
91|92\ 93| 94| 95| 96| 97| 38| 99(100| [91|92|93|94|95|96|97|98|99|100| (91|92|93|94|95|96| 97| 98| 99| 100

(2]

1] 2| 3| 4 5| 6] 7| 8 9| 10 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8 9| 10 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8] 9| 10
11|12(13|14|15|16(17| 18| 19| 20| |11(12|13|14|15|16|17(18|19| 20| [11|12|13|14|15|16|17[18|13]| 20
21|22(23|24|25|26(27| 28| 29| 30| |21|22|23|24|25|26|27[28|29| 30| |21|22|23|24|25|26|27(28|23| 30
31|32(33|34|35|36(37|38|39| 40| |31[32|33|34|35|36|37[38|39| 40| |31|32|33|34|35|36|37[38|39| 40
41(42(43|44|45(46| 47| 48| 49| 50| (41|42|43|44)|45|46(47| 48| 49| 50| (41|42|43|44)45|46(47| 48|49 50
51(52|53|54|55[56|57|58|59| 60| [51|52|53|54|55|56(57|58|59| 60| [51|52|53|54|55|56(57| 58| 59| 60
bl|62|63| 64| 65| 66| 67| 68|69 70| |61|62|63|64|65|66|67(68|69| 70| | 61|62 63| 64|65 66|67 68|69 70
71|72 73| 74| 75| 76| 77| 78| 79| BO| |71|72|73|74|75| 76| 77| 78| 79| 80| | 71| 72| 73| 74| 75| 76|77 7| 73| 8O
81|82(83|84|85|86(87|88|89| 90| |81|82|83|84|85|36|87(88|83| 90| |81| 82| B3| 84|85 86|87 88|83 90
91|92(93|94|95|96(97|98|99|100( |91(92|93|94|95|96|97(98|99|100| |91|592|93|94|95)|96]|97[ 95| 99| 100

Alguses on k&ik arvud potentsiaalsed algarvukandidaadid ja margitud tabelis rohelisena. Ainsaks
erandiks on arv 1, mille véime kohe markida punaseks kui mitte-algarvu. Sellele situatsioonile vastab
joonisel esimese rea esimene tabel. Edasi asumegi otsima neid arve, mis on mingi muu arvu kordsed
ehk kordarvud. Selleks valime vahima vaatlemata arvu, mis on potentsiaalne algav (tabelis roheline).
See arv ise on kindlasti algarv, sest ta ei jagu Ghegi endast vaiksema arvuga peale lihe. Esimene
selline arv on 2. Niitid on teada, et kaks on algarv, aga kahe kordsed ehk arvud, mis kahega jaguvad,
ei ole algarvud. Kuna 2|2, siis ka 2|2+2 ja 2| 2+2+2 jne. Margime tabelis iga teise arvu péarast 2
punaseks kui mitte-algarvu. Sellele vastab esimese rea keskmine tabel. Parasjagu vaadeldav arv 2 on
selles tabelis margitud kollasega lihtsamaks visuaalseks eristamiseks.

Jargmiseks kordame sama protseduuri arvuga 3 (lilemise rea parempoolne tabel). Kuna arv 4 on juba
punane ehk valja sdelutud kui mitte-algarv, siis sellega ei ole vaja enam midagi teha. S6elume vilja
veel 5 ja 7 kordsed (alumise rea vasak ja keskmine tabel). Alumise rea parempoolses tabelis on
I6ppseis — rohelisega on margitud veel ainult algarvud, teised on labi sGela ,,pudenenud” kui mingi
arvu kordsed.

Aga miks pole vaja enam sGeluda arvuga 117? TGesti, kui seda proovida, siis leiaksime arvud 22, 33, 44,
55, 66, 77, 88 ja 99, mis kdik on juba punased. Tabelis on arvud kuni 100ni ja 100 = 10 - 10. Selleks,
et korrutisa - b < 100, ei saa mdlemad arvud a ja b olla samaaegselt suuremad kiimnest. Kui ks
tegur aga on vaiksem kui 10, siis oleme seda juba vaadanud ja selle kordsed punaseks markinud.

Seega piisab alati, kui vaatame potentsiaalseid tegureid kuni v/n, kus n on arv, milleni algarve otsime.

SGela puhul veelgi efektiivsem on tdhelepanek, et kui me sdelume arvu i tegureid, siis vGib sGelumist
alustada arvust i?, sest analoogselt eelmise pdhjendusega on i-ni jdudes vilja sdelutud juba kdik
vaiksemad i kordsed ehk arvud kujul k - i, kus 1 < k < i.
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Lihtne sdela algoritm on jargmine:

int SP = 1000 // sdela pikkus
char soel[SP]; // algarvude jada

void alg() {
int i, j;
for (i =0; i < SP; i++)
soel[i] = 1; // alguses paneme kdik algarvudeks
soel[@] = @; // 0@ ei ole algarv
soel[1] = @; // 1 ei ole algarv
for (1 =2; i* i <= SP; i++) {
if (soel[i] == 1)
for (j =1*1i; j<SP; j+=1)
soel[j] = ©;

}

4.3.2 Algarvulisuse kontroll

Sageli on vaja leida, kas mingi arv on algarv voi mitte. Selle kdige vahetumaks viisiks on muidugi
proovida, kas moni arv vahemikus 2 ...a — 1 jagab arvu a. Programmeerimises tdhendab see lihtsat
tsaklit:

bool onAlgarv(int a) {
for (int i = 2; i < a; i++){
if (a2 %1 ==0) // kui i jagab a-d
return false; // siis a on kordarv

}

return true; // ei leidnud uUhtki arvu 2..a-1, mis a-d jagaks, a on seega algarv

}

Naiteks kuia = 7, siis tehaksetehted7 % 2,7 % 3,7 % 4,7 % 5ja7 % 6.Kuna neist likski ei ole
vordne nulliga, siis 7 on algarv. Siit torkab kohe silma, et kuigi 7 kahega ei jagu, proovime seda jagada
veel teiste paarisarvudega. Esimeseks optimeerimisvéimaluseks ongi paarisarvude valjajatmine —
kontrollime, kas a % 2 == 1 ja alles siis teeme tsiikli, aga seekord alustades vaartusest 3 ja liikkudes
sammuga 2:

bool onAlgarv(int a) {
if (a2 % 2 == @) // a on paaris
return false;
for (int i = 3; 1 < a; i+=2){
if (a2 %1 ==10) // i jagab a-d
return false;

}

return true;
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a =7 korral tehakse niitid tehe 7 % 2 ja seejarel tsiiklis tehted 7 % 3ja7 % 5. Aga kas on vaja leida
7 % 57 Kui arv 7 jaguks 5-ga, siis peaks teine tegur olema ju vaiksem kui 5 ja me oleme seda juba
proovinud. Seega piisab taiesti, kui vaatleme arve ruutjuureni a-st:

bool onAlgarv(int a) {
if (a2 % 2 == @) // a on paaris
return false;
for (int i = 3; i*i <= a; i += 2){
if (a2 %1 ==10) // i jagab a-d
return false;

}

return true;

}

a = 7 korral piisab niitid vaid 7 % 2 kontrollimisest.

Muuseas, miks on tstikli Idputingimusse kirjutatud i*i<=a, aga mitte i<=sqrt(a)? Sellepérast, et
ruutjuure leidmine ei ole enam triviaalne protseduur ja i*i arvutamine on oluliselt kiirem.

Kuidas hakkama saada, kui kontrollida on vaja suuremaid arve? Seda illustreerib jargmine llesanne.
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4.3.3 Ulesanne: algarvu-Scrabble

See llesanne on 2016. aasta Eesti informaatikaolimpiaadi eelvoorust (autor Heno Ivanov):

Algarvu-Scrabble on Glhe méngija lauamang. Mangija saab endale N mangukivi, millel on igathel tks
number 1-9. Iga kivi vaartus on sellele kirjutatud number. Mangu kaigus tuleb asetada kive Uksteise
korvale ritta. Alustatud rida voib pikendada vasakule ja paremale, kuid juba lauale asetatud kive
Umber paigutada ei tohi. Iga kord, kui laual olev rida moodustab vasakult paremale voi paremalt
vasakule lugedes algarvu, saab mangija kéigi laual olevate kivide vaartuse eest punkte. Kui kivid
moodustavad algarvu korraga mélemas suunas, saab mangija punkte mdlema eest. Kive tuleb lauale
asetada nii, et mangu IGpus oleks laual algarv. Kui see pole vGimalik, jadvad moned kivid mangijale
katte ning ta saab nende vaartuse ulatuses trahvipunkte. Leida sisendis antud kivide komplekti jaoks
maksimaalselt punkte andev manguplaan. Kui sama punktisumma saamiseks on erinevaid véimalusi,
valjastada lkskoik milline neist.

Sisendi esimesel real on kivide arv N (1<N<8) ja teisel real N tiihikutega eraldatud taisarvu
(mangukivid).

Vastuse esimesele reale valjastada lauale asetatud kivide arv K ning teenitud kogusumma S.
Jargmisele K reale valjastada manguseis ja punktisumma iga kdigu jarel. Viimasele reale valjastada
trahvipunktide arv.
NAIDE 1:

4

1657

Vastus:

4 74

7 14

67 27

167 55

5167 74

(%]

NAIDE 2:

4

1767

Vastus:

3 48

7 14

67 27

167 55

-7

Selle ilesande lahendamisel tuleb kombineerida kaks ideed: esiteks algarvude , ette” valja
arvutamine ning meeles pidamine ja teiseks pligamisega taislabivaatus.
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Lahenduse skeem:

1. Leiame ,vdikeste” arvude jaoks sdelaga, kas tegu on algarvudega voi mitte. Neid saab omakorda
kasutada suuremate arvude algarvulisuse kontrollis!
2. Sooritame taislabivaatuse, proovides panna lauale k&iki vGimalikke kive, nii vasakusse kui
paremasse serva.
a. Kui lauale tekib arv, mis on varem juba labi vaadatud, siis kasutame juba leitud vastust
(pligamine).
b. Lauale tekkivate arvude algarvulisust kontrollime jargmiselt:
i)  Kuiarv oli sGelaga labi kaidud, on vastus olemas.
ii) Kui arv on sbela piirist suurem, kasutame sGelas olevaid algarve, et suure arvu
algarvulisust kontrollida. Kui (mitte)algarvulisus on tuvastatud, siis jatame selle meelde,
sest sama arv voib rekursiooni teises harus uuesti lauale tulla.

SGela koostamise algoritm on juba eespool toodud (punktis 4.3.1), vaatame, kuidas kaib selle abil
algarvulisuse kontroll:

#tdefine SP 9000000 // soela pikkus
std: :map<int, int> suuredArvud; // pikemate arvude kohta algarvulisuse info hoidmine
char soel[SP]; // sbel

int onalgarv(int p) {
int i;
if (p < SP) // kui kontrollitav arv sdelas
return soel[p]; // tagastame sealt info: 1 kui on algarv, © kui ei ole

if (suuredArvud.find(p) == suuredArvud.end()) { // kui ei ole veel kontrollinud
for (i = 2; i <= sqrt(p); i++) {
if ((i < SP) && (soel[i] == @)) // i on sdelas ja i on kordarv
continue; // votame jargmise arvu
if (p %1i==0){ // kui p jagub i-ga
suuredArvud [p] = @; // lisame mapi, et p on kordarv
return 0;
}
}
suuredArvud [p] = 1; // p el jagunud millegagi, lisame mapi, et p on algarv

}

return suuredArvud [p]; // tagastame salvestatud info map’ist

}

PShiprogramm, mis seda algarvulisuse kontrolli kasutab, on aga jargmine (algne autor Ahto Truu, siin
toodud kohandustega):
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// pikkus - lauale pandud kivide arv
// punktid - enne viimast kivi saadud punktid
// vasak - laual olev arv vasakult paremale lugedes
// parem - laual olev arv paremalt vasakule lugedes
// mask - kimne aste, mis vastab laual olevale kivide arvule
void otsi(int pikkus, int punktid, int laual, int vasak, int parem, int mask) {
int i;
if (pikkus > @) {
kaigud[pikkus - 1] = vasak;
if (onalgarv(vasak)) punktid += laual;
if (onalgarv(parem)) punktid += laual;

pk[pikkus - 1] = punktid;

}
if ((mask == @) || onalgarv(vasak) || onalgarv(parem)) {
int voimalik = punktid - trahv + laual;
if (parim < voimalik) {
parim = voimalik;
p_pikkus = pikkus;
for (i = 0; 1 < pikkus; i++) {
p_kaigud[i] = kaigud[i];
p_pk[i] = pk[i];
p_trahv = laual - trahv;
}
}

int max_arv = (vasak > parem) ? vasak : parem;

if (pyga.find(max_arv) == pyga.end()) {
// sellist arvu pole varem olnud, salvestame

pyga[max_arv] = punktid;

else {
// selline arv on varem olnud
if (pyga[max_arv] >= punktid)
// ja andis rohkem punkte, edasi pole motet uurida
return;

}

// proovime koiki kive alates suurimast, sest see annab heuristiliselt rohkem punkte
for (i =9; 1i>=0; i--) {
if (kaes[i] > @) {
kaes[i]--;

if (mask == @) {
otsi(pikkus + 1, punktid, laval + i, i, i, 1);

}
else {
int uusmask = 10 * mask;
// vasakule lisamine
otsi(pikkus + 1, punktid, laual + i, uusmask * i + vasak,
parem * 10 + i, uusmask);
if (vasak != parem)
// paremale lisamine
otsi(pikkus + 1, punktid, laual + i, vasak * 10 + i,
uusmask * i + parem, uusmask);
}

kaes[i]++; // kivi laualt katte tagasi
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int main() {
int n, i, k;
cin >> n;
for (1 =0; i< n; i++) {
cin >> k;
kaes[k]++;
trahv += k;

}

alg();
otsi(e, @, @0, 0, 0, 0);

cout << p_pikkus << " " << parim << endl;
for (1 = 0; i < p_pikkus; i++) {
cout << p_kaigud[i] << " " << p_pk[i] << endl;

}

cout << p_trahv << endl;

¥
4.3.4 Arvu algtegurid

Sageli esineb ka Ulesandeid, kus on vaja leida antud arvu algtegurid. Selle juures on oluline tdhele

panna, et kui on teada arvu ¢ = pyp, ... Py, kus p; on algarv, iks algtegur p;, siis arv
Cc

o, = P1P2 - Pi-1Pi+1 - Pn- See tahendab, et kui on leitud arvu c Uks algtegur, siis teiste algtegurite
leidmiseks vGime leida arvu 5 algtegurid. Néiteks kui leiame arvu 105 algtegureid, siis kuna 3|105 on
3 arvu 105 algtegur. Jargmiste tegurite otsimiseks piisab arvu 105 : 3 = 35 algtegurite leidmisest,

need on ka arvu 105 llejaanud algteguriteks.

Algteguriteks jagamisel on ka kasulik kasutada sdela, eriti kui tegureid tuleb leida rohkem kui tihel
arvul. Siin on funktsioon, mis leiab etteantud arvu algtegurid (s6el peab enne tadidetud olema):

vector <long long> algtegurid(long long n){
vector <long long> tegurid; // siin hoiame vastust
int aa = 1; // jargmine algarv, millega jagame
while (++aa < MS){ // otsime sdelast
if (!soel[aa]) continue; // kui ei ole algarv, votame jargmise
if (aa*aa > n) break; // kui teguri ruut on suurem kui n, siis lopetame
while (n % aa == @) { // kuni jagub vaadeldava algarvuga
tegurid.push_back(aa); // kirjutame selle algarvu tegurite massiivi
n /= aa; // jagame n-i 1labi

}

if (n != 1) tegurid.push_back(n); // kui meil midagi jarele jdi, siis algarv
return tegurid;

}

Uks huvitav llesanne on ka leida, kui palju on arvust n vdiksemaid arve, mis on arvuga n ihistegurita.
Vahetu vdimalus on muidugi arvutada SUT(i,n) iga 1 < i < n — 1 jaoks ja loendada need korrad,
kus tulemuseks on 1. Tegelikult on selle valjaarvutamiseks Euleri funktsioon ehk Euleri ¢:

o =n]] (1-3)

kus p on arvu n algtegur.

Naiteks arv 20 = 22 -5 ja $(20) = 20~ (1 —5)(1 — %) =8.Need arvudon 1,3, 7,9, 11, 13, 17 ja 19.
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4.4 POSITSIOONILISED ARVUSUSTEEMID

Arvusiisteem on votete kogu, mis véimaldab arve Ghesel viisil nimetada ja tahistada. Kdige vanem
teadaolev arvuslisteem on Babliiloonia arvusiisteem, mis eksisteeris juba Ule kolme tuhande aasta
enne meie aega. Praegu kasutatakse lle maailma peamiselt kimnendslisteemi. Nii Bablloonia
siisteem kui ka kiimnendslisteem on positsioonilised arvusiisteemid. Sellistes siisteemides
kasutatakse arvude tahistamiseks teatud markidest ehk numbritest koosnevaid jarjendeid, kusjuures
numbri vaartus sbéltub tema asukohast jarjendis. Naditeks kiimnendsisteem koosneb kiimnest
numbrist(0...9) ning kdige parempoolsema vaartus on 0..9, paremalt teise vaartus on aga 10 korda
suurem, kolmanda vaartus 100 korda jne. Naiteks kiimnendslisteemis arv 987 tahendab

9-100 + 8- 10 + 7 ehk formaalsemalt 9 - 10% + 8- 10 + 7 - 10°. Positsioonilises arvusiisteemis
numbrite jarjend

anan_1 ..-A10g
tahistab arvu
k™ + a1k 4 -+ ark + a,.
Arvu k nimetatakse arvusiisteemi aluseks ehk baasiks.

Arvusisteemis alusel k kasutatakse arvude markimiseks harilikult k erinevat numbrit — nagu
mainitud, kimnendsilisteemis on nendeks tavaliselt numbrid 0...9, kahendsisteemis kasutatakse O ja
1, kuueteistklimnendsiisteemis voetakse numbritele lisaks appi téhestiku esimesed tdahed A...F.
Selleks et numbrijadasid vastavalt alusele eristada, margitakse alus alaindeksina, nt 101, tdhendab, et
tegemist on arvu kahendsiisteemis esitusega.

4.4.1 Siisteemide vahel teisendamine

Kbige tavalisemad arvusilisteemid, millega programmeerija kokku puutub, on kiimnendststeem,
kahendslisteem ja kuueteistkimnendsiisteem. Kiimnendslisteem |dhemalt tutvustamist ei vaja.
Kahendslisteemi aluseks on 2 ja tavaliselt kasutatakse arvu markimiseks numbreid O ja 1. Naiteks

101, =1-22+40:2+1=4+0+1=75,

Kuueteistkiimnendsisteemis on aluseks 16 ning A tahistab arvu kimme, B arvu lksteist jne. F
tahistab arvu 15, naiteks
2B716=2-162+11-16 + 7 = 695,

Kuna oleme harjunud métlema ja arvutama kiimnendsisteemis, siis kimnendsisteemi teisendamine
tuleb Gsna loomulikult — me ei m&tlegi, et tegelikult leiame kdigepealt Gihes arvuslisteemis esitatud
arvu vaartuse ning seejarel teisendame selle teise siisteemi ehk antud néaites kiimnendsiisteemi.

Uhest siisteemi teise teisendamiseks on peamiselt kaks algoritmi: tiks neist teisendab nii-6elda
vasakult paremale, teine paremalt vasakule. Oletame, et on vaja teisendada arv x arvusisteemi
alusel y.

Paremalt vasakule teisendades alustatakse k&ige vdiksemast positsioonist ehk thelistest. Selleks
tuleb leida arvu x jadk alusega y, st x mod y. Sellele vastav mark ongi kdige parempoolsemaks
numbriks. Jargmiseks margiks on x/y mod v, sellest jargmiseks x/y? mod y jne.

Jargmine funktsioon tagastab etteantud positiivse tdisarvu etteantud alusel esituse stringina just
tagant ettepoole teisendades:
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string arvAlusele(unsigned int n, unsigned int alus) {

string s = ""; // vastus
if (n == @) return "0";
while (n) {

int d = n % alus; // jargmise koha vaartus

// Teisendame selle margiks, esimesed on 0..9, edasi A..
s += (char) (d < 10) ? '@' + d: 'A" +d - 10;

n /= alus; // vahendame n

}
reverse(s.begin(), s.end()); // tegime paremalt vasakule, keerame Ulmber
return s;

}

Vasakult paremale teisendades alustatakse kdige suuremast positsioonist ehk kdige suurema
vadrtusega kohast arvust. Sellisel juhul leitakse kdigepealt jagatis d = x/yk, kus k on valitud selliselt,
et kehtib 1 < d < y — 1. See on arvu esimeseks kohaks. Edasi leiame vahe a=x - d - y* ehk

x mod y¥. Jargmiseks kohaks arvus on a/y*~! ja edasi jatkatakse samamoodi.

string arvAlusele2(unsigned int n, char alus) {
string s = ""; // vastus

unsigned int aste = alus; // astendatud alus
while (n > aste){
aste *= alus; // otsime suurima astme

}

aste /= alus; // laksime 1 astme modda, jagame alusega

while (aste) {
int d = n / aste; // jargmise koha vaartus
// Teisendame selle margiks, esimesed on ©..9, edasi A..
s += (char)(d < 10) ? '0' +d : 'A" +d - 10;
n %= aste; // uUlejaanud kohad
aste /= alus; // vdhendame kordset

}

return s;
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4.4.2 Ulesanne - positsioonilised arvusiisteemid

Jargmine Ulesanne on Eesti informaatikaoliimpiaadi IGppvoorust aastast 2017 (autor Konstantin
Tretjakov):

Me oleme harjunud kirjutama arve kiimnendststeemis. Kui me kirjutame , 123", siis tegelikult
tahistab see avaldist 1x10% + 2x10 + 3. Vahel kasutame ka kahendsiisteemi. Arvu ,, 123“ esitus
kahendsiisteemis on 1111011, mis tdhistab avaldist 1x26 + 1x2° + 1x2* + 1x23 + 0x22 + 1x2 + 1.
Positsioonilise arvusisteemi alus ei pea tingimata olema naturaalarv. Arvu ,, 123" véime kirjutada ka
alusel -10. Siis on selle esitus 283, mis tahistab avaldist 2x(-10)? + 8x(-10) + 3. Arvusiisteemi alus ei
pea olema isegi taisarv. Arvu ,123“ vGime esitada ka alusel 2,5. Siis on tulemus 22122,02012122...
(kus murdosa jatkub paremale poole |I6pmatuseni). Sama arvu esitus alusel -2,5 on 1102102,10102...
Arvu ,,2,5“ enda esitus alusel 2,5 on muidugi 10. Arvu ,,2,5“ esitus alusel -2,5 on, vdib-olla natuke
ootamatult, 121,021011...

Moeldavad on ka arvusiisteemid, mille aluse absoluutvaartus on vaiksem kui 1. Sellistes stisteemides
on esitused tavaparasega vorreldes peegelpildis ja neis voib olla Idpmatu arv numbreid enne koma.
Naiteks arvu ,, 123 esitus alusel 0,1 on 3,21, mis tahistab avaldist 3 + 2x0,1-! + 1x0,12, ja arvu
1/3 esitus ...3333330, 0.

Kirjutada programm, mis saab ette ratsionaalarvud R ja B ning véljastab arvu R esituse alusel B.
Sisendi esimesel real on mittenegatiivse arvu R esitus kiimnendsisteemis, enne ja parast koma kokku
maksimaalselt 10 numbrit. Teisel real on arv B (0,1<|B|<10; (min(|B|,|1/B]|))?e<10-18), samuti
kiimnendsisteemis ja maksimaalselt 10 numbrit parast koma.

Viljastada arvu R esitus alusel B tidpsusega vihemalt 108, See tihendab, et kui véljundis on niiteks
abc,de, peab kehtima vdrratus |R-(axB2 + bxB + c + dxB! + exB-2)| <10-8. Kui seda vBrratust
rahuldavaid esitusi on mitu, voib valjastada tUksk&ik millise neist, tingimusel, et valjastatud esituse
pikkus ei tleta 1000 marki. Kui |B|>1, vdib vdljund sisaldada numbreid @...|B| -1. Kui |B| <1, v&ib
valjund sisaldada numbreid 0..| 1/B| -1. Kusjuures |B| ja | 1/B|on imardatud tlespoole ldhima
tdisarvuni, tapsemalt vahima sellise tdisarvuni m, mille korral arv on vaiksem vdi vérdne m-ga.)
NAIDE:

123

0.1

Vastus:

3.21

Tegemist on killaltki keerulise ilesandega, millele on kavalam ldheneda vdhehaaval. Alustame
koigepealt kdige lihtsamast ehk naturaalarvulistest alustest. Eelpool toodud teisendusalgoritmid said
ette positiivsed tdisarvud, selles lilesandes aga on sisendiks ka (kiimnend)murrud ning vastuski voib
sisaldada komakohti.

Esimest komakohta nimetatakse kiimnendsisteemis kiimnendikuks, teist sajandikuks, kolmandat
tuhandikuks jne. Arv 12,345,, tihendab avaldist 1 - 101 +2-10° +3-10"1+ 4-1072+ 5-1073,
Seega pohimotteliselt ei erine kiimnendmurru teisendus oluliselt taisarvu teisendusest.

Néidislahenduses kasutame vasakult paremale teisendust ja teeme seda jargmisel moel:

1. Leiame aluse astme vaartuse, mis on suurem kui teisendatav arv. Oletame, et see aste on k.
2. Proovime, milline number sobib kohale k+1 ehk mitu korda seda aluse astet arvus on. Selleks
a. leiame vahemiku, millesse jadgi vaartus jadma peab ehk maksimaalse ja minimaalse vaartuse,
mida saab slsteemis, kuhu teisendame, esitada arvuna, mis algab kohast k;
b. proovime iga numbrimargi jaoks, et kas selle korral jadb jadkvaartus etteantud vahemikku.
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Kuidas leida vahemikku, mida saab esitada alates kohast k?

Naturaalarvuline alus

Naturaalarvulises siisteemis on miinimumiks olukord, kus k&ik jargmised kohad on nullid ehk
miinimumvaartus, mida esitada saab, on alati 0. Maksimumvaartuse jaoks valime kdige suurema
numbri siisteemis, st siisteemis alusel a on selleks a - 1. Kimnendslisteemis maksimaalne vaartus,
mida saab esitada maksimaalselt sajalisi kasutades, on 999,99999....

Vaatame koigepealt murdosa. Arvu maksimaalne murdosa avaldub kujul
d-a'+d-a?+-+d-a®,

kus d on maksimaalse numbri (margi) vaartus. Tegemist on geomeetrilise jada summaga ja selline

jada koondub: 7, da™ = ﬁ, kui |a| > n.

Kuna naturaalarvulise alusega siisteemides d = a — 1, siis murdosa maksimaalne vadartus on tapselt
1 (seegaka 0,(9) = 1).

Ka maksimaalne tdisosa on geomeetriline jada, kuid selle summa Y:;_ da™ on I6pmatu. Siiski on

amtli_q1 |
. Liites sellele

vdimalik leida esimese m liikme summa, mis avaldub kujul >, da™ = d

. . viw o d
juurde veel murdosa summa, saame maksimaalseks jaagiks oy a™*tl,

Negatiivne tdisarvuline alus
Jargmiseks vaatame, mis juhtub negatiivsete aluste korral. Arvu abcd, ef esitus alusel -n on
a(-n)?+b-(—n)?+c - (—n)t+d-(-n)°+e-(—n)"t+ f - (-n)"2

Kuna negatiivse arvu paarisarvulised astmed on positiivsed ning paarituarvulised astmed negatiivsed,
siis negatiivsete aluste korral arvu paarisastmelised kohad liidetakse ja paarituastmelised kohad
lahutatakse, nii et uue koha lisamisel jadb arv kord vaiksemaks, kord ldheb suuremaks. Naiteks:

283_4p= 2- (-10)2+8-(—10)+3 =200—80 + 3 = 1234,
ja
274_49= 2- (-10)2+7-(-10)+4=200—70 + 4 = 13449

Teisendame ndites arvu 1234 slisteemi alusel -5. Leiame kdigepealt aluse astmed:
Tulemus 1 -5 25 -125 625

Siit on ndha, et 123 esitamiseks peaksime votma vahemalt 5 kohta enne koma. Vaatame, mis on
maksimum ja miinimumvaartus, mis saaksime esitada 4 kohaga. Lihtsustuseks vaatame praegu ainult
tdisosana esitatavat maksimumi ja miinimumi. Suurim number on meil 4, seega vahim vdimalik

vaartus on arvul 1010.5, mison 4 - (—125) + 4 - (—=5) = —520. Suurim vdimalik vdartus on 101.s, mis
on4- 25+ 4 = 104. Seega esimeseks jarguks on meil tulemuses 10000 ja jaagiks on
123 — 625 = —502. Leiame taas jaagi maksimaalse ja minimaalse vahemiku, saame 104 ja -20. Siit

saame jargmisele kohale 4000 ja jaagiks —502 -4 - (—125) = —2. Kogu arvutuskaik on jargmises
tabelis:
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Teisendatav(jaak Max jaak Min jaak Jark alusel -5 Jargu vaadrtus
eelmisest)

123 104 -520 10000 625 |
-520 104 -20 4000 ' -500 |
-2 4 -20 000 0 |
-2 4 0 10 | -5 |

'3 0 0 3 '3 \

Nii saame, et 12310=14013s. Toesti
14013_s=1-(-5)*+4- (=53 +(-5)'+3=625—-500—5+3 = 123.

Kuidas aga Uldistada maksimum- ja miinimumjaargi leidmist? Paarisarvulised astmed vastavad
tegelikult geomeetrilisele jadale, mille teguriks on aluse ruut. Seega avaldub maksimum kujul

az(m+1)/2—1 . . m+1 d m+1 d . .
———— ja maksimaalne murdosa ,sta —=a ——. Paarituarvulistest astmetest
a?-1 a2-1 a2-1 a2-1
.. . e da
avaldub minimaalne esitatav vaartus: a™*1 =7

Murdarvuline alus

Kolmandaks tuleb rinda pista murdarvuliste alustega. Vaatame kdigepealt neid, mis on thest
suuremad. Uldine loogika on ikka sama, mis tdisarvudegagi, kuid tuleb arvestada mé&ningate
eriparadega. Taisarvuliste aluste korral on vajaminevate numbrimarkide arv vordne slisteemi aluse
absoluutvaartusega, kuid naiteks alusel 2,5 arvude kirjapanemiseks ilmselgelt ei kasutata kahte ja
poolt marki. Samas pole keeruline taibata, et vajaminevate markide arvuks on sel juhul 3, st alati
tuleb aluse absoluutvaartus imardada lles ehk jargmise tdisarvuni, et leida numbrite arv slisteemis.

Uhest suuremate murdarvude korral kehtivad ka eelpool leitud geomeetriliste jadade summa
valemid.

Mis saab Uhest vdiksematega? See on tegelikult juba llesande tekstis 6eldud: ,Sellistes slisteemides
on esitused tavaparasega vorreldes peegelpildis ja neis voib olla I6pmatu arv numbreid enne koma.
Naiteks arvu ,,123“ esitus alusel @,1 on 3,21, mis tdhistab avaldist 3 + 2x0,1! + 1x@,1-2 jaarvu
1/3 esitus ...3333330,0.“ See teeb tegelikult programmeerija jaoks asja lihtsaks: keerame esialgse
arvu Umber ja teisendame selle esialgse aluse poordvaartusega slisteemi. Enne vastuse valjastamist
muidugi tuleb vastus taas imber keerata ning jalgida, et koma digesse kohta saaks.

Selles Ulesandes tuleb arvestada ka sellega, et arvu murdosa selles slisteemis, kuhu teisendatakse,
vdib olla I&putult pikk. Seega tuleb mingil hetkel arv imardada ehk teisendamine &ra I&petada. Uheks
vGimalikuks piiriks on naiteks kohtade arv (antud Ulesandes on piiriks seatud kuni 1000 marki (koos
komaga)), aga vGib ka kasutada epsiloni, st teisendada, kuni teisendamata osa on vadiksem kui
etteantud viga.
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Kogu Ulesande lahendus:

#include <iostream>
#include <string>

using namespace std;
typedef long long 11;

double EPS = 1le-20;

//leiab leitavast kohast llejdava osa lubatava maksimaalse ja minimaalse vaartuse
void leiaJaagid(double astendatudalus, double min_kordaja, double max_kordaja, double*
min_jaak, double* max_jaak)
{
if (!(astendatudalus < @LL)){
*min_jaak = astendatudalus*min_kordaja - EPS;
*max_jaak = astendatudalus*max_kordaja + EPS;

else{ // negatiivsel alusel kui on paarituarvuline aste, siis max ja min on
vahetuses
*min_jaak = astendatudalus*max_kordaja - EPS;
*max_jaak = astendatudalus*min_kordaja + EPS;

}

//Leiab "jargmise" numbri ehk esimese numbri jarelejdanud teisendatavast osast
char leiaNumber(double* vaartus, double astendatudalus, int numbrite arv, double
min_kordaja, double max_kordaja)
{

char number;

double kontroll = *vaartus;

bool leitud = false;

double jrgm_min_jaak, jrgm_max_jaak;

leiaJaagid(astendatudalus, min_kordaja, max_kordaja, &jrgm_min_jaak,
&jrgm_max_jaak);

// proovime, milline saaks olla jargmine leitav number
for (number = 0; number < numbrite_arv; ++number) {
if (kontroll > jrgm_min_jaak && kontroll < jrgm_max_jaak) {
leitud = true;
*vaartus = kontroll; // vaartus saab vdrdseks teisendamata osaga
break;
}
// eelmine number ei sobinud, suurema numbri proovimisel vahendame jaaki
kontroll = kontroll - astendatudalus;
¥
assert(leitud);
return '0@' + number;

}

//keerab stringi Umber ja nihutab koma digesse kohta
void keera(string* vastus)
{

if (vastus->find(".") == string::npos) { // ja tulemuses koma ei ole

*vastus = *vastus + ".0"; // lisame ".0" vastuse 1ldppu

}

int koma_asukoht = vastus->find(".");

swap((*vastus)[koma_asukoht - 1], (*vastus)[koma_asukoht]); // nihutame koma
stringis vasakule, sest see kuulub selle arvu juurde, mille jarel ta on nt 123. on
tegelikult 1 2 ja 3., keerates tahame saada 3.21

reverse(vastus->begin(), vastus->end()); // ja keerame vastuse Umber

}
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// eemaldab nullid arvu eest ja 1lopust, vajadusel eemaldab ka koma 1ldpust.
void normaliseeri(string* vastus)

while (vastus->back() == '0'){ // eemaldame nullid murdosa lopust
vastus->pop_back();
}
if (vastus->back() == "'."){ // eemaldame koma (tdis)arvu lopust
vastus->pop_back();
}
// eemaldame nullid algusest
while (vastus->size() >= 2 && (*vastus)[@] == '0' && (*vastus)[1] != "."){
*vastus = vastus->substr(1);
}
}
string teisenda(double vaartus, double alus)
{
string vastus = "";
int numbrite_arv = 0; //silsteemis kasutatavate numbrite ehk markide arv
double astendatudalus = 1LL; //aluse aste, mida tootleme
bool alus_vahetatud = false;
if (abs(alus) < 1){
alus = 1LL / alus;
alus_vahetatud = true;
}
while (double(numbrite_arv) < abs(alus) - EPS){
++numbrite_arv; // suurendame, kuni on vdhemalt aluse absoluutvaatusega vodrdne
}
int ennekoma = @; // kohtade arv enne koma uues siisteemis
while (!(vaartus < astendatudalus)){
astendatudalus *= alus;
++ennekoma;
}
double min_kordaja = OLL;
double max_kordaja = OLL;
if (alus > @OLL){ // kui alus on positiivne
max_kordaja = double(numbrite_arv - 1) / (alus - 1);
}
else{
max_kordaja = double(numbrite_arv - 1) / (alus*alus - 1);
min_kordaja = max_kordaja*alus;
}
while (vastus.size() < 990 && abs(vaartus) > EPS*double(1eLL)) {
vastus +=
leiaNumber(&vaartus, astendatudalus, numbrite_arv, min_kordaja, max_kordaja);
astendatudalus /= alus;
if (ennekoma == @) vastus += '.';
--ennekoma;
}
if (alus_vahetatud) // kui alus oli @ ja 1 vahel
keera(&vastus);
normaliseeri(&vastus);
return vastus;
}
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int main()

{
double vaartus; //teisendatava arvu vaartus
double alus; //alus, kuhu teisendatakse
cin >> vaartus >> alus;
cout << teisenda(vaartus, alus);
return 0;
¥

4.4.3 Arvutamine kahendsilisteemis

Arvutamine erinevatel alustel positsioonilistes arvuslisteemides to6tab sarnastel pohimdotetel. Eriti
tasub tahele panna, et mingis arvusiisteemis nullidega I6ppevad arvud jaguvad selle arvusiisteemi
alusega. See tahendab, et kui arv arvusiisteemis alusel a 1&ppeb k nulliga, siis see arv jagub ak-ga ja
vastupidi. Arv 10, = a, 20, = 2a jne. Arv 100, = a?. Seega alusega korrutamine ja jagamine on
vaga lihtsad tehted, tuleb ainult nulle 16ppu lisada véi eemaldada, nagu kiimnendsiisteemis 10-ga
korrutamine/jagamine kaib. Loomulikult jagub iga nulliga Idppev arv alusega, kahe nulliga [Gppev
aluse ruuduga jne.

Kuna arvutis on arvud esitatud kahendsisteemis, siis kahega korrutamine ja jagamine on kiired
tehted, samuti jaagi leidmine jagamisel 2-ga (ja teiste 2 astmetega). Viimaseks on meil vaja teada ju
ainult viimast bitti: kui see on @, siis arv jagub kahega, kui on 1, siis ei jagu. Kahe astmetega
korrutamine on sama, mis bittide nihutamine vasakule ehk a << 2 on samavaarne a*4. Taisarvuline
jagamine on sama bittide nihutamisega vasakule ehk a >> 3 on samavaarne a/8.

4.5 SUURTE ARVUDEGA ARVUTAMINE

Matemaatiline arvuteooria tegeleb tdisarvudega, mille suurus pole teatavasti piiratud. Arvutis
hoitavatel taisarvudel on aga teatavasti vaga konkreetsed piirid, nditeks 232 v&i 2. Kui tuleb ette
Glesanne, kus need piirid liiga kitsaks jaavad, on tavaliselt vaja konstrueerida omaenda suuremad
arvutidbid.

Vihjeks on siin tavaline paberi ja pliiatsiga kirjalik arvutamine — paberile v&ib kirjutada tkskdik kui
pikad arvud ja need seejarel kokku liita vGi korrutada. Sama pohimdotet saab kasutada ka oma
programmis.

4.5.1 Suurte arvude esitus

Esimene probleem on, kuidas neid arve hoida. Kuna inimesed on harjunud arve esitama ja arvutama
kiimnendsisteemis, siis kdige lihtsam on hoida suuri arve numbrite massiivina. Kuna aga arvud on
erineva pikkusega ning arvutama hakkame ka enamasti , tagumisest” otsast, siis on mugavam
kirjutada arvud massiivi nii, et Gheliste arv on esimene, kiimneliste oma teine jne. Oluline on meeles
pidada ka arvu mark ning pikkus. Needki vGib kirjutada massiivi, aga parem on moodustada kirje:

typedef struct {
char numbrid[1000];
int mark;
int pikkus;

} suurarv;
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Kimnendsiisteemi kasutus teeb mugavaks ka suurte arvude valjastamise ekraanile:

void kirjuta(suurarv *a) {

}

if (a->mark == -1)

cout << '-";

for (int i = a->pikkus; i > @; i--)

cout << (char)('@' + a->numbrid[i - 1]);

cout << endl;

Stringist arvu tegemine on samuti lihtne:

suurarv stringSuurArvuks(string s) {

}

suurarv vastus;
vastus.mark = 1;
vastus.pikkus = s.length();

int i = o;
if (s[e] == "-") {
vastus.mark = -1;
i++;
}
for (i; i < s.length(); i++)
vastus.numbrid[vastus.pikkus - 1 - i] == s[i] - '@';
if (vastus.mark == -1)

vastus.pikkus--;

4.5.2 Suurte arvude liitmine ja lahutamine

Arvudega on enamasti vaja arvutada. Kirjalik liitmine on vast igale lugejale juba algklassidest tuttav.
Ainult marke tuleb hoolega tahele panna — erimargiliste arvude liitmine on pigem lahutamine:

suurarv liida(suurarv *a, suurarv *b) {
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int ylekanne = 9;
int i;
suurarv vastus;
//kui liidetavad on samamdrgilised, on vastus ka sama margiga
if (a->mark == b->mark) vastus.mark = a->mark;
else {
if (a->mark == -1) { //kui a on negatiivne, lahutame b-st a absoluutvaartuse
a->mark = 1;
vastus = lahuta(b, a);
a->mark = -1;

else { //kui b on negatiivne, lahutame a-st b absoluutvaartuse
b->mark = 1;
vastus = lahuta(a, b);
b->mark = -1;

}

return vastus; //vastus ongi kdes

}

//vastus on 2 liidetava korral max uhe koha vorra pikem kui pikem liidetav
vastus.pikkus = max(a->pikkus, b->pikkus) + 1;
for (i = @; i < vastus.pikkus; i++) {
int summa = (ylekanne + a->numbrid[i] + b->numbrid[i]);
vastus.numbrid[i] = (char)summa % 10;
ylekanne = summa / 10;

}

eemaldaNullid(&vastus);
return vastus;



Selleks, et vastusesse ei jadks Uleliigseid nulle, kasutame jargmist funktsiooni:
void eemaldaNullid(suurarv *a)

while ((a->pikkus > 1) && (a->numbrid[a->pikkus - 1] == 0))
a->pikkus--;

if ((a->pikkus == 1) && (a->numbrid[@] == 0))
a->mark = 1;

}

See ei ole mitte ainult ilu parast, vaid tehetes, naiteks vordlemisel, on oluline arvu tegelik pikkus.

Lahutamises tuleb liitmise asemel laenata. Et me I6hki ei laenaks, on hea enne kindlaks teha, et
lahutame suuremast arvust vaiksemat, mitte vastupidi. Selleks kulub dra vordlusfunktsioon, mis saab
ette kaks suurt arvu ja tagastab 1 kui esimene arv on vaiksem kui teine, -1 kui esimene arv on
suurem kui teine ja 0, kui arvud on vordsed:

int vordle(suurarv *a, suurarv *b) {

if (a->mark != b->mark) // kui madrgid on erinevad
return b->mark;
if (a->pikkus != b->pikkus) //kui kohtade arv on erinev

return (a->pikkus < b->pikkus) ? (1 * a->mark) : (-1 * a->mark);

for (int i = a-»>pikkus - 1; i <= 0; i--) {
if (a->numbrid[i] > b->numbrid[i]) {
return -1 * a->mark;
¥
if (b->numbrid[i] > a->numbrid[i]) {
return 1 * a->mark;
}
¥

return 0;
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Lahutamine ise on siin:

suurarv lahuta(suurarv *a, suurarv *b) {
suurarv vastus = { {0 }, 1, 1 };
int laen;

if ((a->mark == -1) || (b->mark == -1)) { //kui iiks on negatiivne

b->mark *= -1;
vastus = liida(a, b);
b->mark *= -1;

}

if (vordle(a, b) == 1) { // kui a on b-st vaiksem
lahuta(b, a);
vastus.mark = -1;

}

vastus.pikkus = max(a->pikkus, b->pikkus);

laen = 0;

for (int i = @; i <= vastus.pikkus; i++) {
int v = a->numbrid[i] - laen - b->numbrid[i];
if (a->numbrid[i] < @) {

laen = 0;
¥
if (v < 0) {
v += 10;
laen = 1;
}

vastus.numbrid[i] = (char)v % 10;

}
eemaldaNullid(&vastus);

return vastus;

}

4.5.3 Suurte arvude korrutamine ja astendamine

Arvude efektiivseks korrutamiseks on mdeldud vilja paris mitmeid erinevaid votteid, nende hulgas ka
vaga hasti toéotav ja arusaadav koolis Gpetatud kirjalik korrutamine. Arvude 123 ja 456 korrutise

leidmine kirjalikult ndeb valja nii:

123 *456

T35 -- 6%123
615 -~ 5%123
432 . 4123
56088

Kirjalik korrutamine tootab, kuna

123-456 = 123-(400+50+6) = 123-4-100 + 123-5-10 + 123-6

Kimne astmetega korrutamine kimnendsiisteemis on imelihtne — paneme aga vajaliku hulga nulle
arvu I6ppu ning ongi korras. Siin on funktsioon, mis kiimne astmega korrutab ehk nihutab kohti

arvus:
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void nihuta(suurarv *n, int d) {

int i;

if ((n->pikkus == 1) && (n->numbrid[@] == 0)) {
return;

¥

for (i = n->pikkus; i >= 0; i--) {
n->numbrid[i + d] = n->numbrid[i];

}

for (1 =0; i< d; i++) {
n->numbrid[i] = O;

}

n->pikkus = n->pikkus + d;

}

Uhekohalise arvuga korrutamise asemel on mugav kasutada liitmist. Selleks on meil juba funktsioon
olemas ka. Vorreldes liitmise-lahutamisega, on vahemalt margiga tegelemine korrutamisel lihtsam:

suurarv korruta(suurarv *a, suurarv *b) {
suurarv vastus = { { @ }, 1, 1 };
suurarv rida; //vahetulemuse meelespidamiseks

rida = *a;
for (int i = @; i < b->pikkus; i++) {
for (int j = @; j < b->numbrid[i]; j++) {
vastus = liida(&rida, &vastus);

}
nihuta(&rida, 1); //korrutame 1@ga

}

vastus.mark = a->mark * b->mark;
eemaldaNullid(&vastus);
return vastus;

}

4.5.4 Efektiivhe astendamine

Vahel on tarvis arve mingisse kdrgesse astmesse tdsta. Kui absoluutset tapsust pole vaja, voib
kasutada oma programmeerimisteegi sisseehitatud vahendeid. Kui tulemus peab siiski olema tdpne
vOi on vaja astendada midagi muud, kui tavalisi arve (naiteks maatrikseid), saab kasutada
astendamise omadusi: a™*t" = a™ - a™ja (a™)" = a™".

Olgu meil vaja leida al%90. Tegelikult pole aga tuhandet korrutustehet vaja teha, paneme lihtsalt
téhele, et alOOO — a512 . a256 . a128 . a64- . a32 . Cl8,' Cl8 — [(QZ)Z]Z’ Cl32 — [(a8)2]2 jne.

Jargmine naide demonstreerib sellist astendamist, eeldusel, et korrutamine on realiseeritud.

suurarv astenda(suurarv a, int n) {
suurarv k = a;
suurarv vastus = {{1},1,1};

for (inti=n; i>0;i=1/2){
if (1 %2 ==1)
vastus = korruta(&vastus, &k);
k = korruta(&k, &k);
}

return vastus;
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4.5.5 Suurte arvude jagamine
Jagamistki saab teha koolimatemaatikast tuntud kirjaliku jagamise sarnasel meetodil:

suurarv jaga(suurarv *a, suurarv *b) {
suurarv rida = { {0 }, 1, @ };
suurarv tmp;
suurarv vastus = { { @ }, 1, 1 };
int amark, bmark;
int i;
vastus.mark = a->mark * b->mark;
amark = a->mark;
bmark = b->mark;
a->mark = 1;
b->mark = 1;
vastus.pikkus = a->pikkus;
for (i = a->pikkus - 1; i >=0; i--) {
nihuta(&rida, 1);
rida.numbrid[@] = a->numbrid[i];
vastus.numbrid[i] = ©;
while (vordle(&rida, b) != 1) {
vastus.numbrid[i]++;
tmp = lahuta(&rida, b);
rida = tmp;

}

eemaldaNullid(&vastus);
a->mark = amark;
b->mark = bmark;

return vastus;

}

4.5.6 Ulesanne — anagrammid 3

Suurte arvudega arvutamise naitlikustamiseks vaatame veel Uht varianti anagrammide (lesandest.
Koik eelnev on jaanud samaks, kuid moodulit pole enam vaja votta ning piirid on kdrgemad:
kasutatavaid tahti on kuni tuhat ja korduvate tdhtede arv pole piiratud.
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Kasutame lahenduses omaloodud arvutiilipi suurarv:

int leiaAnagrammideArv()

{
int n;
cin >> n;
int m[n];
int i, j = 1, a;
suurarv total;
total.mark = 1;
total.pikkus = 1;
total.numbrid[@] = 1;
for (1 =0; i< n; i++) {
cin >> m[i];
}
sort(m, m + n);
reverse(m, m + n);
for (1 =0; i < n; i++) {
int k = j + m[i];
suurarv f; // kasutame omaloodud suure arvu tilipi
f.mark = 1;
f.pikkus = 1;
f.numbrid[@] = 1;
suurarv f2 = faktoriaal(m[i]);
for (a = j; a < k; a++) {
suurarv b;
int_suuravuks(a, &b);
f = korruta(&f, &b);
}
suurarv t = jaga(&F, &f2);
total = korruta(&total, &t);
j=k;
}
kirjuta(&total);
}

4.5.7 Suured arvud erinevates programmeerimiskeeltes

Javas on suurte taisarvudega arvutamiseks standardteegis olemas klass BigInteger, mis t66tab
sarnaselt eelpool illustreeritud suurarv klassiga. Tuleb siiski meeles pidada, et just nagu klassi
suurarv meetodid, on ka BigInteger’i meetodid palju keerulisemad ja aeglasemad kui
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operatsioonid tavaliste tdisarvutiilipidega, seega pole paris igaks juhuks métet neid kasutada. Siin on
naide Anagrammi lilesande lahendamisest Javas:

import java.math.BigInteger;
import java.util.Arrays;
import java.util.Scanner;

public class Main {

public static void main(String[] args) {
Scanner scanner = new Scanner(System.in);
int n;
n = scanner.nextInt();
int[] m = new int[n];
int i, j =1, a;
BigInteger total = BigInteger.valueOf(1);
for (i =0; 1 < n; i++) {
m[i] = scanner.nextInt();
}
Arrays.sort(m);
for (i =0; 1 < n; i++) {
int k=3 +mn -1 - 1];
BigInteger f = BigInteger.valueOf(1);
BigInteger f2 = BigInteger.valueOf(1);
for (a =2; a<=mln - i - 1]; a++) {
f2 = f2.multiply(BigInteger.valueOf(a));

¥
for (a = j; a < k; a++) {
f = f.multiply(BigInteger.valueOf(a));

}
BigInteger t = f.divide(f2);
total = total.multiply(t);
j=Kk;

}

System.out.println(total);

}

Pythonis on mdnes mdttes asi veelgi mugavam: seal kasutatakse seda tiilipi/klassi, mis parasjagu
vaja. Aga siingi tekib probleem, et tavaparasest pikkusest vdlja minnes muutub arvutamine
aeglasemaks, nii et voimalusel on tark neid piire jalgida.

4.5.8 Logaritm ja eksponent suurte arvudega arvutamisel

Tavaelu llesannetes pole vastusest mooduli vétmine enamasti siiski lubatud ja suurte taisarvude
realiseerimine (vOi valmisteegi kasutamine) voib olla liiga aeglane. Kui absoluutset tépsust ei ole vaja,
aga on siiski tarvis vaga suurte arvudega korrutada ja jagada, saab kasutada ka logaritmi ja
eksponenti.

Logaritmi omadustest on teada, et

° alogab = b,
e log(a-b) =loga+logb,
o log(a/b) =loga —logh.

Siit jareldub, et naiteks ab/c = e (M(@+n(B)=In(9)) _ gleme korrutamise ja jagamise asendanud
logaritmi, liitmise-lahutamise ning eksponendiga.
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[llustratsiooniks jargmine pariselu naide: kord tuli mul lahendada
probleem méanguteooria vallast, tdpsemalt seoses
internetipokkeriga.

Vastane voib teatud situatsioonis teha kas kaigu A voi kdigu B.
See, kui tihti ta teeb Uihe vGi teise kaigu, annab olulise vihje tema
strateegia kohta. Kui vastane kasutab strateegiat x;, on kdigu A
tegemise tdendosus p,, kui strateegiat x,, siis p, jne.

Olgu meil N vaatlust, mille jooksul vastane tegi k korda kaiku A.
Naiivhe meetod oleks eeldada, et kdigu A tegemise tdendosus
ongi k /N, kuid kui vaatluste arv on ebapiisav, annab see kergesti eksitava tulemuse.

Selle asemel proovisin hinnata, mis on tdendosus, et vastane kasutab strateegiat x4, x, jne.

Kui vastane kasutab strateegiat x, millele vastab kdigu A tegemise tdendosus p, siis N kaiguga
tulemuse k saamise tGendosus avaldub binoomvalemist:

P=p - (1-p)"7*-C(N,k)

Tdendosuste p;, p, jne labimangimine annab erinevad tulemused P;, P, jne. Nende tdendosuste
omavaheline vordlemine annab omakorda vGimaluse hea vastustrateegia koostamiseks. Konkreetsed
manguteoreetilised kaalutlused jadvad praegusest teemast valjapoole, aga raskus tekkis lihtsalt
Glaltoodud arvutuse sooritamisel. Kui N ja k on piisavalt suured arvud (tuhandetes), siis hoolimata
sellest, et I0ppvastus on reaalarv nulli ja Ghe vahel, ei mahu vahetulemused (ihegi tavalise arvutiiiibi
sisse.

Appi tuleb logaritm ja selle omadused:
p = on(P

ja
n(P) =In(p*- (1 =p)" K- C(N, k) = In(@* - (1 = p)N* - (NI/k!/(N = K)1) =
= In(@*) + m((1—-p)" %) + In(N!)) — In(k) — In((N —k)!) =
k-ln(p) + (N—k)-In(1 —p) + In(N) — In(k") — In((N — k)"
Faktoriaali logaritmi leidmiseks saab kasutada Stirlingi valemit:
Inn) = In(n) -n—n+in(r- 2 -n)/2.
koguvalem on seega:
P = ekn(®) + (N=k)-In(1-p) + SN)= S(k)= S(N—k)
kus
Sx)= In(x) x—x+In(r-2-x)/2

K6ik vahetulemused on mdistliku suurusega reaalarvud ja ka IGppvastuse tdpsus on vdga hea.
Kokkuvottes oli kood vorreldes eraldi arvutiilibiklassi loomisega kiimneid kordi [ihem ja to6tas
tuhandeid kordi kiiremini.
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4.6 KONTROLLULESANDED

4.6.1 Suur arv

Vaikeste arvude puhul on kerge kontrollida, kas nad jaguvad mdne teise arvuga. Suuremate arvude
jaoks Opetatakse koolis mitmesuguseid jaguvuse tunnuseid, mis véimaldavad neid kontrolle
lintsamalt sooritada. Arvuti jaoks on need piirid samuti olemas, aga nad on oluliselt kdrgemad.
Sisendi ainsal real on antud suur arv M (1<M<1@199),

Viéljundisse kirjutada 12-kohaline kahendarv, mille iga koht vastab sellele, kas arv M jagub vastava
arvuga (1-12) voi ei.

NAIDE 1:

(%]

Vastus:

111111111111

NAIDE 2:

379749833583241

Vastus:

100000000010

NAIDE 3:

3909821048582988049

Vastus:

100000100000

NAIDE 4:

10

Vastus:

110010000100

4.6.2 Faktoriaali lopp

N! tahistab arvu N faktoriaali. Jargnevas tabelis on toodud mdnede arvude faktoriaalid:

N 1 2 3 5 10 20

NI 1 2 6 120 3628800 2432902008176640000
Nagu naha, I6pevad neljast suuremate arvude faktoriaalid nulli(de)ga. Antud juhul on meil aga vaja
teada, mis on arvu faktoriaali vimane nullist erinev number.
Sisendis on antud tapselt tiks naturaalarv N (1<N<10000). Leida N! viimane nullist erinev number ja
kirjutada see valjundisse.

NAIDE 1:

@ @ ?60\[:@
2

NAIDE 2:

26
Vastus: ' LOVG,

4
NAIDE 3:

9999 I ,‘FGC{ISH al
Vastus: ®

8
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4.6.3 Goldbachi hiipotees

1742. aastal kirjutas saksa amatoormatemaatik Christian Goldbach oma aja (ja v&ib-olla ka kogu
ajaloo) kuulsaimale matemaatikule Leonhard Eulerile kirja, kus kirjeldas huvitavat avastust, mida
tanapdeval tuntakse Goldbachi hiipoteesi nime all.

Kaasaegses sGnastuses kdlab see jargmiselt: iga paarisarv alates neljast on valjendatav kahe algarvu
summana.

Naiteks kehtib 8=3+5, 20=3+17, 42=19+23 jne.

Hoolimata paljude matemaatikute to0st vahepealsete sajandite jooksul pole Goldbachi hiipoteesi
kunagi tdestatud, kuid (isna suurte arvudeni (4x10%8) on n3idatud, et hiipotees kehtib.

Praeguses Ulesandes tuleb sul kirjutada programm, mis kontrollib Goldbachi hiipoteesi mingi hulga
arvude jaoks.

Sisendi esimesel real on arv N (1<N<1000) — kontrollitavate arvude arv.

Jargmisel N real on igatiihel Uiks paarisarv vahemikus 4 kuni 1 eee ©ee.

Viljundisse kirjutada N rida: igathel neist kaks algarvu, mille summa on vastav arv sisendist. Kui
voimalikke vastuseid on mitu, siis vdljastada see, kus esimene arv on vaikseim voimalik.

NAIDE:
3

8

20

42
Vastus:
35

3 17
5 37

4.6.4 Klaaskuulid

Hulk klaaskuule tuleb mahutada kastidesse. Kaste on kahesuguseid: suurusega n; ja maksumusega ci
ning suurusega n; ja maksumusega c,. KOik kastid peavad tapselt tais saama ja samas peab nende
kogumaksumus olema minimaalne.

Sisendi esimesel real on klaaskuulide arv N. Teisel real on arvud c; ja n; ning kolmandal real on arvud
€2 ja na. KBik arvud on positiivsed tdisarvud maksimaalse suurusega 2*1°.

Vialjundisse kirjutada kui palju mdlemat sorti kaste vaja laheb. Kui lahendit ei ole, kirjutada
valjundisse -1.
NAIDE 1:

43

13

2 4

Vastus:

13 1

NAIDE 2:

40

59

512

Vastus:

-1
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4.6.5 VUK-vdimsus

Igal naturaalarvude paaril on unikaalne vahim tihiskordne (VUK). Samas v&ib {iks ja seesama arv olla
VUKiks mitmele erinevale arvupaarile.

Naiteks 12=VUK(1,12)=VUK(2,12)=VUK(3,4) jne. Nimetame selliste erinevate paaride arvu esialgse
arvu VUK-v8imsuseks.

Sisendis on antud on tdisarv N (1<N<2*10°). Leida tema VUK-v8imsus ja kirjutada see arv
valjundisse.
NAIDE 1:

2

Vastus:

2

NAIDE 2:
12

Vastus:

8

NAIDE 3:
24

Vastus:

11

NAIDE 4:
101101291
Vastus:

5

4.6.6 Suurim algtegur

Aritmeetika pohiteoreem (tleb, et iga naturaalarvu saab tapselt tihel

o ) o 1092
viisil jagada algteguriteks. Sellest jareldub muuhulgas, et igal Ghest
suuremal naturaalarvul on olemas ka suurim algtegur. /\

Sisendis on antud tdisarv N (1<N<1@'*). Leida selle suurim algtegur @ 546
ja kirjutada valjundisse. /\

NAIDE 1:
6 @ 182
Vastus: /\

3
NAIDE 2: @ o1
100 /\

Vastus: @ @
5
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4.6.7 Vahetusraha

HodzZa Nasreddin kaupleb turul aedviljaga. Kui aga keegi talt midagi ostab, siis teeb ta nagu, et tal
pole diget vahetusraha. Tapsemalt kasutab ta sellist reeglit: kui ostja annab talle A dirhemit, siis kisib
ta ostjalt lisaks veel B dirhemit, nii et VUK(A, B)=C, véites, et siis saab ta suurema raha tagasi anda.
Aita ostjal HodZa Nasreddini vastu saada ja leida tal arv B.

Sisendis on kaks naturaalarvu: A ja C (1<A, C<107). Valjundisse kirjutada arv B. Et ostja vGimalikult
vahe riskiks, peab B olema vahim voimalik, mille puhul vordus kehtib. Kui sellist arvu B ei leidu,
vdljastada -1. e
NAIDE 1:

2 6

Vastus:

3

NAIDE 2:

32 1760
Vastus:

55

NAIDE 3:

7 16
Vastus:

-1

4.6.8 Taandumatud murrud

Murdu m/n nimetatakse lihtmurruks, kui @<m<n ja taandumatuks, kui SUT(m, n)=1. Sisendis on antud
on naturaalarvN (1<n<10°). Leida ja véljastada kui palju on taandumatuid lihtmurde, mille
nimetajaks on N.

NAIDE 1:

12

Vastus:

4 (1/12,5/12,7/12,11/12)
NAIDE 2:

123456

Vastus:

41088

NAIDE 3:

7654321

Vastus:

7251444
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4.6.9 Mertensi funktsioon

Mertensi funktsioon on defineeritud kui M(n) = Y-, u(k), kus p(k) on Mébiuse funktsioon.
Mobiuse funktsioon on omakorda defineeritud jargmiselt:

u(n) on

0, kui arv n jagub mingi algarvu ruuduga,

1, kui n ei jagu Uhegi algarvu ruuduga ning tal on paarisarv algtegureid,

-1, kui n ei jagu Ghegi algarvu ruuduga ning tal on paaritu arv algtegureid.

Mertensi funktsioonil on mitmesuguseid huvitavaid omadusi, nditeks see, et funktsiooni vaartus
ostsilleerib positiivsete ja negatiivsete vaartuste vahel, kusjuures vonked kasvavad aja jooksul (vt
joonist).

Sisendis on antud arv N (1<N<1@¢). Valjundisse kirjutada arv M(n).

NAIDE 1:
20
Vastus:
-3
NAIDE 2:
15
Vastus:
-1
NAIDE 3:
73
Vastus:
-4
NAIDE 4:
144 .50 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Vastus: 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
-1 )

40 T T T T T T T T T

i)

4.6.10 Morvamiisteerium

Sherlock Rebane jalitab kurjategijat, kes on endast maha jatnud rea kahendkoodis vihjeid. On aga
teada, et 6iged vihjed on ainult need, kus kahendkoodile vastav arv jagub arvuga 131071.

Sisendi ainsal real on ihtedest ja nullidest koosnev string. Kui sellele
vastav arv jagub arvuga 131071, kirjutada valjundisse 1, vastasel korral @.
NAIDE 1:

1011111111111111101

Vastus:

1

NAIDE 2:

111111001111111100111

Vastus:

(%]
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4.7 VITED LISAMATERJALIDELE

Kaasasolevas failis VP_lisad.zip, peatiikk4 kaustas on abistavad failid kdesoleva peatiiki materjalidega

pohjalikumaks tutvumiseks:

Loos.cpp, Loos.java, Loos.py
Anagrammid2.cpp, Anagrammid2.java,
Anagrammid2.py

Hammasrattad.cpp, Hammasrattad.java,
Hammasrattad.py

Arvuteooria.cpp, Arvuteooria.java,
Arvuteooria.py

Algarv.cpp, Algarv.java, Algarv.py
Algtegurid.cpp, Algtegurid.java, Algtegurid.py
Teisendus.cpp, Teisendus.java, Teisendus.py

Arvusysteemid.cpp, Arvusysteemid.java,
Arvusysteemid.py

Anagrammid3.cpp, Anagrammid3.java,
Anagrammid3.py
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Loosiimbrike lesanne (paarsus)
Anagrammid 2 (moodul)

Hammasrataste ilesanne (SUT)
SUT, VUK jvm funktsioonid.

Algarvu Scrabble’i Glesanne (algarvud)
Algteguriteks lahutamine

Uhest arvusiisteemist teise teisendamine kahel
moel

Positsiooniliste arvusiisteemide tlesanne

Anagrammide llesanne taisvastusega (Suurte
arvudega arvutamine)



5 DUNAAMILINE PLANEERIMINE ALGAJATELE

Didnaamiline planeerimine on (iks algoritmitehnika leivanumbreid, seda on vGimalik kasutada
paljudes situatsioonides otse ja see moodustab ka tahtsa koostisosa mitmes spetsiifilises algoritmis.

Inglise keeles kasutatakse enamasti terminit dynamic programming, aga ajalooline taust on ka seal
seotud planeerimisega. Diinaamilise planeerimise leiutas ameerika rakendusmatemaatik Richard
Bellman 1950. aastate alguses, kui ta to6tas RAND Corporationis, mis omakorda taitis USA
Ohujdudude tellimusi. Bellman uuris, kuidas paremini planeerida mitme-etapilisi protsesse, kuid
leidis, et sOna ,,planeerimine” oli liiga Uldine ja mitmetdhenduslik. Seetdttu nimetas ta oma uurimise
tulemust dinaamiliseks programmeerimiseks, pidades silmas protsessi kavandamist spetsiifilisel
viisil. Hiljem on sbna , programmeerimine” saanud hoopis teiselaadse sisu, aga termin on jaanud.
Eesti keeles 6eldakse nii diinaamiline planeerimine kui ka diinaamiline programmeerimine. Edaspidi
Gtlen lihtsalt DP, igaliks vGib ise otsustada, kumb sGna talle suupdrasem on. Kui sa oled internetist
lugenud, et DP on hoopis midagi muud, siis oled valejalgedel.

DP on rohkem (ldine ldhenemisviis kui konkreetne retsept voi algoritm. Seeparast on siin peatikis ka
ohtralt naidisilesandeid, mis illustreerivad erinevaid DP kasutamise voimalusi.

Kaesolevas peatikis radgitakse tihti algoritmi keerukusest. Nagu kolmandas peatiikis 6eldud, on
keerukuse modtmisel alati vaja defineerida, millise elementaaroperatsiooni suhtes me seda
moddame. Siin peatiikis on lihtsuse ja lGlevaatlikkuse huvides elementaaroperatsioonina kasutatud
vastava algoritmi Gksikuid samme, olgu siis tegu objektide vérdlemise, imber t&stmise v6i muu
sarnasega. Valdava enamiku reaalsete lilesannete puhul on elementaaroperatsioonid piiratud
pikkusega (nt 64-bitiste) arvudega sooritatavad tehted. Nende puhul loeme lihtsuse méttes, et nad
vOtavad alati konstantse aja, nii et kirjeldatud keerukus on thtlasi ka ajaline keerukus.

5.1 SISSEJUHATAV ULESANNE — FIBONACCI JADA

Jargnevat Ulesannet voib sageli kohata juba programmeerimise algdppe kursustel. Fibonacci jada on
defineeritud lihtsalt: alustatakse nullist ja Ghest ning iga jargmine element on eelmise kahe summa:

0, kuin=20
F, = 1, kuin =1
F,_1 + F,,_, muul juhul

Definitsioon on vaga lihtne, aga matemaatikud on Fibonacci jadal leidnud tohutult palju huvitavaid
omadusi ja leiavad neid edasi. Samamoodi saab Fibonacci jada abil illustreerida huvitavaid
kontseptsioone programmeerimisest.

Ulesande sdnastus on samuti lihtne:

Leida Fibonacci jada liige kohal n.
NAIDE:

n = 10

Vastus: 55
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5.1.1 Tavaline rekursioon ehk jbumeetod

Eelneva llesande lahendamiseks kirjutab algaja programmeerija tavaliselt definitsiooni péhjal
jargmise funktsiooni: )

int Fibl(int n)

e
N

{

if (n == @) return 0;

if (n == 1) return 1;

return Fibl(n - 1) + Fibl(n - 2);
}

N &=
Algoritmide programmeerimises kogenum ~

programmeerija vGtab selle koodi peale aga peast kinni. Miks? Sest naiteks Fib1(5) arvutamiseks
leiab programm Fib1(4) ja Fib1(3). Fib1(4) jaoks arvutab programm (uuesti!) Fib1(3) ja Fib1(2)
vaartused.

Kokku moodustavad valjakutsed sellise puu:

Funktsiooni véaljakutsete arv (ning sellega seoses programmi t66aeg) ldhevad kiiresti kdest ara:
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| N[ Vastus | Valjakutsete arv

1 1 1

2 1 3

3 2 5

4 3 9

5 5 15

6 8 25

7 13 41

8 21 67

9 34 109

10 55 177

20 6765 21891
30 832040 2692537
40 102334155 331160281

Véaga kaugele ilmselt nii ei j6ua.

5.1.2 Maluga rekursioon

Viljakutsete arv kasvab vaga kiiresti, kuid nagu eelpool juba mainitud, siis funktsiooni kutsutakse
valja palju kordi tapselt sama parameetriga. Sellisel juhul on targem hoida juba arvutatud
vahetulemused meeles:

const int Max = 1000;

long A[Max];
long Fib2(int n)

{
if (n == @) return 0;
if (n == 1) return 1;
if (A[n] == @) // Kui A[n] vaartus pole veel teada, leiame selle
A[n] = Fib2(n - 1) + Fib2(n - 2);
return A[n]; // Aga kui on juba teada, siis lihtsalt tagastame
}
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Seekord on puu palju vaiksem:

Ja t6o palju kiirem:

1 1 1
2 1 3
3 2 5
4 3 7
5 5 9
6 8 11
7 13 13
8 21 15
9 34 17
10 55 19
20 6765 39
30 832040 59
40 102334155 79
50 12586269025 99
60 1548008755920 119
70 | 190392490709135 139

80 | 23416728348467685 159
90 | 2880067194370816120 179

Meetodi valjakutsete arv kahanes eksponentsiaalsest lineaarseks! Sellist vahepealsete tulemuste
meelde jatmist nimetatakse maluga rekursiooniks ja see on intuitiivselt loogiline samm DP
motlemisviisi moistmisel. Pane ka tdhele, et maluga rekursiooni puhul vahetatakse ajaline keerukus
tdiendava maluvajaduse vastu — toodud lahendus hoiab k&iki vahetulemusi meeles.

5.1.3 Alt liles DP

Eelmine lahenemine t6otas ,,Ulalt alla” — alguses leiti suurem vaartus, millest liiguti vaiksematele.
Tulemuse seisukohalt voib aga sama hasti liikuda ,alt Gles” ehk vdiksematelt arvudelt suurematele.
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Sellele vastab jargmine kood:

long Fib3(int n)

{
const int Max = 100000;
long A[Max];
A[e] = o;
A[1] = 1;
for (int i = 2; i <= n; i++) { // Arvutame algusest peale terve jada
A[i] = A[i - 1] + A[i - 2];
}
return A[n];
}

Alt Ules |ldhenemine on nn ,stiilipuhas” DP. Kui DP-st radgitakse, peetakse tavaliselt silmas just seda
varianti. Selline lahendus t66tab enamasti ka kiiremini, sest meil pole enam rekursiooni, vaid ainult
lihtne tsikkel. Kaasaegsed kompilaatorid suudavad kill ka eelmisest lahendusest ise rekursiooni
kdrvaldada, nii et Fib2 ja Fib3 kompileeritud koodi efektiivsus on sama, kuid keerulisema naite puhul
ei tarvitse see enam nii olla.

5.1.4 Kokkuhoidlik DP

Moéttearenduse viimase sammuna saab teha veel (ihe olulise optimiseerimise: pane tdhele, et
vaartuste massiivis kasutatakse korraga ainult kolme vaartust, seega pole (lejaanud massiivi vaja.

Tulemuseks on kood, mille maluvajadus on konstantne ning todaeg lineaarne:

long Fib4(int n)
{
long A[3];
A[e] = o;
A[1] = 1;

for (int i = 2; i <= n; i++) {
Ali % 3] =
A[(i - 1) % 3] +
AL(L - 2) % 3];
}

return A[n % 3];
}

Markus: kui matemaatika appi votta, siis saab Fibonacci arve
leida veel efektiivsemalt, kasutades Binet’ valemit:

Q" — Y 1++5 1-+5
Fn=W:ku5<ﬂ= S jay =—
Kui vastust soovitakse piiratud tdpsusega, saab Binet’ valemi SO

abil leida vastuse konstantse ajaga, kuid kui soovime

piiramatut tivekohtade arvu, on ka see valem lineaarse HAR DCO

keerukusega.

E

Kas kuitahes suuri Fibonacci arve saab Uldse leida kiiremini kui lineaarse ajaga? Ei saa, sest F, s6ltub
arvust n eksponentsiaalselt ning F, tlivekohtade arv séltub F,-ist omakorda logaritmiliselt. Seega
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sGltub F, tlivekohtade arv n-ist lineaarselt, mis tdhendab, et ainuliksi tulemuse valja kirjutamine (voi
kusagile salvestamine) vGtab lineaarse aja.

P6hjalikumat Fibonacci arvude leidmise kasitlust saab lugeda ka aadressilt
https://www.nayuki.io/page/fast-fibonacci-algorithms.

5.1.5 DP retsept

Uuritud naide oli Gpris lihtne, aga paljude DP llesannete lahenduste leidmine on taandatav samadele
moéttelistele sammudele, mida ma nimetan DP retseptiks:

1. Méatle, milline voiks olla joumeetodiga rekursiivne lahendus. Kui
vaja, joonista programmi t66 puuna vilja.

2. Proovi rekursioonipuu harusid taaskasutada, jattes vahepealsed @ @
vastused meelde.

3. Alustagi kohe nende vahepealsete vastuste valjaarvutamisest.
4. Kui voimalik, taaskasuta uute vastuste jaoks eelmiste vastuste

alt vabanenud malu.

T

DP tavaparaseks votteks on, et neid vahepealseid vastuseid hoitakse vaartuste tabelis. Kui Fibonacci
arvude puhul jai tabel 16puks ainult kolme lahtri suuruseks, on see tavaliselt keerulisema
struktuuriga. Jargmised jaotused uurivadki mitmesuguseid kvalitatiivselt erinevaid véimalusi
labivaatuspuude ahendamiseks lihtsamatesse tabelitesse.

5.2 LINEAARNE VAARTUSTE TABEL - OPTIMAALNE MAKSMINE

Jargmine optimeerimisega seotud situatsioon juhtub sageli toidupoes, aga olemuselt sarnast
probleemi tuleb lahendada ka tdsisemates olukordades. Tegemist on klassikalise probleemiga, mis
on inglise keeles tuntud kui change-making problem.

On antud N erineva vaartusega minte: Vi, V3, ..., Vn. Leida minimaalne miintide arv, millega saab
tasuda summa S. Iga vaartusega miinte on kasutada piiramatult.

NAIDE:
N =3
vV = [1, 3, 4]
S =6

Vastus: 2 ([3, 3])

5.2.1 Ahne algoritm

Teatud vaartusega miintide (nt tavalised euromiindid) puhul saab kasutada lihtsat ahnet |dhenemist:
vOta kdige suurema vaartusega minte nii palju, kuni nende koguvaartus ei ole suurem kui vajalik
summa S, seejarel lisa jargmise suurima vaartusega muinte nii palju, kui mahub jne kuni soovitud
summa on kdes. Naiteks 84 sendi maksmiseks on vaja 5 minti: 50-, 20-, 10-, 2- ja 2-sendine.

Ahne algoritm on vaga efektiivne. Kui antud miintide vaartused on suuruse jargi sorteeritud, siis on
see lineaarse keerukusega O (n). Kui vaartused on antud juhuslikus jarjekorras, tuleb need enne
sorteerida (vGi otsida iga kord kdige suuremat kasutamata miinti, mis veel maksmata summat ei
tleta) ja siis on keerukusklass O(n log n).

Kui miindid on aga suvaliste vaartustega, siis voib ahne algoritm anda vale tulemuse. Kui on antud
naiteks miindid vaartustega 1, 3 ja 4 ning tarvis on saada summa S = 6, annab ahne |ldhenemine
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tulemuseks 3 minti (4, 1 ja 1), mis ei ole Gige, sest optimaalne lahendus on kaks kolmelist miinti.
Tundub, et garanteeritult dige vastuse saamiseks tuleb siiski kdik véimalused labi vaadata.

5.2.2 Koigi variantide labivaatamine (rekursioon)

Kui teises peattikis rekursioon selgeks sai, siis antud lilesande lahendamine k&ikide variantide
labivaatamise teel on lihtne. Alustame olukorrast, kus meil oleks kogu summa makstud, aga miintide
arv teadmata, ning uurime, kuidas me voéisime selle olukorra saavutada. Selleks oletame iga vaartuse
jaoks, et viimati lisati just selle vadrtusega miint, ning kordame rekursiivselt sama protseduuri. Igal
jargmisel tasemel on seega Uiks miint vahem ja vaartuste summa selle miindi vaartuse vorra vaiksem.
S = 0 jaoks on vaja votta 0 miinti. Kui aga summa laheb negatiivseks, siis sellist mintide
kombinatsiooni esineda ei saa.

o, kui § <0

leiaKogus(S) = 0,kui S =0
rvnig(l + leiaKogus(S —V;))

int leiaKogus(int S)

{
if (S <9) {
return MaxInt; //tagastame "lopmatuse"
}
if (S == 0) {
return 0;
}
else {
int vastus = MaxInt;
for (int i = 0; i < N; i++) {
vastus = min(vastus, 1 + leiaKogus(S - V[i]));
}
return vastus;
}
}

Selline lahenemine annab kiill 8ige vastuse, kuid on eksponentsiaalse keerukusega O(N*). Naites
toodud andmetega kaib programm labi kogu jargmise puu (igas s6lmes on vastav S vaartus):
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5.2.3 DP lahendus

Tahelepanelik lugeja markab kindlasti, et selles puus mitmed harud korduvad, nt tipust 2 algavat
alampuud

esineb Ulaltoodud puus tervelt 4 korda! See tahendab, et tegelikult arvutab programm sama
tulemust mitmeid kordi. See vdiks viia motted kohe maluga rekursiooni ehk tlevalt alla DP juurde.
Kuna antud Glesandes jargmine samm ei soltu sellest, kuidas eelmine tulemus saadi (iga
nimivadrtusega munti on I6putul hulgal), siis piisab iga jargmise sammu leidmiseks eelmise sammu
tulemuse teadmisest. Kokku on vGéimalikke tulemusi (mintide vaartuste summasid) 0 kuni S, kus S on
otsitav summa. Niisiis piisab lilesande lahendamiseks teadmisest, kui mitu miinti kulub mingi summa
moodustamiseks.

Teame, et S = 0 korral kulub 0 miinti, uurime, mis juhtub, kui siia miinte lisada: saab lisada (ihe miindi
jasaame summad 1, 3 ja 4. NGdd uurime jargmist vdhimat leitud summat (S = 1) ja lisame siia tihe
miindi (tulemuseks summad 2, 4 ja 5) jne. Seda kujutab jargmine graaf, kus tippudes on summad ning
servades lisatava miindi nimivaartused:

Kuigi esmapilgul tunduvad Ulaltoodud puu ja graaf isna erinevad, on neil siiski palju Ghist. Sellel puul
on koik Ghe ja sama numbriga alamtipust algavad alampuud tdpselt samasugused. Kui kéik sama
numbriga tipud omavahel kokku viia, sailitades samas kdik servad, saame vaga sarnase tulemuse
Gleval konstrueeritud graafiga, kus peamiseks erinevuseks on noolte suund. Samuti pole nullist
alustades vaja allapoole minna (seet6ttu siseneb s6lmedesse 1 ja 2 ainult Gks serv, s6lme 3 kaks
serva). Nii on ka visuaalselt hea aru saada, mida mdeldakse ,llevalt alla“ ja ,,alt tles” |dhenemiste
puhul. See on ka p&hjus, miks me vaartuste jada Ules ehitades vétame aluseks alati seni vahima
uurimata vaartuse.
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Funktsioon, mis leiab ,,alt-tles” DP-d kasutades lahenduse:

int leiaKogus(int S)

{
int kogused[S + 1];
kogused[@] = ©;
for (int i =1; i <= S; i++) {
//vaartusteks alguses ,,16pmatused’, kui selle koguseni ei jouta, siis jdab see
//vaartus - sisuliselt tahendab see, et sellel kohal asuvat summat ei saa antud
//mintidest moodustada
kogused[i] = MaxInt;
for (int i = 1; i <= S; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
if (V[]j] <= i) { //jatab vahele miindid, mille vaartus on suurem kui summa
kogused[i] = min(kogused[i - V[j]] + 1, kogused[i]);
}
}
}
return kogused[S];
}
Kui sa pole alt-liles DP lahenemisega koodiga varem kokku puutunud, vGib see g5
kood paista arusaamatu. Praegune ndide on Usna lihtne, kuid edaspidised ® @ mﬁ.
lahevad keerulisemaks. Kui miski jadb segaseks, soovitan votta siit koodi, !

siluris |abi kaia ja k&igi vajalike muutujate vaartusi samm-sammu haaval J -
jalgida. See on minu kogemuses parim viis DP dppimiseks.

fnr

Massiivis kogused hoitakse kdige vaiksemat miintide arvu, millega senini indeksile vastav summa on
saadud. Kohale 0 omistatakse vaartuseks 0, sest summa S = 0 saamiseks on vaja votta 0 minti.
Teistele kohtadele pannakse mingi suur vaartus, mida normaalselt maksmisel pole vdéimalik saada
(naiteks suurem kui S — siis on kindel, et isegi Uhese vaartusega miintidest ei saa vastavat vaartust
kokku). Edasi vaadatakse iga summa korral Idbi kdik mintide vaartused ja leitakse, kas valitud munti
eelmisele seisule lisades saab vaadeldava seisu jaoks parema tulemuse, kui juba leitud on. Jargmises
tabelis on toodud leitud kogused ja see, milliste mintide abil need on saadud:

Kogus 0 1 2 1 1 2 2
Lisatud miindi vaartus - 1(0) 1(1) 3(0) 4(0) 4(1) 3(3)
(eelmine summa)

Summa S = 6 on saadud summale S = 3 miindi vaartusega 3 lisamise teel. Summa S = 3 omakorda on
saadud summale S = 0 miindi vaartusega 3 lisamise teel. Sdilitades info iga summa saamiseks viimati
lisatud miindi vaartuse kohta, saab lahendada ka llesandeid, kus on vaja tuua valja, mis vaartusega
miinte kasutati. Jargenvalt nadide koodist, mis just seda teeb:

194



int leiaKogus(int S)

{
int kogused[S + 1];
int viimased[S + 1]; //viimasena lisatud miindi vaartus iga summa jaoks
kogused[0] = 0;
viimased[0] = ©;
for (int i =1; i <= S; i++) {
kogused[i] = MaxInt;
viimased[i] = ©;
b
for (int i =1; i <= S; i++) {
for (int j = 0; j < N; j++) {
if (V[j] <= i && kogused[i - V[]j]] + 1 < kogused[i]){
kogused[i] = kogused[i - V[j]] + 1;
viimased[i] = V[]j];
}
}
}
int k = S;
while (k > @) {
cout << viimased[k] << endl;
k -= viimased[k];
}
return S;
¥

Sellisel viisil 1abitud tee taastamist nimetatakse tagurdusmeetodiks (i.k backtracking) ning see on
sage vote DP-d kasutavate lahenduste juures. Eelmises naites on meeles peetud viimati lisatud mindi
vaartus ja selle jargi saab arvutada selle miindi lisamisele eelnenud seisu. Summa (=massiivi indeks)
vaheneb sel juhul viimasena lisatud miindi vaartuse vorra. Alternatiivina v3ib pidada meeles ka
eelmise seisu indeksi ehk eelnenud summa. Sellisel juhul tuleb arvutada kasutatud miindi vaartus,
milleks on vaadeldava summa ja eelmise summa vahe.

5.3 PIKIMA KASVAVA OSAJADA LEIDMINE

Jallegi on tegemist klassikalise probleemiga, inglise keeles the longest increasing subsequence (LIS)
problem, mis esineb sageli keerulisemate probleemide alamosana:

On antud N arvust koosnev jada. Leida selles jadas pikima kasvava osajada pikkus. Jada on kasvav siis,
kui iga i korral Ji< Ji.1. Osajada elemendid ei pea olema omavahel jarjest, s.t seal véib olla ka auke.
NAIDE:

N= 6

Jada = [1, 3, 2, 4, 3, 7]

Vastus: 4 (naiteks [1, 3, 4, 7])

5.3.1 Koigi voimaluste ldbivaatus

Uks lahendusv&imalus on téielik ldbivaatus. Seda lahendust saab niha kaasasolevas failis VP_lisad.zip
nimega LIS.cpp, LIS.java vGi LIS.py.

Selle I1dhenemise keerukus on O(ZN), mis tahendab, et veidigi pikema jada korral muutub tlesanne
praktiliselt lahendamatuks.
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5.3.2 DP lahendus

Kui on teada pikim vdimalik osajada kuni elemendini J;, siis element Ji.1 kas pikendab seda osajada
Uhe vGrra voi jaab pikima voimaliku osajada pikkus muutumatuks. Ji.1 saab pikendada ainult sellist
osajada, mille viimane element J < Jis1.

Et seda vOrratust efektiivselt kontrollida, on hea, kui teame Jcjaoks, kus k < i + 1, milline on pikim
leitud osajada, mis I0peb elemendiga Jk. Teiste sdonadega, hoiame meeles kdik véimalikud senised
pikimad osajadad. Erinevaid voimalikke viimaseid elemente on sama palju, kui jadas elemente kokku
ehk N. Uheelemendilise jada pikima kasvava osajada pikkus on muidugi 1.

Elementide lisamist illustreerib jargnev graaf:

Tippudeks on sisendjada elemendid ning kaared tahistavad, milliseid elemente saab antud
elemendiga I6ppevale jadale lisada. Iga serva vaartus on 1 ja vaja on leida pikim véimalik tee tGhest
servast teise.

Uheks v&imaluseks on iga elemendi korral vaadata, millised jargmised elemendid antud elemendiga
I6ppevat pikimat osajada veelgi pikendavad. Kui moni jargnev element on suurem kui vaadeldav
element ja vaadeldava osajada pikendamine jargneva elemendiga annab pikema jargneva
elemendiga I0ppeva osajada, kui seni leitud, tdhendab see, et leitud on parem vahetulemus. Siin on
funktsioon, mis seda teeb:

int LeiaPikimPikkus(int N, int* jada) {
int* pikkused = new int[N];
for (int i = 0; 1 < N; i++) {
pikkused[i] = 1;
}

int vastus 0;
for (int i = 0; 1 < N; i++) {
vastus = max(vastus, pikkused[i]);
for (int j =1+ 1; j < N; j++) {
if (jada[j] > jada[i]) {
pikkused[j] = max(pikkused[j], pikkused[i] + 1);
}

}
¥

return vastus;

}

Naitejada puhul pannakse kdigepealt igale elemendile vastavad pikima osajada pikkused vordseks
lihega, sest osajada pikkusega Uiks on alati véimalik. Seejarel asutakse vordlema esimese elemendiga
|6ppevat osajada, milleks on [1] ja mille pikkus on 1. Nild kaiakse tsiikliga labi kdik jargnevad
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elemendid: antud juhul saab neid kdiki lisada vaadeldavale osajadale ja nii muudetakse pikkused 2-
ks. Seejarel liigutakse jargmisele elemendile ,,3" ja vaadatakse, kas sellele saab lisada jargnevaid
elemente. Saame lisada elemendid 4 ja 7, nendega |6ppevate osajadade pikimat pikkust muudetakse
vastavalt. Jargnevas tabelis on toodud rea haaval, kuidas pikkuste jada muutub (nurksulgudes on
toodud seni leitud pikim osajada; kui antud sammul on sama pikkusega alternatiivne jada, on see
toodud sulgudes):

i=0 1[1] 1[3] 1[2] 1[4] 1[3] 1[7]

i=1 1[1] 211, 3] 211,2] 211, 4] 2[1,3] 211,7]

i=2 1[1] 211, 3] 211,2] 3[1,3,4] 2[1,3] 3[1,3,7]

i=3 1[1] 21, 3] 21[1,2] 3[1,3,4] 3[1,2,3] 301,37

([1,2,4]) ([1,2,7])

i=4 1[1] 211, 3] 211,2] 3[1,3,4] 3[1,2,3] 41,347
(11,2,3,7])

i=5 1[1] 21, 3] 21[1,2] 3[1,3,4] 3[1,2,3] 41,347

DP lahenduse keerukus on O(N?).

5.3.3 Tagurdusmeetodiga lahendus

Monikord soovitakse sarnast tiilipi Glesande vastuseks ka mond konkreetset osajada. Selleks on vaja
pikkuse muutmisel meeles pidada viimase elemendi indeks. Osajada leidmiseks saab siis kasutada
taas tagurdusmeetodit:

int* LeiaPikimKasvav(int N, int* S)
{
int* pikkused
int* indeksid

new int[N];
new int[N];

for (int i = 0;
pikkused[i]
indeksid[i]

< N; i++) {
1;
i;

n mn e

int pikim = 0;
int pikimaIndeks = ©;
for (int i = 0; 1 < N; i++) {
if (pikkused[i] > pikim) {
pikim = pikkused[i];
pikimaIndeks = 1i;
}
for (int j =1+ 1; j < N; j++) {
if (S[j] > S[i] && pikkused[i] + 1 > pikkused[j]) {
pikkused[j] = pikkused[i] + 1;
indeksid[j] = i;

}

int* osajada = new int[pikim];
for (int i = pikim; i > @; --i) {
osajada[i-1] = S[pikimaIndeks];
pikimaIndeks = indeksid[pikimaIndeks];

}

return osajada;
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Markus: pikima kasvava osajada llesannet saab lahendada ka O(n log n) keerukusega, vt nditeks
https://en.wikipedia.org/wiki/Longest increasing subseqguence

5.4 KAHEMOOTMELINE VAARTUSTE TABEL — PIKIM UHINE OSAJADA

On antud kaks arvujada J1 pikkusega m ja J2 pikkusega n. Leida J1 ja J2 pikima Ghise osajada pikkus.
NAIDE:

m=7
Ji1 =11, o, 3, 2, 5, 4, 6]
n==~6

J2 = [3, 1, 4, 0, 5, 4]
Vastus: 4 ([1, 0, 5, 4])

See on taas (ks klassikaline progammeerimisiilesanne, inglise keeles tuntud kui the longest common
subsequence (LCS) problem.

5.4.1 DP lahendus

Selleks, et kasutada DP-d, on vaja kGigepealt leida, kas lilesandel on olemas vaiksemad
alamprobleemid, mille pdhjal saaks suuremaid probleeme lahendada. Esimese ja viimase elemendi
puhul on lihtne otsustada, kas see saab kuuluda pikimasse osajadasse v6i mitte. Seame nende jadade
viimased elemendid kohakuti:

1 0 3 2 5 4 6

On kaks vdimalust — viimased elemendid on kas samad vdi erinevad. Kui need elemendid on
erinevad, nagu toodud naites, siis vdhemalt (ihe jada viimane element ei sobi pikimasse Uhisesse
osajadasse.

Pikim Ghine osajada on siis sama kui jadade

1 0 3 2 5 4
1 4 0 5 4

vOi jadade

1 0 3 2 5 4 6

pikim Ghine osajada.

Kindlasti tuleb proovida mélemat voimalust, et teada saada, kumb annab parema tulemuse. Need
probleemid on aga juba vadiksemad kui esialgne lilesanne.

Vaatame alamilesandeid tdpsemalt. Kui mdlema (alam)jada viimane element on sama, nagu naiteks:
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siis see element sobib nende jadade Uhisesse osajadasse, tuleb vaid leida eelnevate elementide pikim
Ghine osajada, eemaldades viimase elemendi:

1 0 3 2 5

Kuna elemente eemaldatakse ainult jada I6pust, siis jddvad jadad alati algusest kuni eemaldatava
elemendini muutumatuks. Jada sellist algosa nimetatakse jada prefiksiks. Erinevaid prefikseid saab
jadal olla sama palju, kui on jadas liikmeid (kui lugeda iga jada prefiksiks ka tihi jada, siis lihe vorra
rohkem).

Niid tuleb veel méelda, kust alata. Kui on antud kaks tiihja jada, siis nende pikim Ghine osajada on
samuti tlihi. Samuti, kui Gks jadadest on tiihi, on ka ihine osajada tlihi ja pikkusega 0. Formaalselt:

0,kuii=0vj=0
Pikkus(X,Y;)) = {  Pikkus(X;_1,Y-1) + 1 kui X; =,
max(Pikkus(X;_1,Y;), Pikkus(X;, Y;—1))

Siin on tabel, kus ridades on esimese osajada ning veergudes teise osajada k&ik voimalikud prefiksid
ning lahtrites on leitud nende prefiksite pikimad lihised osajadad:

[l
1

1,0

1,0,3

1,0,3,2
1,0,3,2,5
1,0,3,2,5,4
1,0,3,2,5,4,6

O O OO O o o o
N T = == =]
R PR P RPRPRPRPRPRO
NNRRP PR PO
NNNNNNPRPRO
W wWwwNNNR O
AR WNNMNNPRO

Taites alguses esimese rea ja veeru nullidega, saab kas modda ridu voi veerge (voi ka diagonaale)
liilkudes taita lihtsa arvutusega koik lahtrid: kui vaadeldavate prefiksite viimased elemendid langevad
kokku, liidetakse eelmises reas ja veerus (diagonaalis Uleval vasakul) leitud pikkusele ks. Tabelis on
need lahtrid tahistatud sinise taustaga. Kui aga viimased elemendid on erinevad, tdidetakse lahter
kas samas veerus eelmise leitud pikkusega (iileval) vGi samas reas eelmise leitud pikkusega (vasakul),
olenevalt, kumb on suurem. Viimases lahtris on tilesande vastus.

Siin on funktsioon, mis just sel moel ilesande lahendab:
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int leiaYhised(int* jadal, int* jada2, int pl, int p2)
{
int** yhised = new int*[pl + 1];
for (int i = 0; i <= pl; i++) {
yhised[i] = new int[p2 + 1];
}

for (int i = 0; i <= p1; i++) {
yhised[i][@] = ©;

for (int j = 0; j <= p2; j++) {
yhised[@8][]j] = ©;
}

for (int i = 1; i <= pl; i++) {
for (int j = 1; j <= p2; j++) {
if (jadal[i - 1] == jadaz2[j - 1]) {
yhised[i][j] = yhised[i - 1][]j - 1] + 1;

else {
yhised[1i][j] = max((yhised[i - 1][j]), (yhised[i][]J - 11));

}

}
return yhised[p1][p2];

}

DP lahenduse keerukus on O (nm), kus n ja m on jadade pikkused.

5.5 RISTSUMMADE LOENDAMINE

Nudd veidi keerulisem lilesanne, kus Idheb tarvis kahemootmelist vaartuste tabelit:

Naturaalarvu ristsummaks nimetatakse selle numbrite summat. Naiteks arvu 123 ristsumma on

1+ 2+ 3 =6. Ulesandeks on leida, kui palju on arvust N vdiksemaid arve, mille ristsumma vérdub arvu
N ristsummaga (Eesti lahtiselt programmeerimisvéistluselt 2013).

NAIDE:

N = 123

Vastus: 9 (Loendatavad arvud on 6, 15, 24, 33, 42, 51, 60, 105, 114).

5.5.1 Ristsummade arvutamine

Kui N ei ole kuigi suur (nditeks kuni miljon), on lihtne kdigi arvude
ristsummad vélja arvutada ning neid omavahel vorrelda. Edasi saab
appi votta matemaatilist trikitamist, arvestades naiteks, et arvud A ja B
saavad anda sama ristsumma ainult siis, kui |A-B| jagub Giheksaga.
Seega piisab, kui vaadata ainult iga Gheksandat arvu. Lisaks leidub veel
teisi mustreid, mis voimaldavad teatud arvuvahemikke vahele jatta.
Nii on véimalik tGlempiiri edasi venitada, naiteks miljardini. Vistlusel
oli aga llempiiriks seatud N = 108, mida teha?

% \
IMPOSSIBRU!!

5.5.2 DP ldhenemine

Appi tuleb DP retsept. M&tleme tlesandest arvujarkude kaupa: kdik tihelised, kdik kimnelised, kdik
sajalised jne. Arvude loendamine on siis nagu rekursiivne puu ldbimine: alustatakse kdrgemast
jargust ja kutsutakse kimme korda valja madalamat jarku, sellest kutsutakse jalle kimme korda vélja
jargmist jarku jne. Tekib palju kordusi. Naiteks arvu 123 ristsumma arvutamisel saab teada, et arvu 23
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ristsumma on 5. Seega arvu 223 ristsumma arvutamisel pole alumise kahe koha ristsummat enam
vaja leida, sest see on juba teada!

Siit ka oluline tdhelepanek — iga jargmise jargu juures on oluline teada ainult seda, kui palju mingi
ristsummaga arve eelmises jargus oli — kuidas need tapselt leiti, ei ole oluline.

Kuidas koostada vaartuste tabelit? Kuna antud kontekstis kisitakse véimaluste koguarvu, peaks need
olema ka vaartused, mida meeles hoitakse. Kuna loendamisel toimuva “rekursiooni” madalamateks
tasemeteks on teadmine, mitu mingi konkreetse ristsummaga arvu vaikemate arvujarkude juures oli,
sobib vaartuste tabeli Gheks dimensiooniks senine maksimaalne arvujark. Teiseks dimensiooniks
sobib hasti ristsumma. Erinevaid ristsummasid saab olla ainult 9*K + 1, kus K on uuritavate arvude
maksimaalne pikkus. Tabelisse paneme info, mitu mingi konkreetse ristsummaga arvu on leitud, st
tabelis veerusi ja reas j on tulemus, mitu kuni i-kohalist arvu on olemas, mille ristsumma on j.

Kokkuvéttes tekib kahem&dtmeline tabel, mille Giheks m&6tmeks on ristsumma vaartus ja teiseks
mo&otmeks uuritava arvu maksimaalne kohtade arv.

Tabeli suurus on seega K x (9K + 1). K = 18 puhul teeb see 1467 lahtrit, mille tditmine on kvintiljoni
arvu loendamise kdrval maistagi tiihiasi.

5.5.3 DP Exceliga

Kui tegu on (ihe- vGi kahemdotmelise vaartuste tabeliga, siis on vahel vaga mugav kasutada
tabelarvutusprogrammi, nditeks Excelit. Selles on vaartuste tabelit hea visualiseerida, samuti on
olemas lihtsalt kasutatavad vahendid arvutuste realiseerimiseks, mis Uhtede vaartuste alusel teisi
leiavad.

Jargmiseks on toodud naide ristsumma lilesande p6hjal genereeritud Exceli tabelist (originaalfail
opiku lisamaterjalides).

Veergude indeksid on arvude pikkused: esimene veerg tahistab kuni Ghekohalisi arve, teine veerg
kuni kahekohalisi jne. Read tahistavad ristsummasid: rida O ristsummat O, rida 1 ristsummat 1 jne.

Uksikutes lahtrites on toodud, kui mitu sellise ristsummaga arvu olemas on: niiteks see, et reas 8 ja
veerus 6 on arv 1287 tdhendab, et on olemas 1287 kuni 6-kohalist arvu, mille ristsumma on 8 (antud
kontekstis arvestame ka lihemaid arve, nditeks 125 on nagu 000125 ja loeb samuti arvuna, mille
ristsumma on 8).
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77520
203450
497420
1144052
2455948
5158830
10352760
20024930
37322208
67434067
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340409720
357143607
893039018
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2165232160
3281867680
4891539744
7174799646
10363639300
14751050900
20700766100
28656627650
39150857800
52810668925
70361427150
92626745225
1,20523E+11
1,55045E+11
1,97265E+11
2,48274E+11
3,09181E+11
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20048100
40070700
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263438325
466635050
806551350
1362556905
2253099975
3651444300
5806283700
9068126400
13922343936
21029659515
31274624245
45822370930
66182627310
94282105353
1,3254E411
1,83947E411
2,52143E411
3,41488E+11
4,57126+11
6,04993E+11
7,91895E+11
1,02542E+12
1,31396412
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54264
170544
450314
1307504
3268744
7725904
17381684
37429104
77496744
154869456
299671971
562954016
1029313236
1835047456
3195643120
5444285920
3086074320
14872309920
23300365620
37745325216
58630143456
89641329376
1,34997E+11
2,00373E+11
2,93293E+11
4,23579E+11
6,03875E+11
8,50212E+11
1,18263E+12
1,62583E+12
2,20979E+12
2,97041E+12
3,95001E+12
5,19773E+12
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17
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963

4345

20349
74613
245157
735471
2042975
5311718
13037606
30419154
67847442
145340310
300194262
599811969
1162635441
2191458423
4025198375
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1

13
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1140

5985

26334
100947
346104
1081575
3124550
8436267
21473856
51892857
119739330
265074795
565248708
1164986064
2327376348
4518099300
8541254700

7217572751 15753515733

8,67982E+11
1,28612E+12
1,88091E+12
2,71625E+12
3,87498E+12
5,46306E+12
7,61423E+12
1,0495E+13
1,431E+13
1,93074E+13

1,2083TE+13
1,74482E+13
2,49061E+13
3,51557E+13
4,90864E+13
6,78159E+13

Konkreetne valem igas lahtris on sellest lihe vorra vasakul asuva kuni kiimne lahtri vaartuste summa.
Naiteks real 14 ja veerus 5 on arv 2710. See on saadud summeerides veerus 4 lahtrid ridadel 5 kuni
14. Arvutuse loogika on jargmine: kuni 5-kohalise arvu saamiseks, mille ristsumma on 14, on 10

voimalust:

- Esimene number on 0 ja lisanduvad kdik neljakohalised arvud ristsummaga 14.
- Esimene number on 1 ja lisanduvad kdik neljakohalised arvud ristsummaga 13.

- Esimene number on 9 ja lisanduvad kdik neljakohalised arvud ristsummaga 5.

5.5.4 Tabeli koostamine programselt
Siin on kood samasuguse tabeli moodustamiseks:

int tabel[100][100];

tabel[0@][0] = 1;
for (int i =0; i < 9; i++) {
for (int j = 0; j < 90; j++) {
for (int k = 0; k < 10; k++) {
tabel[i + 1][j + k] += tabel[i][]j];
}
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5.5.5 Ulesande lahendus (tabeli kasutamine)

Tabelist saab vaadata, mitu antud ristsummaga arvu on n-kohaliste arvude seas. Ulesandes aga
tahetakse teada, kui palju on antud arvust vdiksemaid, sama ristsummaga arve. Selle leidmiseks
sobib jargmine rekursiivne funktsioon:

int loenda(int n, int ristsumma, int jark)

{
if (n == 0)
return 0;
int esimene = n / pow(1@, jark); //leiame esimese numbri arvus
if (ristsumma < esimene)
return 0;
int aste = rint(pow(10, jark)); //n % aste annab lilejdaanud kohad arvus
int vastus = loenda(n % aste, ristsumma - esimene, jark - 1);
for (int i = @; i < esimene; i++) {
vastus += tabel[jark][ristsumma - i];
}
return vastus;
}

Tabelist dige info leidmine sarnaneb tabeli koostamise pohimdttele. Naiteks kui N = 1234, on vaja
leida koik 1234-st vaiksemad arvud, mille ristssummaon 1 +2 + 3 + 4 = 10. Loomulikult on kdik sellised
arvud need, kus kohtade arv vdiksem kui 4 ning mille ristsumma on 10. Nende arv on tabelis 3.
veerus 11. reas. Kuid lisaks sobivad ka kdik neljakohalised arvud, mis on vdiksemad kui 1234. Nende
leidmiseks saab kasutada tabeli koostamiseks kasutatud loogikat: 1234-st vaiksemad neljakohalised
arvud, mille ristsumma on 10, peavad algama 1-ga ning Ulejaanud kohtade ristsumma peab olema 9
ning neist moodustatud arv peab olema vaiksem kui 234. Sellisteks arvudeks on kdik kahekohalised
arvud, mille ristsumma on 9 (tabelis 2. veerus 10. reas), ning need Ghega algavad arvud, mille
Ulejadnud numbrite summa on 9 - 1 =8 (tabelis 2. veerus 9. reas) ning need 2-ga algavad arvud, mille
Glejaanud numbrite summa on 7 ning mis ei ole suuremad kui 34. See moodustub siis kdikidest
Uhekohalistest arvudest, mille ristsumma on 7 (ehk siis ainult 7-st); kdigist kahekohalistest arvudest,
mille esimene number on 1 ja ristsumma 6 [16]; k&igist kolmekohalistest arvudest, mille esimene
number on 2 ja ristsumma 5 [25]. Siin on tabel funktsiooni, Loenda“ valjakutsetega ning tagastatava
vastuse kujunemisega:
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Loenda(1234, 10,4) - 85
Loenda(1234, 10,3) tabel[3][10]=63 | 85 K&ik kuni neljakohalised ja 1009, 1018, 1027,
1036, 1045, 1054, 1063, 1072, 1081,1090 ja
kolmekohalised: 1108, 1117, 1126, 1135,
1144, 1153, 1162, 1171, 1180
1207,1216, 1225
Loenda(234, 9, 2) tabel[2][9] = 10 22 Koik vahem kui kolmekohalised: 009, 018,
tabel[2][8] =9 027, 036, 045, 054, 063, 072, 081, 090 ja
kolmekohalised: 108, 117, 126, 135, 144,
153, 162, 171, 180 Lisaks: 207, 216, 225
Loenda(34, 7, 1) tabel[1][7] =1 3 07,16 ja 25
tabel[1][8] =1
tabel[1][9] =1

Loenda(4, 4, 0) tabel[0][4] =0 0 =
tabel[0][3]1=0
tabel[0][2] =0
tabel[0][1] =0

5.6 MITMEMOOTMELINE DP TABEL — MILJONAR JA VAESLAPSED

Jargmine Ulesanne on Eesti lahtiselt programmeerimisvdistluselt aastast 2015. See on kdigi aegade
koige kurvema tekstiga programmeerimisilesanne, aga selle lahendus on Ule kantav paljudele
teistele statistilise modelleerimise llesannetele.

Dickensi-aegsel Inglismaal elas miljonar Mortimer. Temaga
samas linnas asusid kolm lastekodu, kus elasid vaeslapsed,
kellele Mortimer tavatses joulukinke teha. Kinkide jagamise
protseduur oli jargmine:

1. Iga vaeslaps saab oma lastekodust korvi, millega ta kingi
jarele laheb.

2. Mortimer viskab kingitusi jarjest laste sekka, mida nood
oma korvidega pullavad.

3. Iga kingitus puutakse alati kinni.

4. Lapsed saavad kingitusi katte juhuslikult, kuid tdenadosus, et
konkreetne laps kingituse katte saab, on vérdeline tema
korvisuu pindalaga.

5. Sama lastekodu lastel on sama suurusega korvid.

6. Kui moni laps saab kingituse katte, laheb ta sellega kohe lastekodusse tagasi ja rohkem plilidmises
ei osale.

7. Lapsi voib olla rohkem kui kingitusi :(

Igal kingitusel on vaartus. Leida iga lastekodu kohta, milline on selle kodu laste poolt saadud
kingituste vaartuste keskmine eeldatav summa.
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NAIDE:

Esimesest lastekodust on kohal L; = 1 laps korvi pindalaga K; = 1.
Teisest lastekodust on kohal L, = 1 laps korvi pindalaga kK, = 2.
Kolmandast lastekodust on kohal L; = 1 laps korvi pindalaga Kz = 3.
Mortimeril on N = 2 kingitust vaartustegaVv = [10, 20].

Vastus:

L:: 6,666667

L,: 11,333333

Ls: 12

Naditeandmeid kasutades kujuneb vastus esimese lastekodu kohta jargnevalt:

. . . - . N 1
e Esimese lastekodu ainus laps saab esimese kingituse katte téendosusega - see annab

oodatavaks vaartuseks 10 *% = g ~ 1,666667 ning teiste kingituste pltdmises ta ei
osaleks.

e TOendosusega 3 saab esimese kingi teise lastekodu laps ja laheb ara. Sel juhul on esimesel
T, e 1 s .. 1 1 5
lapsel teise kingi saamise tdendosus T Oodatav vaartus on siis 20 * 2353 7 1,666667.

e TOendosusega % saab esimese kingi kolmanda lastekodu laps ja lahkub. Sel juhul on esimesel

e e 1 v 1 1 10
lapsel teise kingi saamise tdendosus 7 oodatav vaartus 20 * 2*3 =3 ° 3,333333.

Kokku tulebki vastuseksg +§ + ? = 23—0 ~ 6,666667. Samasugust arutlust saab kasutada ka

teiste lastekodude jaoks.

5.6.1 Koikide voimaluste labivaatus

Tdendosus, et kingi saab katte mingi konkreetse lastekodu laps, s6ltub kogu selle lastekodu
pliidmisel osalevate korvide pindala suhtest kdigi veel pilidmisel osalevate korvide pindalasse. Iga
kord, kui kink katte saadakse, vaheneb (ihe lastekodu korvide kogupindala, kuna kingi saanud laps
lahkub koos oma korviga. Seetdttu vaheneb ka kdigi korvide pindala. Kinkide piidmisele vastab
jargmine puu:

A, B ja C tahistavad erinevaid lastekodusid, esimene tase (sinised tipud) esimest kingitust, teine tase
(oranzid tipud) teist kingitust. Igas tipus on sellele lastekodule vastav tadht, kes vastava taseme
kingituse sai. Kdikide variantide labivaatamise keerukus s&ltub kinkide arvust N ja on 0(3V).

5.6.2 Korduvad harud

Kas ldbivaatuste puus hakkavad mingid osad korduma? Lapsed saavad tkshaaval kinke ning lahkuvad
seejarel. i-nda kingi jagamise ajaks on lahkunud i last ja lastekodude ning ka kogu korvide pindala on
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vahenenud vastavalt sellele, milliste lastekodude lapsed olid juba lahkunud. Samas ei séltu
allesjaanud laste ja korvide arv sellest, millises jarjekorras eelmised lapsed oma kinke said. Siin on
alamosa sligavamast rekursioonipuust:

5.6.3 DP tabeli koostamine

Kui kdik kingid on jagatud, siis kingi saamise tdendosus on 0. Kui on alles viimane kink, siis tdenaosus,
et selle saab moni esimese lastekodu laps, on esimese lastekodu veel kohale jadanud laste arv LJ;
korrutatud esimese lastekodu korvi pindalaga K; ning jagatud kdikide allesjaanud korvide pindalaga.
Et seda leida, on vaja teada, mitu last igast lastekodust alles on. Hea on koostada kolmema&dtmeline
massiiv, kus iga modde vastab Uhe lastekodu kohal olevate laste arvule. Naiteks, kui on vaja jagada 5
kinki ja lastekodudest on kohal vastavalt 2, 5 ja 1 last, siis viimase kingi jagamise ajaks voib olla
esimesest lastekodust alles 0 kuni 2 last, teisest 1 kuni 4 last ja kolmandast 0 vdi 1 last. Kokku on
jarel 2+ 5+ 1-4 =4 last. Jargnevas tabelis on toodud viimase kingi jagamisest saadavad keskmised
eeldatavad summad esimese lastekodu jaoks:
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1 - - 0 - -
1 0 - - Ky e
Ki+3+K,
1 - K o - - |-
Ki+2+K, +K;
2 0 - 2x*xKq - - |-

1 2% Ky = = a |[=
*
2*K1+K2+K3

A, B ja C tahistavad vastavalt esimesest, teisest ja kolmandast lastekodust alles jadnud laste arvu. Kj,
K ja K5 téhistavad vastavalt lastekodude korvi pindalasid ning V viimase kingituse vaartust.

Kuidas leida, milline on oodatav kinkide vaartus tiks kdik enne seda, naiteks juhul, kui alles on kaks
last esimesest, kaks teisest ja ks kolmandast lastekodust? Siis on 3 vGimalust, millise lastekodu laps
kingi saab:
1. Kingi saab esimese lastekodu laps ning parast seda on situatsioon, kus lapsi on jarelA=1,B =
2 ja C =1 (tabelis oranzi taustaga lahter).
2. Kingi saab teise lastekodu laps ning parast seda on lapsi jarel A=2, B=1ja C=1 (tabelis
rohelise taustaga lahter).
3. Kingi saab kolmanda lastekodu laps ning parast seda on lapsi A =2, B=2 ja C =0 (tabelis
sinise taustaga lahter).
Tahistagu kingi saamise tdendosusi antud sammul vastavalt Ta, Tg ja Tc ja parasjagu jagatava kingituse
vaartust VP, siis
0,kuii=0,j=0,k=0
E(A; B; Cy) =
Ty*VP + Ty *E(Ai—1,B;,Cy) + Tg * E(A;, Bj—1,Cy) + T¢ * E(A;, Bj, Ci—q)

Ulesandes tahetakse vastust kdigi kolme lastekodu jaoks, seega tuleb teha 3 tabelit: iiks iga lastekodu
jaoks.

5.6.4 Lahendus

Siin on funktsioon, mis antud tlesande lahendab:
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int kingid(int La, int Lb, int Lc, int Ka, int Kb, int Kc, int N, int* kingid)

{

208

double**** kv = new double***[La + 1]; //1. lastekodust kohalolevate laste arv
for (int i = @; i <= La; i++) {
kv[i] = new double**[Lb + 1]; //2. lastekodust kohalolevate laste arv
for (int j = ©; j <= Lb; j++) {
kv[i][j] = new double*[Lc + 1]; //3. lastekodust kohalolevate laste arv
for (int k = 0; k <= Lc; k++) {
kv[i][j][k] = new double[3]; // lastekodu
}

}

int lapsiKokku = La + Lb + Lc;
//Alustame sellest, kui kdik lapsed on lahkunud kuni selleni, kui kdik veel alles
for (int al = lapsiKokku - N; al <= lapsiKokku; al++) {
int ml1 = min(La, al);//nii palju saab maksimaalselt olla alles 1. lastekodust
for (int i = 0; i <= ml; i++) {
//nii palju saab olla 2. lastekodust, kui esimesest on alles i last:
int m2 = min(Lb, al - i);
for (int j = ©; j <= m2; j++) {
if (a1l - i - j <= Lc) {
int k = al - 1 - j; //nii palju on 3. lastekodust kohal

kv[i][j][k][e] = @;
kv[i][J][k][1] = e;
kv[i][3][k][2] = @;

if (al == lapsiKokku - N) {
continue; //kedagi ei ole, jatkame
¥

double pl = i * Ka;

double p2 = j * Kb;

double p3 = k * Kc;

double kp = p1 + p2 + p3; //alles korvide kogupindala

double t1 = p1 / kp; //Tdendosus, et kingi saab 1. lastekodu
double t2 = p2 / kp; //2. lastekodu

double t3 = p3 / kp; //3. lastekodu

int jk = kingid[lapsiKokku - al]; //jagatava kingi vaartus

if (i 1= 0) {
kv[i][j1[k]I[e] += t1 * (jk + kv[i - 1][j][k][@]);
kv[i][FI0KI[21] += t1 * kv[i - 1][j]1[k][1];
kv[i][F1[k]I[2] += t1 * kv[i - 1][j][k][2];

}
if (j !'= 0) {
kv[i][j][k][e] += t2 * kv[i][j - 1][k][e];
kv[i][J][k][1] += t2 * (Fk + kv[i][j - 1][k][1]);
, kv[i][J][k][2] += t2 * kv[i][j - 1][k][2];

if (k 1= @) {
kv[i][j][k][@] += t3 * kv[i][j][k - 1][e];
kv[i][F10k]I[1] += t3 * kv[i][j][k - 1][1];
kv[i][310kI[2] += t3 * (Jk + kv[i][j][k - 1][2]);

}

cout << fixed << setprecision(10) << kv[La][Lb][Lc][@] << endl <<
kv[La]l[Lb][Lc][1] << endl << kv[La][Lb][Lc][2] << endl;
return 0;



Selles lahenduses on DP tabeli dimensioonideks kasutatud kiill lastekodulaste arvu, kuid tegelikud
arvutused toimuvad ainult laste arvu ja kinkide arvu vahe osas (tdpsemalt voiks mddtmeteks olla nt
lahkunud laste arv, mis saab maksimaalselt vorduda kinkide arvuga). Seega on kogu selle lahenduse
keerukus O(N?3).

5.7 TOEVAARTUSTE TABELIGA DP - OIGLANE JAGAMINE

See Ulesanne on teisend klassikalisest seljakoti pakkimise (ilesandest. Seljakoti pakkimisest tuleb
hiljem rohkem juttu kaheksandas peatiikis — DP edasijdudnutele.

Kaks venda, Albert ja Benno, tahavad jagada omavahel hulka kingitusi. Iga kingituse peab andma kas
Albertile voi Bennole; kingitusi poolitada ei saa. lgal kingitusel on vaartus. A ja B tdhistavad vastavalt
Albertile ja Bennole antud kingituste kogusummat. Minimeerida vahe A - B absoluutvaartus.
Kingituste arv N ei lileta 100. Kingituste vaartused on positiivsed tdisarvud, mis ei tleta 200.

NAIDE:

N =24

V= [2, 3, 4, 7]

Vastus: 2 (naiteks jaotused [2, 7] ja [3, 4] vGi [7] ja [2, 3, 4])

5.7.1 Koik kombinatsioonid

Esimese hooga tuleb mdte vaadata labi kdik kombinatsioonid. Kuna kinkide jagamisel tekkiv vahe on
simmeetriline (st ei ole vahet, kas konkreetse komplekti kingitusi saab Albert ja tlejadnud jaab
Bennole voi vastupidi), siis piisab pooltest vGimalustest. Nditeandmete jaoks on need toodud
jargmises tabelis:

Alberti kinkide vaartused 2,3,4,7 3,4,7 2,47 2,3,7 2,3,4 4,7 3,7 3,4
Benno kinkide vaartused 0 2 3 4 7 2,3 2,4 2,7
Vahe 16 12 10 8 2 6 4 2

Tundub hea plaan. Erinevaid kombinatsioone kinkide jagamiseks on 2V, Kui N on viike, nagu antud
niites, siis todtab kdik suurepiraselt, kuid kui N = 100, teeb see juba 2°° erinevat kombinatsiooni ja
see on isegi masinale liiga palju t66d.

5.7.2 DP lahendus

Eelmises tabelis on ndha, et tiks kinkide jaotamisel tekkinud vaartuste vahe kordub. Kuna kinkide
lubatud vaartus on kuni 200, siis nii vaikese kinkide arvu juures nagu naites (N = 4) see ei pruugi
ilmtingimata nii olla, kuid suurema arvu kinkide jagamisel ilmselt peavad hakkama vahed korduma,
sest koigi voimalike vahede arv on fikseeritud. Nditeks maksimumsisendi juures, kus kinke on 100 ja
igaliks vaartusega 200, siis juhul kui Albert ahnitseb kdik kingitused endale, on Alberti kingituste
koguvaartus koigi kingituste vaartuste summa, mis on maksimaalselt 100 * 200 = 200 000. Benno
kingituste koguvaartus on loomulikult 0, seega maksimaalne vahe saab olla 200 000. See tdhendab
aga, et nende kingituste ikskdik millisel jagamisel ei saa tekkida rohkem kui 200 001 erinevat vahet
(0 sobib ka). Pane tdhele: see kehtib seetdttu, et kingituste vaartused ja seega ka vahed saavad olla
ainult taisarvud, reaalarvuliste vaartuste korral saab sellist ldhenemist kasutada ainult teatud
tingimustel.
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Naites on kingituste kogusumma 2 + 3 + 4 + 7 = 16, jarelikult vdimalikud vahed on 0...16. Kuidas
muutuvad vahed kingituste jagamise kaigus?

Kui jagatakse ainult Gks kingitus, saab vaheks olla ainult selle kingituse vaartus (tabelis '+’ tahistab
vOimalikku vahet, ’-’ vOimatut. Reas on kingituse nr(= vaartus)):

(Vahe 0 12 3 4 /5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 - - + - - - - - - - - - - - - - -

Kui jagatakse jargmine kingitus, siis kdik voimalikud vahed saavad kas kasvada v6i kahaneda tapselt
selle kingituse vaartuse vorra, nt kui esimese kingituse vaartusega 2 sai Albert ja teise, vaartusega 3,
saab samuti Albert, on vahe 2 + 3 = 5. Kui teine kink Idheb aga Bennole, on vahe |2 -3]| = 1.

Vahe 0 1 |2 3 4 5 6 7 |8 |9 /10 [11 12 |13 |14 |15 |16

2 |- |+ |- - - T+ |- |- - [-1- "1- 1- 71- 71- 1- /-

Kolmanda kingituse jagamisel saab vahe muutuda 4 vorra, sest see on kolmanda kingituse
vaartuseks. Kui enne sai olla vaartuste vahe kas 1 v3i 5, siis ntiid on vbimalikud vahed:

e 1+4=5,
e |[1-4]|=3,
e 5+4=9ja
e 5-4=1,

Samamoodi saab arvutada k&ik véimalikud vahed ka viimase kingituse jaoks. Siin on kogu taidetud
tabel naites toodud 4 kingi jaoks:

0 1 .2 3 4 /5 6 /7 /8 9 10 11 12 13 14 /15 16
= = + = = = = = = = = = = = = = =

+ +
- + = + = +

A WN PR
1
+
1
+
1
+
1
+
1
1
1
+

- |- + - +

Siin on ka vBimalus kokkuhoidliku DP kasutamiseks: iga kord kasutatakse jargmise rea arvutamiseks
ainult eelmisel real olevat infot — see tdhendab, et kui Glesande vastuseks soovitakse ainult
minimaalset vahet, piisab tegelikult kahe reaga tabelist: vaja on meeles pidada eelmine rida ning
kdesolev rida.

Jargmine funktsioon illustreerib kokkuhoidlikku DP lahendust:

210



int LeiaVahe(int mituPakki, int* pakid)

{
int suurimVahe = 0;
for (int i = @; i < mituPakki; i++) {
suurimVahe += pakid[i]; //Leiame suurima voimaliku vahe
}
bool** tabel = new bool*[suurimVahe + 1];
for (int i = @; i <= suurimVahe; i++) {
tabel[i] = new bool[2];//kokkuhoidliku DP jaoks on vaja vaid 2 rida
¥
tabel[@][1] = 1; //kui midagi jagada pole, on vahe ©
for (int i = 1; i <= suurimVahe; i++) {
tabel[i][1] = @; //llejdanud vahed on voimatud
}
for (int i = 0; i < mituPakki; i++) {
int praeguneRida = i % 2;
int eelmineRida = (i + 1) % 2;
for (int j = @; j < suurimVahe; j++) {
int eelmineVahe = j - pakid[i];
if (eelmineVahe < 0){
eelmineVahe = -eelmineVahe;
}
if (tabel[eelmineVahe][eelmineRida]) {
tabel[j][praeguneRida] = 1;
continue;
}
eelmineVahe = j + pakid[i];
if (eelmineVahe > suurimVahe || !tabel[eelmineVahe][eelmineRida]) {
tabel[j][praeguneRida] = 0;
continue;
}
tabel[j][praeguneRida] = 1;
b
int vastus;
for (int i = ©; i < suurimvVahe; i++) {
int praeguneRida = (mituPakki - 1) % 2;
if (tabel[i][praeguneRida]) {
vastus = i; //leiame esimese voimaliku vahe, see ongi vastuseks
break;
}
¥
return vastus;
}

5.8 BITIMASKIDE POHINE VAARTUSTE TABEL - MOEKUNSTNIK JA KOILIBLIKAS
Jargmine llesanne on samuti Eesti lahtiselt programmeerimisv&istluselt aastast 2013. Ulesande

originaaltekst kuulub selgelt fantastika valdkonda, kuid samal pohimdttel saab lahendada
mitmesuguseid manguteooria voi riskianalliUsi situatsioone.

211



Moekunstnik Mardil on kapis N ilusat salli, millega ta kaib laupaeviti
moekunstnike koosolekul. Igal sallil on oma moevaartus ja koosolekul saab
Mart vastava hulga feimi. Kaks korda sama salliga kohale tulla oleks suur faux
pas ja Mart ei tee seda kunagi. Kantud sallid paneb ta kappi tagasi, aga
rohkem neid ei kanna. Mardi kapis elab ka koiliblikas Kart, kes s66b igal
plhapaeval lhele sallile augu sisse. Auguga salli enam kanda ei saa. Kart
moevaartusest ei hooli, vaid s66b salle juhuslikult. Mingile sallile augu
s60mise tdendosus on vordeline salli pikkusega. Kart voib sama salli stitia ka
mitu korda. On selge, et Mart saaks koosolekul kaia tGlimalt N korda, kui Kart
s00ks ainult juba kantud salle. Kui Kart so6b monikord ka kandmata salle, jaab
koosolekute arv sellevorra vaiksemaks. Kirjutada programm, mis leiab, kui
palju Mart keskmiselt feimi saab, kui ta kasutab parimat véimalikku
strateegiat, aga Kart s66b salle juhuslikult. Tegevus algab nadala alguses,
seega esimese koosoleku ajaks on koik sallid veel terved. Sisendina on antud
koigi sallide pikkused ja moevaartused.

Sisendi esimesel real on sallide moevaartused ja teisel real nende pikkused.
NAIDE:

Pikkused: 3 2 1

Moevaartused: 10 20 30

Vastus:

48,333333

(Pildil Mart, Kart ja Glesande autor Targo).

Naite selgitus: Antud naites on Mardi optimaalne strateegia vGtta kGigepealt teine sall. Parast seda
on:

o 1 . . . . .
e tdendosusega > auk esimeses sallis, teiseks koosolekuks alles ainult kolmas sall ja saame
kokku 50 feimi;
o 1 . . . n N 1
e tdendosusega 3 auk teises sallis ja kaks salli alles; vBtame neist kdigepealt kolmanda ning >

S . . . e ma 1
téendosusega saame ka esimese dra kanda; keskmiselt kokku 55 feimi; téendosusega - auk

kolmandas sallis, alles ainult esimene ja saame kokku 30 feimi.

Nende variantide kaalutud keskmine on 48§feimi.

5.8.1 Koigi labivaatuste puu

Nagu ikka, alustame jdumeetodi anallUsiga.

Alguses on Mardil valida kdikide sallide vahel. Ta valib neist tGihe ning jargmiseks korraks jaab N - 1
valikut. NUud s66b Kart ihele sallile augu sisse. Kui Kart valis einestamiseks juba kantud salli, siis
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Mardi valikud ei muutu. Kui aga Kart s6i mdne kandmata salli, jadb Mardile N - 2 valikut jne. Siin on
puu kolme salli jaoks:

3

(22) (12) (12)
@m ©®@ 0@ @B 0 e 0 @
(=) () (2) (1) () @,
®@ 900 0000 ©0 0 @

Numbrid tippudes naitavad, millised sallid on veel Mardile kasutatavad. Oranzides ringides on Mardi
kaikudele, sinistes Kardi kdikudele eelnev seis.

Mart saab igal sammul valida jarelejaanud sallide hulgast — Kart valib kiill kdigi sallide hulgast, kuid
tegelikult pole llesande seisukohalt oluline, millise katkistest vGi kantud sallidest Kart valib, neid voib
vaadelda tihe juhuna. Sellisel juhul kdikide variantide labivaatamisega lahenduse keerukus on
O0((N)?). Seega juba N = 20 juures tuleb teha (20!)?>= 5,919*10° Iabivaatust. Arvestades 10°
Iibivaatust sekundis, kulub 2*10% aastat!

5.8.2 Tee DP poole

Kui vaadata hoolega eespool joonistatud puud, pole raske margata, et puus hakkavad harud
korduma. Sisuliselt tdhendab see seda, et kui mingil hetkel on Mardil valida tdpselt samade sallide
vahel, siis on tal tark tapselt samamoodi kdituda ning ta saab keskmiselt samapalju feimi juurde
eelnevalt kogutule: nii nditeks kolmanda paeva valik ei s6ltu enam sellest, mida Mart ja Kart esimesel
kahel paeval ette votsid, vaid ainult sellest, millised sallid veel selleks ajaks jarel on. Piisab, kui
samasuguseid alampuid arvutame vaid thel korral, edaspidi v6ib kasutada meelde jaetud vaartust.
Seega vOiks mote minna DP lahenduse peale. Erinevaid seise on sama palju kui parajasti alles olevate
sallide vBimalikke kombinatsioone ehk 2V. Iga kombinatsiooni kohta on vaja meeles pidada parim
tulemus. Kuidas aga jarjestada kombinatsioone?

5.8.3 Bitimaskide kasutamine tabeli indeksitena

Siin on olukord, kus stisteemi voimalikud olekud on kirjeldatavad bitimaskidena: mingi hulk objekte
on parajasti kas aktiivsed vdi mitteaktiivsed. N objekti puhul on selliseid vdimalusi 2V, Sellisel juhul on
kaval luua 2" elemendiga massiiv, kus iga element tihistab iiht vdimalikku kombinatsiooni. Kui
massiivi indeksid on 0 kuni 2"- 1, annab see meile ka loomuliku viisi kombinatsioonide jarjestamiseks:
iga massiivi element tahistab parajasti nende objektide olemasolu, millele vastavad bitid on indeksi
kahendesituses lhed.
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Naiteks nelja objekti puhul tahendaks see jargmist tabelit:

Allesolevad objektid

0 0000 Mitte Uhtegi
1 0001 1.

2 0010 2.

3 0011 1.ja2.

4 0100 3.

5 0101 1.ja3.

6 0110 2.ja3.

7 0111 1,2.ja3.

8 1000 4,

9 1001 1.ja4.

10 1010 2.jad.

11 1011 1,2.ja4.
12 1100 3.jad.

13 1101 1,3.ja4.
14 1110 2.,3.jad.
15 1111 KGik objektid

Madalamad bitid tahistavad esimesi objekte, sest siis me ei piira objektide koguarvu — kui neid on
rohkem, saab votta lihtsalt pikema arvu.

Tavaparaste operatsioonide sooritamiseks on kasulikud bitikaupa tehted:

Operatsioon Operaator | Naide kahendesituses | Naide kiimnendesituses

Bittide nihutamine vasakule. << 0101 << 2 ==010100 5<<2==20
M << N on ekvivalentne
tehtega M*2N,

Bitikaupa korrutamine & 0101&0111==0001 5&7==1

Bitikaupa liitmine | 0101 | 0011 ==0111 5|3==

Bitikaupa eitus ~ ~0101 ==1010 Vastus oleneb arvu
pikkusest

Bitikaupa valistav voi 2 0101720011==0110 573==

Nende abil saab teha jargmisi operatsioone vdga efektiivselt:
e Kdigi kombinatsioonide arvu (2V) leidmine.
1 << N

e Konkreetsele objektile vastava arvu leidmine. Tehe tagastab kahendarvu, kus altpoolt m. bitt
on 1 ja teised bitid nullid.

1< (m- 1)

e Kombinatsiooni arvu leidmine, kus on olemas koik objektid peale Ghe. Tegemist on eelmise
tehte tulemuse bittide imberpoéramisega.

~(1 << (m - 1))
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e Tsikkel, mis genereerib tiksikutele objektidele vastavaid kahendarve (sisuliselt kahe

astmeid):
for (int mbit = 1; mbit <= max; mbit *= 2)

e Kontroll, kas kombinatsioon i sisaldab objekti number m. Kui kombinatsioonile vastavat arvu

bitikaupa korrutada thele objektile vastava arvuga, on vastus positiivne parajasti siis, kui
kombinatsiooni arvus on ka m. bitt seatud.

i&1«< (m-1) >0

e Objekti eemaldamine kombinatsioonist (tdpsemalt, kombinatsiooni i alusel sellise

kombinatsiooni leidmine, kus puudub objekt m).

i&~(1<< (m-1))

e Objekti lisamine kombinatsioonile (tdpsemalt, indeksi i alusel sellise indeksi leidmine, kuhu

on lisatud objekt m):

i 1<<(m- 1)

e Objekti sisse-valjalllitamine (lihtsustab koodi juhul, kui me juba ette teadsime, kas see objekt

oli enne aktiivne voi ei):

inr1<< (m-1)

Selline lahenemine on arvutuslikult tliefektiivne. Konkreetsetele objektikombinatsioonidele
vastavate massiivi indeksite leidmine ja nendega opereerimine taanduvad taisarvutehetele, mille
jaoks kaasaegsetes protsessorites on hasti optimiseeritud meetodid ja mille taitmist moddetakse
Uksikutes nanosekundites.

5.8.4 DP lahendus

Siin on pohjalike kommentaaridega funktsioon, mis antud lilesandele vastuse leiab:

double leiaFeim(int N, int* moevaartused, int* pikkused)

{
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// voimalike kombinatsioonide arv, millised sallid vdivad so0dud olla = 2”n
int kombinatsioonid = 1 << N;
int kogupikkus = 0;
for (int i = 0; i < N; i++) {
kogupikkus += pikkused[i];

// Siin massiivis hoiame parimaid vdéimalikke tulemusi, mida on vdéimalik saavutada,
// kui meil on alles mingi konkreetne kombinatsioon salle.

// Massiivi indeksid vastavad sallikombinatsioonide kahendarvulistele vaartustele.
// Naiteks feimid[37] sisaldab maksimaalset voimalikku vaartust, mida Mardil on

// vdoimalik saavutada juhul, kui alles on 1., 3. ja 6. sall (sest 1@-siisteemis 37
// on kahendsilisteemis 00100101, seatud on altpoolt lugedes 1., 3. ja 6. bitt)
double* feimid = new double[kombinatsioonid];

feimid[0] = 0;



// konstrueerime kdik kombinatsioonid alates lihtsamatest
for (int i = 1; i < kombinatsioonid; i++) {
feimid[i] = o;

// Proovime uue kombinatsiooni liles ehitada vaiksematest.

// mvalik on Mardi tehtav valik, st mitmenda salli ta votab.

// Proovime koiki Mardi valikuid

for (int mvalik = @, mbit = 1; mbit <= i; mbit *= 2, mvalik++) {

¥
¥

// bitt pole seatud, st vaadeldav kombinatsioon ei sisalda seda salli
if ((mbit & i) == 0){
continue;

double alles = 1; // tdendosus, et lUhtki head salli ei s6dda ara
double feim = moevaartused[mvalik]; // Mardi kaigu vaartus
// kvalik on Kardi tehtav valik, st mitmenda salli sisse ta augu so6b
for (int kvalik = @, kbit = 1; kbit <= i; kbit *= 2, kvalik++) {
if ((i & kbit) == @ || mvalik == kvalik) continue;
double prob = (double)pikkused[kvalik] / kogupikkus;
// vaartusele lisandub selle allesjadava kombinatsiooni vaartus, kust
//on eemaldatud Mardi ja Kardi sall
feim += prob * feimid[i ~ mbit ~ kbit];
alles -= prob;
}
// Kui Kart ei so6onud uhtki head salli ara, lisandub selle kombinatsiooni
// vaartus, kus on koik sallid peale Mardi praeguse valiku
feim += alles * (feimid[i ~ mbit]);
if (feim > feimid[i]) {
feimid[i] = feim;
}

return feimid[kombinatsioonid - 1];

5.9 KUuUIDAS JA MILLAL DP-D KASUTADA

Eelnevalt toodud nadidetest selgus, et DP aitab algoritmi keerukust sageli dramaatiliselt parandada:

| Ulesanne | Jumeetodiga keerukus DP keerukus

Fibonacci O(e") O(N)

Optimaalne maksmine oM O(N)

Pikim kasvav osajada oM O(N?)

Pikim Uhine osajada o(2™M) O(NM)

Ristsumma O(N) O(log N)

Oiglane jagamine oM O(N*log(W)), kus W on kingi
maksimaalne vaartus

Miljonér ja vaeslapsed o(3N) O(N3)

Moekunstnik ja koiliblikas O(N!?) oM

Kuidas aga dra tunda ulesandeid, kus on véimalik DP-d kasutada?

e Probleemi saab jagada vdiksemateks alamprobleemideks.
e Suurema probleemi lahenduse saab leida Gihe voi enama alamprobleemi lahenduse p&hjal.

e Alamprobleemid on jarjestatavad.
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e Suurema probleemi lahendus soltub Gihest v6i enamast alamprobleemi lahendusest, kuid
mitte sellest, kuidas need lahendused tapselt saadi.

Tavalisi DP Ulesannete struktuure:

DP tabelis

kasutatav(ad)
vadrtus(ed)
Jadaxi, Xz, ..., X, Jadaelementi Vali jada esimesed i-1 Pikim kasvav osajada
elementi, tootle i, lisa i
eelmisele seisule voi

mitte.

Kaks jada Jadade elementide Nagu eelmine, aga Pikim Ghine osajada
X1, X2, - . ., Xnja paar i (esimesest muuda Uht indeksit
Y, .eer¥Ym jadast) ja j (teisest korraga.

jadast)
Jada Alamjada xi,...,X; Jaga 16ik i,...,j 16ikudeks  Maatriksite jada korrutamine (vt
X1, eeeXiyeeXjpeee)Xn ik k+1,..) peatiikk 8)
Suunatud Tipp graafis Tootle vaadeldava tipu | Pikimate vGi lihimate teede
tsiikliteta graaf naabrid leidmine graafis, teede loendamine
Piirav arvuline Piirivaartusest Suurenda (vGi vdhenda) = Seljakotililesanne, mitmesugused
vadrtus vaiksem (vOi suurem) | vaadeldavat vaartust maksmisilesanded

arv kuni jouad

piirivaartuseni.
Objektide hulk Objektide alamhulk Lalita alamhulgas
(tavaliselt bitimaskina) = elemente sisse-vélja

5.9.1 Ulalt alla vs alt liles DP

Plussid - Loomulik jargmine samm - Kiirem juhul kui paljusid
tdislabivaatusega lahendusest. alamprobleeme ,kiilastatakse”
- Leiab alamvastused ainult siis, korduvalt
kui see on vajalik (mdnedes - Voimaldab malu kokkuhoidu, kui
olukordades kiirem). kasutame , kokkuhoidliku DP“ trikki.
Miinused - Rekursiivsel funktsioonide - Lugejale, kes pole DP-ga tuttav, on
valjakutsumisel on lisakulu. koodi intuitiivne mo&istmine raskem.
- Koigi olekute meelespidamine - Leiab kdik alamvastused ka juhul, kui
vOib pohjustada méaluprobleeme. see pole otseselt vajalik.

5.9.2 Kidunud DP

Vahel on véimalik leida DP ka olukordades, kus seda esmapilgul ei ole. Olgu llesandeks naiteks:
Leida arvude jadas maksimaalne element.

Loogiline ja intuitiivne lahendus on meeles pidada, mis on seni leitud maksimaalne element, vérrelda
seda kdigi jargmiste elementidega ning kui leiame suurema, siis meeles peetud element selle
suurema vaartuse vastu vahetada. Samas vdib ka sellest algoritmist mdelda kui DP algoritmist, kus
,tabel” koosnebki sellestsamast seni leitud maksimaalsest elemendist. Alternatiivne , jdumeetodiga”
lahendus samal Glesandele oleks iga elemendi jaoks proovida, kas ta on kdigist teistest suurem vai ei:
O(N?) ajalise keerukusega algoritm.
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5.10 DP PRAKTILISED KASUTUSALAD

Me kasutame sageli tooriistu, mis sisaldavad endas ihte vdi teist DP-| pdhinevat algoritmi.
Modned huvitavad DP kasutusalad:

o diff (https://en.wikipedia.org/wiki/Diff utility) ja tema sugulased, mis kasutavad pikima
Uhise osajada leidmist.

e Poliinoomide interpoleerimine (https://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial interpolation)
on kergesti realiseeritav DP abil. Pollinoomide interpoleerimine ise leiab kasutust mitmel
pool arvutigraafikas, kus meil on vaja keerulisi jooni lihtsa vaevaga kuvada. Naiteks
fontide skaleerimist saab realiseerida, kasutades poliinoomide interpolatsiooni.

e Spordiennustus ja modelleerimine, eriti mangudes, mis koosnevad diskreetsetest
etappidest, naiteks kriket ja pesapall. Vt nt
https://en.wikipedia.org/wiki/WASP (cricket calculation tool)

e Teksti joondamise ja poolitamise algoritmid (kuidas |dpetada ridu nii, et raisataks
vGimalikult vahe ruumi), mida kasutavad TeX ja teised kiiljendusprogrammid.

e Plagiaadi leidmise tooriistad kasutavad teisenduskauguse (i.k edit distance) leidmise
algoritmi, mis pohineb DP-I. Teisenduskaugusest tuleb rohkem juttu peatikis ,,DP
edasijéudnutele”.

e Lihima tee leidmise algoritmid kaardirakendustes.

e Logistika planeerimine.

e Markovi ahelad DNA-s mustrite leidmiseks.

e Soovituste andmine otsingumootorites.

e VGimsuse optimaalne planeerimine elektrijaamades.

Uks pariselu olukord, kus mul isiklikult DP-laadsest Iahenemisest
koige rohkem kasu on olnud, oli seotud andmebaasidega. Tegu
oli suure, paljude klientidega olmeettevottega. Kdigil klientidel
oli palju mitmesuguseid tarbimisi. Iga kuu I16pus oli
drianaltdtikutel vaja teha musttuhat raportit ja paringut
erinevate tarbimisliikide, kliendisegmentide jm kohta.
Taiendavalt tuli teha simulatsioonid, et mis juhtuks, kui hinnad
muutuksid. Algne lahendus sisaldas hulka andmebaasiparinguid,
mis tootasid aga terve nadalavahetuse, enne kui raportid valmis
said. Kui asja uurisin, siis selgus, et tisna paljusid andmeid pariti
kogu selles protsessis palju kordi. Et seda valtida, ehitasin eelpool kirjeldatud DP-tabelite analoogina
hulga ajutisi tabeleid, milles jupphaaval 16plikku statistikat koostati. KokkuvGttes valmisid raportid
nlld paevade asemel minutitega.

Selline lahenemine, kus andmebaasis andmeid teatud péaringute huvides denormaliseeritakse, on
kallaltki levinud (vt nt https://en.wikipedia.org/wiki/Denormalization), aga selle kombineerimine DP
matteviisiga lisab su tooriistakasti veel moned huvitavad voimalused.
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5.11 KONTROLLULESANDED

5.11.1 Aktsiaturg

Kui siin 6pikus oleks kirjas kindel retsept aktsiaturul raha teenimiseks, voiks selle
raamatu iga eksemplari eest kiisida tuhandeid eurosid. Kuna aga raamatutest
pole voimalik kindlaid meetodeid leida, luuravad paljud kauplejad tksteise jarel,
pldldes jalile saada voitvatele strateegiatele.

Sul on antud vdistleva kaupleja tehingute nimekiri, mille igal real on tiks number tehingu kohta —
tdisarvuline kasum vGéi kahjum.

Eesmargiks on leida sellest jadast maksimaalse summaga alamjada. Kui kasumlikke tehinguid ei ole,
valjastada 0.

Sisendi esimesel real on tehingute arv N (1 £ N < 10000). Teisel real on igast tehingust saadud kasum
vOi kahjum.

NAIDE 1:

5

12 -4 -10 4 9

Vastus: 13

NAIDE 2:

20

-896 995 -588 -23 648 -980 51 -705 -620 -640 915 663 444 307 -207 81 -763 -993
24 665

Vastus: 2329

CHALLENGE ACCEPTED

5.11.2 Protsessori planeerimine

Operatsioonisiisteem peab jarjekorda seadma hulga tegevusi, mille sooritamiseks on vaja
protsessoriaega. Tegevusi on kaht sorti, esimeste tditmine votab n millisekundit ja teiste taitmine m
millisekundit.

Eesmargid (prioriteedijarjekorras) on esiteks minimeerida aega, mil protsessor on joude (ideaalis null,
kui null pole véimalik, siis nii vaike kui saab) ning teiseks maksimeerida taidetud tlesannete arvu. T66
tegemiseks on aega t millisekundit. T66d ei tohi pooleli jadda, see oleks sama hea kui jdudeolek.

Kui antud on arvud m, n ja t (tdisarvud IGigust O - 10000), leida mitu lilesannet on nende reeglite
alusel voimalik maksimaalselt I6petada.

NAIDE 1:

3554

Vastus: 18 (k&ik kolmesed tlesanded)

NAIDE 2:

3 555

Vastus: 17 (kaks viiest ja 15 kolmest tilesannet).

NAIDE 3:

886 340 6177

Vastus: 10
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5.11.3 Maksmise voimalused

Soomes ei ole Uihe- ja kahesendised euromiindid tldiselt kasutusel. Ignoreerides lihe- ja
kahesendiseid (kdiki teisi europangatahti ja minte voib kasutada, hulk ei ole piiratud), leida, mitu
vOimalust on konkreetse summa maksmiseks. Maksimaalne uuritav summa on 500 eurot. Sisendiks
on summa sentides.

NAIDE 1:

20

Vastus: 4 (1x20, 2x10, 1x10 + 2x5 ning 4x5 senti)

NAIDE 2:

79

Vastus: 24

5.11.4 Statistika manipuleerimine

Hoolimata sellest, et statistika on tappisteadus ega saa kuidagi , valetada®”, nimetatakse statistikat
siiski sageli valelikuks. Tegelikult on valelikud muidugi hoopis need, kes statistikat vaarkasutavad,
valides valja ainult osad andmed, virreldes omavahel asjaolusid, mis on tegelikult erinevad, voi
visualiseerides andmeid eksitavalt.

Vaatame kaesolevas llesandes (iht sellist statistika manipuleerimise viisi. Oletame, et keegi tahab
naidata, et kallite autodega juhtub vahem Gnnetusi. Selleks oleks efektne meetod luua nimekiri
automarkidest, mis on tiheaegselt hinna poolest kasvavas, aga 6nnetuste arvu poolest kahanevas
jarjekorras.

Antud on hulk automarke koos nende hindade (tuhandetes eurodes) ja 6nnetuste arvuga (miljoni
auto kohta).

Ulesandeks on leida nende markide seast maksimaalse pikkusega jada, kus automargid on hinna
poolest kasvavas, aga onnetuste poolest kahanevas jarjekorras. Jada valjastada esialgse jada
jarjekorranumbritena. Kdik vorratused on ranged, s.t hinnad peavad olema rangelt kasvavas ja
onnetused rangelt kahanevas jarjekorras.

Sisendi esimesel real on automarkide arvN (1 < N < 1000). Jargmisel N real on taisarvupaarid, kus
esimene arv tahistab hinda ja teine dnnetuste arvu A (1 < A < 10000).

NAIDE:
9

13 6008
21 6000
20 500
40 1000
30 1100
20 6000
14 8000
12 6000
19 2000
Vastus:
7254

PS! Kui sul tegelikult kdstakse kunagi statistikat voltsida, siis intellektuaalselt aus oleks tookohta
vahetada ©
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5.11.5 Lennukikiitus

Reisilennukid pliiavad teatavasti oma kiitusekulu véimalikult hasti optimeerida. Oluliseks faktoriks
on siin tuule kiirus. llImateatest on teada, milline tuul eri paikades ja kérgustel puhub, tGlesandeks on
koostada optimaalne lennutrajektoor.

Iga 10 lennukilomeetri jaoks on kolm vdimalust: hoida olemasolevat kdrgust (kulub 30 liitrit kitust),
tousta kilomeetri vorra (kulub 60 liitrit kiitust) ja laskuda kilomeetri vorra (kulub 20 liitrit kiitust).
Tuule kiirus erinevatel kdrgustel on antud 10 km/h tapsusega ja tuule kiirus vdib olla -100 km/h
(vastutuul) kuni 100 km/h (parituul). Iga 10 km/h tuult suurendab voi vahendab kitusekulu tGhe liitri
vorra. Tuult arvestatakse algkdrgusest lahtuvalt.

Lubatud on lennukdrgused 1 km kuni 9 km.

Sisendi esimesel real on antud soovitud lennukaugus L (kimnega jaguv positiivne taisarv kuni 10000).

Jargmisel 10 real on igatihel %téisarvu, mis tahistavad tuulekiirusi vastaval kérgusel ja teelGigul

(korgemad enne). Esimene rida tahistab tuult kdrgusel 9 ja alumine rida tuult kdrgusel 0. Reisi algus
ja 16pp on mdélemad kdrgusel 0, mis tdhendab, et alguses ja IGpus tuleb kindlasti tdusta ja laskuda.
NAIDE 1:

40

10 10 10 10

10 10 10 10

10 10 10 10

10 10 10 10

10 10 10 10

10 10 10 10

10 10 10 10

10 10 10 10

10 90 90 10

10 -90 -90 10

Vastus: 120 (Alustame +10 parituulega, tduseme +90 tuulega korgusele, hoiame korgust ja siis
laskume).

NAIDE 2:

100

90 90 90 90 90 90 90 90 90 90

90 90 90 90 90 90 90 90 90 90

90 90 90 90 90 90 90 90 90 90

90 90 90 90 90 90 90 90 90 90

90 90 90 90 90 90 90 90 90 90

90 90 90 90 90 90 90 90 90 90

70 70 70 70 70 70 70 70 70 70

-50 -50 -50 -50 -50 -50 -50 -50 -50 -50

-70 -30 -70 -70 -70 -70 -70 -70 -70 -70

-90 -90 -90 -90 -90 -90 -90 -90 -90 -90

Vastus: 354
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5.11.6 Kahjuritorje

Farmer Fredil on ristkilikukujuline pdld, mis on jagatud 10x10m ruutudeks. Ruute on kokku MxN.
Nild on tal vaja p6ldu taimekaitsevahenditega pritsida. Pritsimine toob nii kasu (havitades
kahjureid) kui kahju (suurendades saagi kemikaalisisaldust). Iga ruudu kohta on teada, kui palju kasu
vOi kahju selle ruudu pritsimine kokku annab.

Fred saab tellida lennuki, mis pritsib Ule parajasti mingi lihe konkreetse ristkiilikukujulise osa pdllust
(vGib ka terve). Leida, kui palju kasu on véimalik lennuki tellimisest saada. Formaalsemalt
valjendudes: leida maksimaalse summaga alamristkdlik.

Sisendi esimesel real on tdisarvud MjaN (1 < M, N < 100). Jargmistel M real on igalihel N arvu, mis
tahistavad pritsimisvaartusi (tdisarvud -127 kuni 127).

oe . Hey, bug on my back,
NAIDE 1: are you a mite?

4 4

0 -2 -7 0

9421'6421 [ I mite be. ]T_f_;f’
-1 80 -2

Vastus: 15 (maksimaalse summaarse vaartusega
alamristkiilik asub vasakus alumises nurgas:

92

-4 1

-1 8

ja selle summa on 15) . .

NAIDE 2: Stupidest pun | ever heard. “T—__
55 ) : B
125 85 -120 -114 63

-11e -77 49 27 47 What do you expect? L_,/-"{

13 -10 101 -116 -34 I just made it up

60 111 -1 61 -24 S {

-120 110 80 69 107
Vastus: 513
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5.11.7 Torni ehitamine

Viike Jaak ehitab klotsidest torni. Kdik klotsid on risttahukakujulised. Kuna Jaak on alles noor, suudab
ta laduda klotse ainult nii, et asetab vaiksema klotsi suurema peale. Tapsemalt tahendab see, et
pealmise klotsi horisontaalsed méétmed (pikkus ja laius) peavad olema rangelt vaiksemad kui
alumise klotsi pikkus ja laius.

Samas vOib klotse igat pidi poorata, nii et nende pikkus, laius ja kdrgus on omavahel vahetatavad.
Jaagu vanem vend Ants soovib nooremat venda aidata ja annab talle katte klotse sellises jarjekorras
ja niipidi pooratult, et Jaak saaks kokku voimalikult kdrge torni.

Kui vendadel on kokku N sorti klotse ja igat klotsi on voimalik kasutada piiramatul hulgal, leida, kui
kdorge torni nad kokku saaksid.

Sisendis on antud arv N ning seejarel iga N klotsi kohta tema dimensioonid.

NAIDE 1:

1

30 20 10

Vastus: 40 (koigepealt klots lapiti, kdrgus 10, siis teine klots pusti esimese otsa, kdrgus 30, kokku 40)
NAIDE 2:

2

6 8 10

555

Vastus: 21 (kérgused 6, 10 ja 5)

NAIDE 3:

NouphwNn PR
VA wWNBR
AUV hA WNBR

e

7 7
Vastus: 28 (suuremast vaiksemani iksteise otsas)
NAIDE 4:
5
31 41 59
26 53 58
97 93 23
84 62 64
33 83 27
Vastus: 342

i
-,
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5.11.8 Putin sukeldumas

Vene Foderatsiooni president Vladimir VladimirovitS Putin on teatavasti tuntud oma fidsiliste
vagitlikkide poolest, olgu siis tegu ratsutamise, lendamise voi véitlemisega. Muuhulgas on ta paistnud
silma oma sukeldumisoskusega, tuues Musta mere pohjast ara antiikseid vaase.

Vdhem on aga teada, et sukeldumisele eelnes p&hjalik planeerimine, kui palju ja millist varandust
Putin dra saaks tuua.

Sul on unikaalne voimalus olla V.V. Putini sukeldumistilem ja planeerida véimalikult tulus
sukeldumine. On teada, et merre on eelnevalt paigutatud N vaasi, siigavustele vastavalt s,...,Sn
meetrit ning vaartustega vj,...,vn. Putinil on hapnikuballoon, millest piisab, et olla vee all t sekundit.
Vaasid tuleb ara tuua likshaaval. Meres laskumine votab aega w sekundit meetri kohta ning tdusmine
2*w sekundit meetri kohta.

Sul tuleb leida parim strateegia, millises jarjekorras peaks Putin vaase ara tooma, et nende
koguvaartus oleks maksimaalne.

Sisendi esimesel real on arvud t, w ja N. Jargmisel N real on vaaside sligavused ning vaartused.
Viljastada iga vaasi sligavus ja vaartus, mille Putin saab ara tuua, kasutades parimat voimalikku
strateegiat. 1 < t < 1000,N < 30.

NAIDE 1:

210 4 3

10 5

10 1

7 2

Vastus:

10 5

7 2
NAIDE 2:
656 2 5
79 74
97 75
37 81
21 99
38 25
Vastus:
37 81
21 99
38 25

5.11.9 Arvude liitmine

Antud on positiivsed tdisarvud KjaN (1< K, N < 100).
Mitu vBimalust on arvu N esitamiseks K mittenegatiivse taisarvu summana? Sisendis on antud arvud K
ja N, valjastada (ks arv vastusena.

NAIDE 1:

25

Vastus: 6 (0+5,1+4,2+3,3+2,4+1,5+0)

NAIDE 2:

34

Vastus: 15

NAIDE 3:

100 3

Vastus: 5151
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5.11.10 Templisambad

Antiikse templi restaureerimiseks on antud N marmorist silindrikujulist kivi, mis véivad olla erineva
kdrgusega. Silindritest tuleb laduda K millimeetri kGrgune sammas. Kui tapselt K kdrgust sammast
pole véimalik ehitada, tuleb moni kivi madalamaks lihvida, mis tahendab, et kallist materjali [aheb
raisku. Eesmargiks on minimeerida esiteks kaotsimineva materjali hulka ning teiseks vajaminevate
kivide arvu. Sisendi esimesel real on arv K, teisel realarvN (N < 100). Jargmisel N real on kivide
korgused (taisarvud kuni 2000). Valjastada vajaminevate kivide arv ja nende kdrgus enne
madalamaks lihvimist.
NAIDE 1:

1400

3

500 1000 2000

Vastus:

2 1500

NAIDE 2:

2508

5

331 1585 1395 278 537
Vastus:

4 2541

(Pildil on Apolloni templi varemed Delfis).

5.12 VITED LISAMATERJALIDELE

Kaasasolevas failis VP_lisad.zip, peatlikk5 kaustas on abistavad failid kdesoleva peatiiki materjalidega
pohjalikumaks tutvumiseks:

Fib.cpp, Fib.java, Fib.py Fibonacci arvu leidmine rekursiooniga

Fib2.cpp, Fib2.java, Fib2.py Fibonacci arvu leidmine maluga rekursiooniga

Fib3.cpp, Fib3.java, Fib3.py Fibonacci arvu leidmine alt-lles DP-ga

Fib4.cpp, Fib4.java, Fib4.py Fibonacci arvu leidmine kokkuhoidliku DP-ga

Myndidl.cpp, Myndid1.java, Myndid1l.py Minditllesande lahendus jdumeetodil

Myndid2.cpp, Myndid2.java, Myndid2.py Miindillesande lahendus DP-ga

Myndid3.cpp, Myndid3.java, Myndid3.py Minditilesande lahendus koos
tagurdusmeetodiga (tagastab miintide vaartused)

LIS.cpp, LIS.java, LIS.py Pikima kasvava osajada pikkuse leidmine
joumeetodil

LIS2.cpp, LIS2.java, LIS2.py Pikima kasvava osajada pikkuse leidmine DP-ga

LIS3.cpp, LIS3.java, LIS3.py Pikima kasvava osajada leidmine DP-ga

LCS.cpp, LCS.java, LCS.py Pikima Uhise osajada pikkuse leidmine DP-ga

Ristsumma.cpp, Ristsumma.java, Ristsumma llesande DP lahendus

Ristsumma.py

ristsumma.xlsx Ristsumma Excelis

Mortimer.cpp, Mortimer.java, Mortimer.py Miljonari ja vaeslaste (ilesande lahendus

Vennad.cpp, Vennad.java, Vennad.py Oiglase jagamise lilesande lahendus

Sallid.cpp, Sallid.java, Sallid.py Moekunstniku ja koiliblika Gilesande lahendus
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6 SISSEJUHATUS GRAAFITEOORIASSE

Graaf on struktuur, mida kasutatakse objektide vaheliste
paarikaupa seoste kujutamiseks. Neid objekte e

nimetatakse graafi tippudeks (vertex, joonisel

numbritega) ning seoseid graafi servadeks (edge, joonisel e

jooned tippude vahel). Graafiteooria on matemaatika ‘0
haru, mis uurib graafe.

Graafe kasutatakse vaga erinevate suhete ja protsesside e e

modelleerimiseks, seda nii fllsilistes, bioloogilistes,

sotsiaalsetes kui ka infostisteemides. Naiteks voib

graafina kujutada veebilehti ja nendevahelisi linke,

sotsiaalseid , kes keda tunneb” vérgustikke, aatomite vahelisi seoseid molekulis ja veel paljusid teisi
struktuure.

Maailma esimeseks graafiteooria alaseks t00ks peetakse 1736. aastal Leonhard Euleri avaldatud
,Konigsbergi sildade” probleemi: Kdnigsbergi linnas on seitse silda - kas on véimalik koostada
jalutuskaiguteekond, mis Uletab iga silla tapselt Ghe korra?

®

Eitava vastuseni jdudmine pole raske, kuid Euleril tuli nullist alates luua llesande lahendamiseks
vajalik tehnika ja terminoloogia. Ulaltoodud joonis kujutab ka vastavat m&tlemisprotsessi: veekogude
ja kallaste sisemised eriparad ei ole tegelikult tédhtsad ja neid on véimalik abstraheerida sellisele
tasemele, et alles jddvad vaid objektid ja seosed (tipud ja servad). Selline abstraktsioon ongi
graafiteoreetilise motlemise tugevus - leitud tulemusi ja algoritme saab kasutada kd&igis rakendustes
veevargist sotsiaalmeediani ja maakaartidest tuumauuringuteni.

Nagu diskreetse matemaatika puhul tldiselt, andis ka graafiteooriale hoo sisse arvutite areng ja
antud juhul aitas see isegi taiesti otseselt uusi matemaatilisi resultaate saavutada.

Uks graafiteooria tuntumaid probleeme on
neljavarviprobleem, mis kiisib, kas mistahes tasapinnalise
kaardi varvimiseks piisab neljast erinevast varvist, nii et iga
riigi kiilg puutuks kokku vaid temast erinevat varvi naabriga.
Tdestamaks, et selline varvimine on tdesti vdimalik, leiti .
koigepealt, et kbik erinevad varvimisvéimalused on

taandatavad 1936 erinevale riikide asetuse kombinatsioonile.
Nende kombinatsioonide labivaatamiseks kasutasid Kenneth Appel ja Wolfgang Haken 1976. aastal
arvuti abi — see oli ka esimene kord, kus olulise matemaatilise tulemuseni jdudmiseks arvutit kasutati.
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6.1 GRAAFITEOORIA TERMINID

Matemaatiliselt tahistatakse graafi G = (T, S), kus T on mittetihi tippude hulk ja S on paaride (x, y)
hulk, kusx,y € T.

Kui graafi servade hulk on tihi, nimetatakse sellist graafi tlihigraafiks, kui serv on iga tipupaari vahel,
nimetatakse sellist graafi taielikuks.

6.1.1 Suunatud ja suunamata servad

Graafi tippe x ja y Ghendaval serv v8ib olla suunatud v6i suunamata. Kui suunda pole, siis see
tahendab, et mo6da serva saab liikuda nii tipust x tippu y kui ka vastupidi, sel juhul nimetatakse
sellist serva suunamata servaks v&i lihtsalt servaks ja tahistatakse s = {x, y}. Kui aga serval on suund
maaratud, siis nimetatakse sellist serva suunatud servaks ehk kaareks ning tahistatakse s = (x, y).
Mooda sellist kaart saab liikuda tipust x tippu y, aga mitte vastupidi. Joonistel tahistatakse
suunamata servi joontena ning kaari nooltena.

Kui graafi kdik servad on suunamata, siis sellist graafi nimetatakse suunamata graafiks (undirected
graph) ehk lihtsalt graafiks. Graafi, milles kdik servad on suunatud, nimetatakse suunatud graafiks
(directed graph). Kui graafil on nii suunatud kui ka suunamata servi, siis on tegemist segagraafiga.

=2 )\

—(2) @—Q@ OH—G

N \'\.;)

} 1

p 4
3

()
\ B

Esimene graaf joonisel on suunamata graaf, teine suunatud graaf ja kolmas segagraaf.

6.1.2 Teed graafis

Marsruudiks ehk teeks (path) graafis G = (T, S) nimetatakse servade jada s; = {¢t, t1}, S, =
{t1, t2}, ..., S = {tn_q1, tp}, milles iga serva IGpptipp on talle jargneva serva algustipp.

Ahel (chain) on selline marsruut, mille k&ik servad on erinevad. Ahelat, mis ei labi Ghtki tippu rohkem
kui Uks kord, nimetatakse lihtahelaks (simple chain). Jargneval joonisel moodustavad néiteks servad
{1, 3}, {3, 4}, {4, 1}, {1, 2}, {2, 5} ahela ja servad {3, 4}, {4, 1}, {1, 2} ja {2, 5} lihtahela:

Tsiikkel (cycle) on selline ahel, mille algus- ja 10pptipp on samad. Kui tstikli moodustab lihtahel, siis
sellist tsiiklit nimetatakse lihttsiikliks. Uhest servast koosnevat tsiiklit s = {t, t} nimetatakse
silmuseks (/oop). Eelmisel joonisel on tsikkel naiteks {1, 3}, {3, 4} ja {4, 1}.
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6.1.3 Sidususkomponendid

Graafi G = (T, S) alamgraafiks (subgraph) nimetatakse mistahes graafi G' = (T’, S"), mille korral
kehtib T' € T ja S’ € S. See tahendab, et alamgraaf on saadav lilemgraafist mingi hulga tippude ja

servade eemaldamise teel. Asjaolu, et G' on G alamgraaf, tihistatakse G' € G.

Oeldakse, et suunamata graaf on sidus (connected), kui iga tema tipupaari korral leidub marsruut
Uhest tipust teise. Seni toodud joonistel on olnud sidusad graafid.

Graafi G alamgraafi G’ nimetatakse graafi G sidususkomponendiks (connected component), kui G’

on sidus ja graafis G ei leidu sidusat alamgraafi G"/, nii, et G’  G"'. See tihendab, et
sidususkomponent on maksimaalne sidus alamgraaf, seda ei saa kasvatada talle uute servade voi
tippude lisamisega ilma sidusust rikkumata.

TN / 7 B\
\ } | | J | |
\1 4 \2 Yy "\,3_/' \4 y
- y R PN PN PN
| } { } { ) | |
'\§/ \ 6_/’ "\Z_,/ A~ 4

Sellel graafil on kolm sidususkomponenti. Esimese moodustavad tipud 1, 2, 5, 6 ja 7 ning
nendevahelised servad, teise tipp 3 ja kolmanda tipud 4 ja 8 koos nendevahelise servaga.

Sidusust ja sidususkomponente saab méaarata ka suunatud graafidel. Suunatud graafi G nimetatakse
sidusaks, kui kaarte asendamisel suunamata servadega saadud suunamata graaf G’ on sidus. Kui
suunatud graafis G leidub iga tipupaari korral marsruut esimesest tipust teise ja vastupidi,
nimetatakse graafi G tugevalt sidusaks (strongly connected). Suunatud graafis saab eristada
sidususkomponente ja tugevalt sidusaid komponente.

Q-0 @@
3 »:j\_g_ ) 7 > g/’:'

Joonisel on suunatud graaf, millel on kaks sidususkomponenti: esimene tippudega 1,2 3 ja 4 ning
teine tippudega 5, 6, 7 ja 8 koos nendevaheliste kaartega. Vasakpoolne sidususkomponent on ka
tugevalt sidus, parempoolne aga mitte.

6.2 GRAAFIDE ESITUSVIISID

Graafiteooriat Opetades on vaga mugav graafe visuaalselt kujutada, programmi kirjutades on aga
sellest vahe kasu. Kuidas siis graafe kujutada? Enim levinud on kolm pdhimdttelist erinevat viisi, mida
omakorda saab erinevaid andmestruktuure kasutades realiseerida. See, millist esitust valida, s6ltub
peamiselt sellest, mida graafiga edasi vaja teha on.
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6.2.1 Naabrusmaatriks

Naabrusmaatriks (adjacency matrix) on kdige universaalsem ja lihtsam esitusviis. Naabrusmaatriks on
maatriks, milles on (ks rida ja liks veerg iga graafi tipu kohta. Tipule t; vastava rea ja tipule t, vastava
veeru ristumiskohal on info kaare (¢4, t,) kohta.

Naabrusmaatriksit on mugav hoida n x n massiivis M, kus n on graafi tippude arv. Minimaalne variant
on see, kui tegemist on kaalumata graafiga — sellisel juhul piisab, kui massiivis hoida téevaartusi (voi
arve 0 ja 1), vastavalt sellele, kas antud kaar on olemas voi mitte. Selle peatiki esimesel pildil olev
graaf naabrusmaatriksina:

O|lRr|IO|IO|Fr | O

ORI O|FR,r|IO|FL,|N

O|O|Rr|IO(FRr|O|W

RP(RP|IOIRIOC|O|H~

O|O|R|O(FR | |Wu
oO|O|Rr|O|OC|O|O

AU IWIN|F-

Kaalutud graafi korral voib maatriksis hoida serva kaalu, sellisel juhul on oluline valida serva
puudumise markimiseks sobiv arv, mis ei laheks sassi serva kaaluga. Kui serva kohta on vaja hoida
rohkem informatsiooni, siis vGib massiivis hoida ka keerulisemaid kirjeid voi kasutada 3-mddtmelist
massiivi.

Taielikult suunamata graafi korral on naabrusmaatriks peadiagonaali suhtes siimmeetriline ning
sellisel juhul piisab, kui taita vaid pool tabelit.

Naabrusmaatriksi eelised:

- Servade lisamine ja eemaldamine on lihtne ja kiire.
- Kontroll, kas mingi tipupaari vahel on serv, on lihtne ja kiire.

Naabrusmaatriksi puudused:

- Kui tippe on palju, aga servi vahe, siis on selline esitus kiillaltki malu raiskav. Kui tippe on juba
tuhandeid, on tdendoliselt kasulikum mdénd muud esitusviisi kasutada.

- Tipu koigi naabrite leidmiseks — protseduur, mida tuleb graafialgoritmides sageli ette — on
naabrusmaatriksis vaja ldbi kdia terve maatriksi rida. Operatsiooni keerukus on 0(n), kus n
on tippude arv graafis.

6.2.2 Tippude loend

Tippude loendis (adjacency list) on iga tipu kohta loend, kuhu sellest tipust serv laheb:

1:2,5
2:1,3,5
3:2,4
4:3,5,6
5:1,2,4
6:4

Tipust véljuvate kaarte loendeid on mugav hoida kas lihtahelas v6i diinaamilises massiivis, kuna
nende pikkused on muutlikud. Loendeid endid vdib hoida samuti ahelas voi tavalises massiivis
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pikkusega n, kus n on tippude arv graafis. Kui on vaja sailitada lisainformatsiooni tipu kohta, vdib
kasutada 2-mootmelist massiivi:

1 2 3 4 5 6
Tipu nimi | karu rebane | hiir elevant | siga kass
Naabrid | [2, 5] [1,3,5] | [2, 4] [3,5,6] | [1,2,4] | [4]

Kui on vaja hoida infot kaarte kohta, vGib naabrite ahelas/massiivis kasutada keerulisemaid kirjeid,
naiteks kaalutud graafis vGib kasutada paare siht-tipu indeksist ja serva kaalust.

Tippude loendi eelised:

- vajadusel on tippude kohta mugav sailitada lisainfot,
- tipu naabrite leidmine ja t66tlemine on kiire, see on vajalik paljudes
graafitootlusalgoritmides.

6.2.3 Servade loend

Servade loend (edge list) on loend graafi servadest. Siin on joonisel 1 toodud graafi esitus loeteluna
servadest:

{1,2},{1,5}, {2, 3}, {2, 5}, {3, 4}, {4, 5}, {4, 6}

Uks v8imalus on selle realiseerimiseks kasutada 2-m&dtmelist massiivi, eriti juhul, kui servade arv on
ette teada:

Esimene tipp | 1 1 2 2 3 4 4
Teine tipp 2 5 3 5 4 5 6
Kaal 76 |87 |73 |62 |14 |36 |43

Sageli on aga mugavam sdilitada serv eraldi struktuurina (naiteks kolmikuna) ning graaf on siis
servade massiiv voi ahel.

Servade loendi eelised:

- Mugav kasutada, kui servade kohta on palju lisainformatsiooni.
- Lihtsam kasutada, kui operatsioone on vaja sooritada just servadel. Nditeks on algoritme, kus
on kasulik servi kaalu jargi jooksvalt sorteerida, seda on servade loendi abil mugav teha.

Servade loendi puudused:

- Kui graafis on suunatud servi, tuleb kéik servad topelt salvestada.
- Tipu naabrite leidmiseks tuleb |abi kaia kdik servad. Selle puuduse téttu kasutatakse
kénealust esitlusviisi siiski harva.
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6.2.4 Regulaarsete servadega graafid

Monel juhul on lihtne maarata, kas mingi kahe tipu vahel on
serv vOi mitte. Nimetame siin selliseid graafe regulaarsete
servadega graafideks. Uks lihtsamaid ja levinumaid regulaarsete
servadega graafe on kahemd&dtmelised kaardid:

a4 )—(Ba)—ca—Da
- T T — T
- | | |
a3)—(B3 D3
) c2—p2
M )—B1)—C1)—(D1

Kbikvéimalikke kaarte, labirinte jms saab sel moel graafina esitada. Iga mark selles ruudustikus on
graafi tipuks ja servad on harilikult kdrvuti paiknevate markide vahel. Kuna servad on nii regulaarsed,
siis pole vaja luua eraldi andmestruktuuri nende hoidmiseks, piisab, kui hoida tippe kahem&&tmelises
massiivis. Iga tipu naabertippude indeksid on kergesti arvutatavad:

(-1, -1) | (i-1,)) | (i-1,j+1)
(i, j-1) (i, j) (i, j+1)
(i+1,j-1) | (i+1,§) | (i+1, j+1)

6.3 GRAAFI LABIMINE

Graafi algoritmide juures on enamasti koige
olulisemaks protseduuriks graafi tippude
tootlemine lilkudes moédda servi tipust tippu.
Sellisel moel graafi labivaatamist nimetataksegi
graafi labimiseks. Graafi labimiseks on kaks
pohilist viisi: stigavuti labimine ja laiuti labimine.

6.3.1 Siigavuti labimine

Sugavuti l[abimise korral alustatakse graafi
labimist mingist tipust A ja liigutakse edasi selle
uuele naabrile, siis omakorda jargmisele veel
kilastamata naabrile jne. Kui tipul on mitu
naabrit, valitakse Uiks ja liigutakse mooda seda
haru edasi. Kui kogu haru on ldbitud, voetakse
jargmine naaber ja vaadeldakse kogu see haru ja
jatkatakse nii, kuni k&ik harud on labi vaadatud.
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Kdige lihtsam on seda teha rekursiivselt. Lisainfona on vaja meeles pidada, millised tipud on juba
kiilastatud, et valtida IGputusse tsiiklisse minekut.

vector<int> graaf[tippude_arv]; // graaf tippude loendina
bool kaidud[tippude_arv] = { @ }; // alguses koik tipud on kaimata

void otsi(int tipp)
{

kaidud[tipp] = true; // siin me oleme
tootle(tipp); // teeme midagi selle tipuga
for (int i = 0; i < graaf[tipp].size(); i++) {
int naaber = graaf[tipp][i]; // iga naabertipuga
if (kaidud[naaber] == false) // kus ei ole veel kdinud
otsi(naaber); // kordame sama protseduuri

}

Olenevalt sellest, kus asub to6tlemise protseduur, eristatakse ees- ja I6ppjarjestuses graafi
tootlemist. Ulaltoodud niites tdddeldakse tipp enne naabrite kallale asumist ja seega on tegu
eesjarjestuses labimisega. Kui té6tlemine toimub péarast naabreid, on tegemist IGppjarjestuses
labimisega.

See, millises jarjekorras tipud tapselt |dbitakse, sdltub nii alguskohast kui sellest, kuidas naabreid
valitakse (naabrite jarjestusest). Selles méttes ei ole graafil iht kindlat stiigavuti ldbimisel saadavat
jarjestust, isegi juhul, kui alustada ldbimist samast tipust. Naiteks graafil:

O—@.

(3)—{a)

on neli vdimalikku tippude eesjarjestuses tootlemise jarjestust stigavuti labimisel, kui alustada tipust
1: need on (labitavate tippude jarjekorras) 1, 2, 5,4, 3;1,2,5,3,4;1,4,3,2,5ja1, 3,4,2,5. Tipust 5
alustades aga on vBimalikke eesjarjestuses sligavuti labimise jarjestusivaid 2: 5,2, 1,3,4ja5,2,1,4
3.

Sitgavuti labimise keerukus s6ltub valitud andmestruktuurist. Oletades, et to6tlemisoperatsioon on
konstantse keerukusega, siis juhul, kui kasutatakse naabrusmaatriksit, tuleb kogu maatriks labi kaia ja
keerukuseks on O(T?), kus T on tippude arv. Kui valitud on tippude loend, siis on keerukuseks O (T +
S), kus S on servade arv.
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Sigavuti [abimist on hea kasutada ka tsiiklite otsimiseks. Kui moni vaadeldava tipu naabritest on juba
vaadeldud, on graafis tslikkel:

bool on_tsykkel(int tipp, int eelmine)

{
kaidud[tipp] = true;
for (int i = ©; i < graaf[tipp].size(); i++) {
int naaber = graaf[tipp][i];
if (kaidud[naaber] == false) {
if (on_tsykkel(naaber, tipp))
return true;
else if (naaber != eelmine)
return true;
}
return false;
}

6.3.2 Ulesanne: Ratsu teekond

Graafi labimise illustreerimiseks kasutatakse sageli Glesandeid malelaual:

Leia selline ratsu teekond malelaual, mille puhul ratsu
kiilastaks igat ruutu tapselt Gihe korra. Antud on ratsu
algpositsioon malelaual, valjastada ratsu teekond.
Sisendi esimesel real on iks number - ruudukujulise malelaua §
pikkus ruutudes. Teisel real on antud ratsu algpositsioon, mis
koosneb veergu tahistavast tahemargist ning numbrist, mis
tahistab rida.

Viljastada ratsu teekond kasutades sama notatsiooni. Kui
teed ei leidu, véljastada EI SAA.

NAIDE 1:

5

c3

Vastus:

a2 cl e2 d4 b5 a3 bl d2 e4 c5 a4 b2 dl1 e3 d5 b4 d3 e5 c4 a5 b3 al c2 el
NAIDE 2:

4

al

Vastus:

EI SAA
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Ratsu saab liikuda malelaual ratsukaikudega, st liikuda ihes suunas korraga kaks ja ristuvas suunas
Uhe ruudu. Malelaua keskel saab ratsu liikuda igast ruudust tihe kdiguga kaheksasse teise ruutu:

i S 2 I = I B =+

a b c d e f g h

Ratsu kdigud. Punase raamiga on tdhistatud ruudud, millele ratsu saab kdia iihe kdiguga.

Ratsu kaike malelaual saab kujutada graafina, mille tippudeks on malelaua ruudud ning servadeks
ratsu kaigud. Kahe tipu vahel on serv parajasti siis, kui ratsu saab kaia Ghe kaiguga tihele tipule
vastavalt ruudult teisele tipule vastavale ruudule. Tippe on sellises graafis sama palju kui malelaual
ruute.

Ratsu kdigud 4X4 laual
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Selles lilesandes vdib graafi luua naiteks jargmiselt:

// massiiv, mis on abiks arvutamisel, kuhu ratsu kdia saab (st naabertippude
leidmiseks graafis)
int deltad[8][2] =

{{'21 '1}) {'2) 1}) {2) ‘1}, {2, 1}: {1, 2}: {1, '2}: {'1, 2}: {'13 '2}}}
vector<int> graaf[64];

void loo_graaf(int dim)
{
for (int i = 0; 1 < dim; i++)
for (int j = 0; j < dim; j++)
for (int k = 0; k < 8; k++){
int naaber_x = i + deltad[k][©];
int naaber_y = j + deltad[k][1];
if ((naaber_x >= @) && (naaber_x < dim) &&
(naaber_y >= 0) && (naaber_y < dim))
graaf[i*dim + j].push_back(dim*naaber_x + naaber_y);

}

Kuna aga ratsu véimalikud kaigud on lihtsasti arvutatavad, siis on tegemist regulaarsete servadega
graafiga ning graafi luua ei ole ilmtingimata vajalik. Jargnevas lahenduses arvutatakse naabrid
jooksvalt.

#include <iostream>
#include <string>
#include <stack>
using namespace std;

const int MAX_DIM = 8;
int dim, ruutude_arv;

// massiiv, mis on abiks arvutamisel, kuhu ratsu kdia saab (st naabertippude
leidmiseks graafis)
int deltad[8][2] =

{{'21 '1}) {'2) 1}) {2) ‘1}, {2, 1}: {1, 2}: {1, '2}: {'1, 2}: {'13 '2}}}
bool kaidud[MAX_DIM][MAX_DIM] = { @, @ };
stack<string> vastus;
bool Otsi(int x, int y, int kaigu_nr);

int main()
{
cin >> dim;
ruutude_arv = dim*dim;
string algus;
cin >> algus;
if (Otsi(algus[@]-'a', algus[1]-'1", 1)) {
while (vastus.size()) {
cout << vastus.top() << " ";
vastus.pop();

}

else
cout << "EI SAA" << endl;
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bool Otsi(int x, int y, int kaigu_nr)

{
if (kaigu_nr == ruutude_arv) return true; // kdik ruudud on kdidud, tee on leitud
kaidud[x][y] = true; // siin me oleme
for (int k = 0; k < 8; k++) { // iga voimaliku kdigu jaoks
int naaber_x = x + deltad[k][@];
int naaber_y = y + deltad[k][1];
if ((naaber_x < @) || (naaber_x >= dim) || // kui on valjaspool..
(naaber_y < @) || (naaber_y >= dim) || //..mingulauda
kaidud[naaber_x][naaber_y]) { // vdi on juba kaidud,
continue; // pole sobiv sihtkoht, jatkame
}
if (Otsi(naaber_x, naaber_y, kaigu nr + 1)) { // Proovime jargmist kaiku
vastus.push(string() + (char)(naaber_x + "a') + (char)(naaber_y + '1'));
return true;
}
}
// ei leidnud teed, mis 1labiks koik ruudud
kaidud[x][y] = false; // votame viimase kdigu tagasi
return false;
}

Selle Glesande naol on tegemist vaga tuntud matemaatilise probleemiga, mille kohta vGib rohkem
lugeda siit: https://en.wikipedia.org/wiki/Knight's tour

6.3.3 Laiuti labimine

Laiuti ldbimisel (breadth-first search, BFS) alustatakse Uhest tipust A ja selle jarel liigutakse
jarjekorras koigile tipu A naabertippudele. Kui A kdik naabrid on t66deldud, liigutakse A Gihe naabri
koikidele naabertippudele, seejarel teise naabri naabritele jne. See tahendab, et tipud Iahevad
tootlemisele nendeni joudmise jarjekorras. Seetdttu on algoritmiski hea kasutada tippude
meelespidamiseks jarjekorda. Jarjekorra jaoks on muidugi vaja lisamalu, mis ongi tldjuhul kdige
suuremaks miinuseks, vorreldes graafi stigavuti labimisega.

Graafis

laiuti [abimisel alates tipust 1, toodeldakse jargmiseks tipud 2, 3 ja 4 (to6tlemise jarjekord oleneb
sellest, kuidas meil servad jarjestatud on) ning seejarel tipp 5. Esimesel ringil lisatakse jarjekorda
tipud, mis on lahtetipust tGhe serva kaugusel, teisel need, mis on kahe serva kaugusel jne. Seetottu
laiuti [abimine sobib liihimate teede leidmiseks servade arvu mottes (tee, mis ldbib kdige vahem
servi).
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Lihtne laiuti Iabimise algoritm on jargmine:

vector<int> graaf[tippude_arv];
bool lisatud[tippude_arv] = { @ }; // alguses on kdik tipud lisamata

void labi_laiuti()

{
queue<int> jarjekord;
jarjekord.push(®); // lisame esimese tipu jarjekorda
lisatud[@] = true; // ja margime, et on jarjekorras
while (!jarjekord.empty()) {
int tipp = jarjekord.front();
jarjekord.pop();
tootle(tipp);
for (int i = @; i < graaf[tipp].size(); i++) {
int naaber = graaf[tipp][i]; // iga naabertipu,
if (!lisatud[naaber]) { // mis ei ole veel jarjekorras olnud,
jarjekord.push(naaber); // lisame jarjekorda
lisatud[naaber] = true;
}
}
}
}

Vaatame jargmist ilesannet laiuti Iabimise praktilisemast kasutusest:

6.3.4 Ulesanne: Ratsu teekond 2

Leida ratsu teekond thelt malelaua ruudult teisele vahima véimaliku kdikude arvuga. Sisendi
esimesel real on tiks number — malelaua ridade ja veergude arv, teisel real on kaks s6na: ratsu
positsioon malelaual ja sihtkoht, vdljastada tks véimalik ratsu teekond.

NAIDE:

8

al h8

Vastus:

al c2 a3 c4 e5 g6 h8

Selle Glesande aluseks olev graaf on identne eelmise ratsu lGlesandega ja seetdttu pikemat selgitust ei
vaja. Kasutame siin taas selle graafi regulaarsust ning arvutame iga ruudu naabrid jooksvalt.
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Vahima kaikude arvuga tee leidmiseks saame kasutada laiuti labimist. Alustades ratsu algkohast,
asuvad koik selle tipu naabrid algusest Ghe kaigu kaugusel. Naabrite naabrid on kahe kaigu kaugusel
jne:

= M W = Mmooy 0

Malelaua igas ruudus on kirjas, kui mitme kdiguga ratsu sinna ruutu jéuab, kui ratsu alustab ruudult al.

Seda, millise naabri kaudu ratsu kdige vahemate kaikudega I6ppu jGuab, ei ole ette teada. Selleks on
kasulik meelde jatta koige lihem tee iga ruudu jaoks, kuhu satume.

#include <iostream>
#include <string>
#include <stack>
#include <queue>
#include <map>
using namespace std;

const int MAX_DIM = 100;
int dim, ruutude_arv;

// massiiv, mis on abiks arvutamisel, kuhu ratsu kdia saab (st naabertippude
leidmiseks graafis)
int deltad[8][2] =

{{'21 '1}: {'23 1}, {2, '1}1 {21 1}: {11 2}1 {1: '2}: {'11 2}: {'11 '2}}§
bool kaidud[MAX_DIM][MAX_DIM] = {@, 0};
void otsi(pair<int, int> algus, pair<int, int> lopp);

int main()

{
cin >> dim;
string salgus, slopp;
cin >> salgus >> slopp;
pair<int,int> algus = make_pair(salgus[@] - 'a', salgus[1l] - '1");
pair<int, int> lopp = make_pair(slopp[@] - 'a', slopp[1l] - '1');
otsi(algus, lopp);
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void otsi(pair<int, int> algus, pair<int, int> lopp)

{
queue<pair<int, int>> jarjekord;
// Siin hoiame iga ruudu jaoks meeles lihima tee, kuidas sinna algusest sai.
map<pair<int, int>, string> teed;

jarjekord.push(algus);
kaidud[algus.first][algus.second] = true;
teed[algus] = string() + char(algus.first + 'a') + char(algus.second + '1');

while (!jarjekord.empty()) {
pair<int, int> ruut = jarjekord.front();
jarjekord.pop();
if (lopp == ruut) { // oleme jdudnud sihtkohta
cout << teed[ruut] << endl; // vdljastame tee
return; // rohkem otsida pole vaja

}

for (int k = @; k < 8; k++) { // iga vdimaliku kaigu jaoks
int x = ruut.first + deltad[k][©];
int y = ruut.second + deltad[k][1];
if ((x >= 0) & (x < dim) && (y >= 0) & (y < dim) && //mangulaual
Tkaidud[x][y]) { // ja kaimata
jarjekord.push(make_pair(x, y));
kaidud[x][y] = true;
// Laiuti labimise puhul kohe kui uuele ruudule jduame, on see lihim
// voimalik tee servade arvu mottes. J3atame selle tee meelde
teed[make_pair(x, y)] =
teed[ruut] + " " + char(x + "a') + char(y + '1");

cout << "EI SAA" << endl; // ei ole teed leidnud

6.4 SIDUSUSKOMPONENTIDE LEIDMINE

Kui niitid vaadata hoolega eelnevaid graafi labimise algoritme, siis need labivad terve graafi vaid siis,
kui see on sidus. Onneks on neis kasutuses massiiv, mis peab meeles, millised tipud on téédeldud.
Seega saab parast iga otsingut kaia selle massiivi labi ja alustada uut |dbimist jargmisest veel
vaatlemata tipust. Selline [ahenemine vdimaldab ka loendada ja leida graafi sidususkomponendid.
Jargmises Ulesandes on justnimelt seda vaja teha.

6.4.1 Ulesanne: Ratsud

Normaalselt saab ratsu liikuda kdigi malelaua ruutude vahel. Aga praegu on seal ka hulk ettureid —
nendele ruutudele ratsu kaia ei saa. Leida, mitu ratsut saab malelauale paigutada nii, et nad ei saa
Uksteise ruutudele kaia (likskdik, mitme kaiguga). Sisendi esimesel real on antud kaks arvu: N —
ruudukujulise malelaua pikkus ruutudes, ja E — etturite arv . Teisel real on E sGna — etturite asukohad.
Viljastada Uks arv — ratsude arv, mida saab malelauale paigutada.

NAIDE:

4 5

a2 b2 c2 d2 d3

Vastus:

3
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Vaatame jallegi vaiksemat, 4x4 lauda. Kui kdik ruudud on vabad, siis on tekkiv ratsu tee graaf sidus
ning malelauale saab paigutada vaid ihe ratsu. Kui aga lauale on paigutatud mdned etturid, siis
nendesse ruutudesse ratsu enam kaia ei saa ning need vdib graafist eemaldada.

UN 049 6 8 €9 09
@ 5 o 8 e
@;;{{;. .,_:;i;z;. -

ay~ @ ©) o) a8 @ od

Vasakpoolne graaf vastab etturiteta lauale, parempoolne aga olukorrale, kus etturid on asetatud
ruutudesse A2, B2, C2, D2 ja D3. Jooniselt on hea naha, et nii tekib kolm sidususkomponenti (joonisel
eri varvi tippudega) ja seega saab asetada malelauale kolm ratsut nii, et nende teed ei kattuks.

Nii on selleski lilesandes esiteks vaja tekitada korrektne graaf. Et mitte kaotada servade regulaarsust,
on mugav tahistada héivatud ruudud — kui kaik viib ratsu asukoharuudult h&ivatud ruudule, siis
nende ruutude vahel serva ei eksisteeri. Kuna nagunii kontrollime, kas tipp on varem kiilastamata,
siis vOib antud Ulesandes lihtsalt etturite asukohad markida kiilastatuteks.

#include <iostream>
#include <string>
using namespace std;

const int MAX_DIM = 100;
int dim, ruutude_arv;

// massiiv, mis on abiks arvutamisel, kuhu ratsu kdia saab (st naabertippude
// leidmiseks graafis)
int deltad[8][2] =

{{'21 '1}) {'2) 1}) {2) ‘1}, {2, 1}: {1, 2}: {1, '2}: {'1, 2}: {'13 '2}}}
bool kaidud[MAX_DIM][MAX_DIM] = { @, @ };
void otsi(int x, int y);

int main()
{
int etturid, ratsud=0;
cin >> dim >> etturid;
for (int i = 0; i < etturid; i++) {
string ettur;
cin >> ettur;
kaidud[ettur[@] - 'a'][ettur[1l] - '1'] = true;

for (int i = @; i < dim; i++)
for (int j = 0; j < dim; j++) {
if (lkaidud[i][j]1){
ratsud++;
otsi(i, j);

}
}
cout << ratsud << endl;
return 0;
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void otsi(int x, int y)

{
kaidud[x][y] = true;

for (int k = @; k < 8; k++) {
int naaber_x = x + deltad[k][@];
int naaber_y = y + deltad[k][1];
if ((naaber_x >= @) && (naaber_x < dim) && // mangulaual
(naaber_y >= 0) && (naaber_y < dim) &&
lkaidud[naaber_x][naaber_y]) { // ja kdimata
otsi(naaber_x, naaber_y);

6.5 ULEUJUTAMINE

Veel UGheks killalki sagedaseks graafi labimise
Glesandeks on nn Uleujutamise (flood fill) ilesanded.
Oma olemuselt on need vaga sarnased
sidususkomponentide leidmisele. Samas on tegemist
killaltki sageli esineva Ulesandetiilibiga, seega vaatame
siin Uiht sellist [dhemalt:

6.5.1 Ulesanne: Veekogud

On antud kahevarviline kaart, kus sinine tahistab vett ja roheline metsa. Leia, mitu veekogu on
kaardil ja kui suur on neist suurim. Erinevateks loetakse veekogud siis, kui nende sinised pikslid ei
puutu kuidagi kokku, ka nurkapidi mitte.

Sisendi esimesel real on kaks arvu m ja n (1<m, n<1@0), mis naitavad kaardi piksliridade ja -veergude
arvu. lgal jargneval m real on n-tdheline sdna, mis koosneb S ja R tahtedest. S tahistab sinist ja R
rohelist pikslit. Valjastada kaks rida, millest esimesel on eraldatud veekogude arv ja teisel suurima
veekogu pikslite arv.

NAIDE:

55

RRRRR

RSSRS

RSRRS

SSSRS

SSRRR

Vastus:
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Selleski tlesandes on tegemist regulaarsete servadega graafiga ning véib graafi hoidmiseks kasutada
vahetult kahem&&tmelist markide massiivi. Tuleb meeles pidada, et serv eksisteerib ainult sama
tdhemargiga tippude vahel.

Peamiseks eesmargiks llesandes on leida sidususkomponent ning sageli ka selle suurus (mitut tippu
sidususkomponent sisaldab). Selleks, et eristada juba vaadeldud ja vaatlemata tippe, on lisamassiivi
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asemel kavalam tipud nii-6elda ,iile virvida“ — siis on teada, milliseid tippe on juba arvestatud. Uhe
komponendi leidmise ja lle varvimise voib lahendada jargmiselt:

int deltad[8][2] =
{{1, 9}, {11 1}) {@, 1}) {‘1, 1}: {'1: 0}) {'1) '1}: {@, '1}: {1: '1}};

int ridu, veerge;
char** kaart;

int taida(int r, int v, char v1, char v2) {

if (r <@ || r>=ridu || v <@ || v >= veerge) // Kui on vdljaspool kaarti
return 0;
if (kaart[r][v] != v1) return ©; // kui ei ole esimest varvi

int vastus = 1; // lisab vastusele ilhe
kaart[r][v] = v2; // varvime teist varvi, et ei ldheks tsiiklisse
for (int d = 0; d < 8; d++) {

vastus += taida(r + deltad[d][@], v + deltad[d][1], vi, v2);
}

return vastus;

}

Kogu lahenduse juures peame jalle kogu graafi |abi kdima ja leidma véimalikud komponentide
alguskohad:

int main()
{
cin >> ridu >> veerge;
kaart = new char*[ridu];
for (int i = 0; i < ridu; i++) {
kaart[i] = new char[veerge];
for (int j = 0; j < veerge; j++) {
cin >> kaart[i][]];
}
}

int veekogusid = ©;
int suurim = 0;

for (int i = 0; i < ridu; i++) {
for (int j = 0; j < veerge; j++) {
if (kaart[i][j] == 'S") {
veekogusid++;
suurim = max(suurim, taida(i, j, 'S', '"*"));

}
¥

cout << veekogusid << endl;
cout << suurim << endl;
return 0;

6.6 KAHEALUSELINE GRAAF

Kahealuseliseks (bipartite) graafiks nimetatakse sellist graafi, mille tipud jagunevad mingi tunnuse
alusel kahte hulka ning servad saavad olla ainult erinevatesse hulkadesse kuuluvate tippude vahel.

Koige lihtsam on ette kujutada graafi, mille tipud on varvitud kahe erineva varviga, naiteks on iga tipp
varvitud kas punaseks vGi siniseks. Selline graaf on kahealuseline parajasti siis, kui kéik selle graafi
servad on kahe erinevat varvi tipu vahel.
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Graafililesannetes tOstatub vahel kiisimus, kas antud graaf saab olla kahealuseline? Oletame naiteks,
et tantsudpetaja soovib moodustada (ihtlasi ringikujulisi formatsioone n lapsest nii, et iga poisi kérval
seisab tldruk ja iga poisi vastas seisab tludruk ning vastupidi — iga tiidruku korval ja vastas on poiss.
Naiteks nelja last nii paigutada ei saa, kuus last aga kdll:

l/ \I- gl ""-'/ 3\:‘

\_T__/' g "_,.f"\__'__/

R~ ™~ VN

<§./’I" 1 l\ 4 ‘
o,

Seda tilpi Glesandeid véib esineda ka programmeerimisvdistlustel. Kui taibata ara, milline graaf
tekib, ja see realiseerida, siis tippude ,varvimine” on taas lihtne graafi labimise protseduur. Ka siin
pole tegelikult oluline, kas labida graafi laiuti voi sligavuti — Gige vastuse annavad mdlemad. Laiuti
labimine annab aga sageli kiiremini vastuolu.

Siin on funktsioon, mis etteantud graafi tipud kaheks jaotab kasutades graafi laiuti |dbimist:

vector<int> graaf[tippude_arv];
vector<int> jaotus(tippude_arv, -1);

bool jaota()

queue<int> jrkd;
jrkd.push(9);
jaotus[@] = 0;

while (!jrkd.empty()) {
int u = jrkd.front();
jrkd.pop();
for (int i = 0; i < (int)graaf[u].size(); i++) {
int v = graaf[u][i];
if (jaotus[v] == -1) {// kui naaber ei ole veel jaotatud
jaotus[v] = 1 - jaotus[u]; // paneme talle teise vaartuse
jrkd.push(v); // ja lisame jarjekorda

else if (jaotus[v] == jaotus[u]) { // kui serv on kahe sama omadusega tipu
return false; // vahel, siis jarelikult graaf ei ole kahealuseline

// juhul, kui naaber on juba jaotatud, aga teist varvi, on koik korras, jatkame
}
}

return true;

6.7 TOPOLOOGILINE SORTEERIMINE

Uheks huvitavaks graafi erijuhuks on suunatud tsiikliteta graaf, millega tutvusime pdgusalt eelmises
peatiikis. Sellises graafis ei saa liikuda tagasi tipule, mis on juba labitud. Joonisel saab esitada sellise
graafi lineaarse tippude reana, nii et servad on suunatud kdik Ghes suunas (vasakult paremale). Sellist
tippude jarjestust nimetatakse topoloogiliseks jarjestuseks.
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Uhel graafil vdib olla mitu topoloogilist jarjestust, ainsaks tingimuseks on, et iga serva (ti, tj) korral
i < j, kusi,jon tipuindeksid topoloogilises jarjestuses.

,/'i’\ /i N /8 By

( b » } > )

A l,/ o4 }\_/

,/. ‘\ ./>‘\/ //.7>\\ /, F \/ . ./.7~ .’/-7~\ ‘ “‘/.7‘\\ ‘/>7. ' /.7>\\ -/. >\\ =
(3)—(a)—{(ad (1)} (2) (s5) »:3»»:4\/»:7; ~(6) (8)
' \I/ P = \J&-ﬁm/ \ 4 \;/k%\;/ /*_{; =
(5) (7Y T

\ 4 ¥

Suunatud graaf ja selle topoloogiliselt sorteeritud esitus

Jargmiseks vaatame uht lihtsat topoloogilise sorteerimise (ilesannet. Puhtalt topoloogilise
sorteerimise Ulesandeid esineb pigem lihtsamatel vdistlustel, kuid sageli on topoloogiline
sorteerimine mone keerukama lilesande alamosaks.

6.7.1 Ulesanne: Loomad

Antud on hulk loomade paare, kus esimene loom on teisest tugevam. Sorteerida kdik loomad
tugevuse jarjekorda.

Sisendi esimesel real on loomapaaride arv N. Jargneval N real on igalihel kaks looma, esimene
tugevam kui teine. Viljastada tugevuse jarjekorras sorteeritud loomade nimekiri kdige tugevamast
alates.

NAIDE:
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Vastus:

karu hunt rebane janes hiir

Taas tuleb alustada sellest, et milline graaf antud Ulesandes tekib. Sisendina on antud loomapaarid,
mille kohta on teada, et esimene on tugevam kui teine. Loomad on graafi tippudeks ja seos ,,on
tugevam®” servaks — sisendi ndaol on meil tegemist juba servade loendiga ja nii ei ole graafi
moodustamine keeruline. Kuna siin iseloomustab tippu looma nimi, siis tavalise massiivi asemel on
graafi mugavam hoida andmestruktuuris, mis véimaldab kiiret ligipdasu nime jargi, naditeks map’is

#include <iostream>
#include <list>
#include <queue>
#include <map>
#include <string>

using namespace std;

typedef struct Loom

{
string Nimi;
map<string, Loom*> Sisse;
map<string, Loom*> Valja;
} Loom;
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map<string, Loom> graaf;

Loom* leia_loom(string nimi)

{

int
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if (lgraaf.count(nimi)) { // kui selle nimega looma veel ei ole

}

Loom n;
n.Nimi = nimi;
graaf[nimi] = n; // lisame selle

return &graaf[nimi];

main()

list<string> valjund;
queue<Loom*> jrkd;

int
cin
for

}

servi;

>> servi;

(int i = 0; i < servi; i++) {

string yks, kaks;

cin >> yks >> kaks;

Loom* esimene = leia_loom(yks);

Loom* teine = leia_loom(kaks);
esimene->Valja[teine->Nimi] = teine;
teine->Sisse[esimene->Nimi] = esimene;

// kdigepealt leiame koik tipud, millel sissetulevaid kaari ei ole. Need loomad
// saavad olla koige tugevamad teadaoleva info pdhjal.

for

}

(map<string, Loom>::iterator it = graaf.begin(); it != graaf.end(); ++it) {
if (it->second.Sisse.empty())
jrkd.push(&it->second);

while (!jrkd.empty()) { // kuni on veel todtlemata tippe

for

}

for

}

Loom* n = jrkd.front();

jrkd.pop();
valjund.push_back(n->Nimi); // lisame vastusesse

for (map<string, Loom*>::iterator it2 = n->Valja.begin();
it2 I= n->Valja.end(); ++it2) {
Loom* jrgm = it2->second;
// eemaldame naabrilt kdéik vaadeldavast tipust sissetulevad kaared
jrgm->Sisse.erase(n->Nimi);
if (jrgm->Sisse.empty()) // kui naabril rohkem sissetulevaid kaari pole
jrkd.push(jrgm); // lisame selle jarjekorda
}

n->Valja.clear(); // eemaldame tipu kdik vadljuvad kaared

(map<string, Loom>::iterator it = graaf.begin(); it != graaf.end(); ++it) {
if (it->second.Sisse.empty()) continue;

cout << "EI SAA" << endl;

return 0;

(list<string>::iterator it = valjund.begin(); it != valjund.end(); ++it) {

cout << *it << H

cout << endl;
return 0;



Topoloogilist sorteerimist nGuavad harilikult igasugu planeerimisiilesanded, kus objektidel on
omavahel range jarjestus — nditeks tuleb mingid t66d sooritada enne teisi.

6.8 KAALUTUD SERVADEGA GRAAFID
Programmeerimise seisukohalt on oluline eristada ka kaalutud graafe. Kaalutud graafis on igal serval
kaal ehk vaartus. Oluline erinevus on naiteks liihima tee leidmisel graafis — kui kdik servad on

vordsed, taandub lihima tee leidmine vahima servade arvuga tee leidmisele, kaalutud graafis tuleb
kasutada keerulisemaid algoritme.

Sellel graafil Iihim tee tipust 1 tippu 4 labi tipu 2, kuna 1+2 < 4.

6.9 DUKSTRA LUHIMA TEE LEIDMISE ALGORITM

1956. aastal leiutas hollandi arvutiteadlane Edsger
Dijkstra (1930-2002) efektiivse algoritmi, kuidas leida
|Ghim tee graafi Ghest tipust teise.

Dijkstra puhul tekitab tema t606st
arusaamisest suurema hulgal segadust
see, kuidas tema perekonnanime

Dijkstra algoritmi v&ib vaadelda kui graafi laiuti labimise | hadldama peaks. Nime esimeses silbis

edasiarendust. Laiuti |3bimise puhul on meil jarjekord on diftong, mille esimene pool on a, e
vaadeldavatest tippudest, kus kdigepealt tulevad tipud, | ja @ vahepealne ning teine pool on .
mis on algtipust kaugusel 1, siis kaugusel 2 jne. Kui kdigi | Kuula ndidet siit:

servade kaal on 1, siis on Dijkstra algoritm ekvivalentne | https://upload.wikimedia.org/wikipedi
tavalise laiuti labimisega. Kui servadel vdivad olla ka teiste a/commons/8/85/Dijkstra.ogg
vaartustega kaalud, muutub algoritm jargmiseks:

1. Sea algtipu kauguseks 0 ja kdigi teiste tippude kauguseks I[6pmatus.
2. Margi algtipp aktiivseks ja kdik tlejaanud tipud vaatamata tippudeks.
3. Olgu aktiivne tipp A. Vaata kdiki tema naabreid B ja:
a. Arvuta B-sse j6udmise kaugus A kaudu (kaugus tippu A pluss A ja B vahelise serva
kaal).
b. Kuisee kaugus on vaiksem kui seni leitud vahim kaugus tippu B, siis paranda tipu B
kaugus selleks vaiksemaks vaartuseks.
4. Margi tipp A vaadatuks. (Siia pole vaja enam tagasi tulla!)
5. Vali vaatamata tippude seast vdhima senise kaugusega tipp uueks aktiivseks tipuks.
a. Kui koigi vaatamata tippude kaugus on I6pmatus, pole néutud teed voimalik leida.
b. Kui uus aktiivne tipp on otsitav sihtkoht, siis on lihim tee leitud — see on vordne
parima seni leitud kaugusega.
c. Vastasel korral jatka uuesti alates sammust 3.
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Vaatame, kuidas leida jargneval graafil lihim tee tipust 1 tippu 6:

b

Kdigepealt margime algtipu kauguseks 0 ja teiste tippude kauguseks
I6pmatuse (joonisel punasega) ning seame tipu 1 aktiivseks (joonisel kollane):

Leiame koigi tipu 1 naabertippude kaugused algtipust: tipu 2 kaugus on 0 + 1 = 1, tipu 3 kauguseks
saab 5 ja tipu 4 kauguseks 2:

N{dd on tipp 1 ja selle margime vaadatuks (joonisel rohelisega), et seda uuesti mitte vaadelda.
Valime mitteaktiivsetest vaatlemata tippudest kdige vaiksema kaugusega tipu, milleks on tipp 2
kaugusega 1. Margime selle aktiivseks:
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Vaatame tipu 2 naabreid: 1 on juba vaadatud ja sellega ei tee midagi. Leiame tipu 5 kauguse, milleks
saabl1+5=6:

Niid on ka tipp 2 toodeldud ja valime uue vdahima kaugusega tipu, milleks niiiid on tipp 4 ja
arvutame selle kaudu kaugused. Kuigi tipul 3 on juba leitud kaugus, milleks on 5, on tipu 4 kaudu
kaugus tippu 3 2 + 2 = 4. Parandame tipu 3 kauguse ning leiame ka IGpptipu 6 kauguse:

Kuigi oleme leidnud mingi kauguse ISpptippu, ei pruugi see olla veel I&plik vastus, seega jatkame
valides uueks aktiivseks tipuks tipu 3 kaugusega 4. Siitkaudu kaugused siiski ei parane:
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Nuud on vahima kaugusega vaatlemata tipuks tipp 6 kaugusega 5. Margime selle aktiivseks:
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Kuna tegemist on |Gpptipuga, siis oleme leidnud liihima teepikkuse tipust 1 tippu 6 ja selleks on 5.
Tippu 5 meil enam vaadata ei ole vaja, sealtkaudu enam teepikkus I6pp-punkti parandada ei ole
vOimalik.

Dijkstra algoritmi kirjelduses on (ks koht, mille realisatsioon pole tdiesti iimne: see on vahima
kaugusega tipu leidmine. Uks vBimalus on kdik vaatamata tipud tikshaaval l4bi kdia, mis vdtab O (T)
aega, kus T on graafi tippude koguarv. Algoritmi kogukeerukuseks tuleb siis O(S + T?2), kus S on
graafi servade arv. Seda kasutas Dijkstra ka oma esialgses t606s.

Parem vdimalus on aga kasutada andmestruktuuri, mis voimaldab pidevalt vahima vaartusega
elementi kiiresti kdtte saada, naiteks peatiikist 3.13 tuttaval kuhjal pohinevat eelistusjarjekorda. Selle
abil saab senise vdahima kauguse leida ajaga log(T), nii et algoritmi kogukeerukuseks tuleb

O(S +T-log(T)).

Algoritmi naitlikustamiseks vaatame jargmist (ilesannet:

6.9.1 Ulesanne: sdiduaeg

N asulat on omavahel (ihendatud M teega, kuid méned neist teedest on head kiirteed, teised aga
peaaegu labimatud kruusateed. Seetéttu on vahel otsetee asemel kiirem minna teiste asulate kaudu
ringi. Leida kiireim tee asulast A asulasse B.

Sisendi esimesel real on asulate arv N, teede arv M, alguspunkti indeks A ja sihtkoha indeks B
(©2A,B<N). Igal jargneval M real on kolm arvu: Ghendatud asulate indeksid ja esimesest asulast teise
joudmise aeg minutites.

Leida, mitu minutit kulub selleks, et j6uda asulast A asulasse B. Kui selline teekond on vdimatu,
valjastada -1.

NAIDE:
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See on klassikaline liihima tee pikkuse leidmise algoritm. Graafi tippudeks on asulad, servadeks teed
nende vahel ning kaaludeks minutid, kui kaua tee labimiseks kulub. Kuna kuluv aeg ei saa olla
negatiivne, siis saab lahendamiseks kasutada eespool pdhjalikult kirjeldatud Dijkstra algoritmi:

#include <iostream>
#include <queue>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;
#define INF INT_MAX // Lopmatus

const int tippude_arv = 10001; // Suurim voimalik tippude arv.

vector<pair<int, int> > Naabrid[tippude_arv];

int Min_kaugused[tippude_arv];// Siin hoiame vdhimat leitud kaugust algtipust tippu i.
bool Vaadatud[tippude_arv] = { © }; // Siin hoiame infot, kas tipp on juba toddeldud

int leia_teepikkus(int start, int siht, int n)

{
for (int i = ©; i < tippude_arv; i++)
Min_kaugused[i] = INF; // alguses oletame, et koik tipud on lépmata kaugel
class greater { public: bool operator ()(pair<int, int>&pl, pair<int, int>&p2)
{ return pl.second>p2.second; } };
priority queue<pair<int, int>, vector<pair< int, int >>, greater > kaugused;
// Lahtekoha kaugus iseendast on ©
kaugused.push(make_pair(start, Min_kaugused[start] = @));
while (!kaugused.empty())
{
pair<int, int> lahim_tipp = kaugused.top();
kaugused.pop();
int tipp = lahim_tipp.first, vahim_kaugus = lahim_tipp.second;
if(tipp == siht) { // otsitud tee on leitud
return vahim_kaugus; //tagastame tee pikkuse
}
if (Vaadatud[tipp]) // tipp vaadatud, votame jargmise
continue;
Vaadatud[tipp] = true; // Siin me oleme
for (int i = @; i < Naabrid[tipp].size(); i++) // Iga naabri jaoks
if (!Vaadatud[Naabrid[tipp][i].first] && // kui naaber on veel kdimata
Naabrid[tipp][i].second + vahim_kaugus <
Min_kaugused[Naabrid[tipp][i].first])
kaugused.push(make_pair(Naabrid[tipp][i].first,
(Min_kaugused[Naabrid[tipp][i].first] =
Naabrid[tipp][i].second + vahim_kaugus)));
}
return -1; //ei leidnud teed
}
int main()
{
int n, m, a, b, x, y, t;
cin >> n >>m >> a >> b;
for (int i = 0; i < m; i++) { // Koostame graafi
cin >> x >> y >> t;
Naabrid[x].push_back(make_pair(y, t));
Naabrid[y].push_back(make_pair(x, t));
}
std::cout << leia_teepikkus(a, b, n);
return 0;
}
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6.10 Puup

6.10.1 Puud kui graafid

Kolmandas peatiikis alapeatiikis ,,3.10 Kahendpuu“ oli juttu puudest andmestruktuurina, lahemalt
just kahendpuust ja selle esitusest.

Kahendpuud (eriti kompaktset kahendpuud) on lihtne hoida massiivis, aga kui tegu on Uldistatud
puuga, mille tippudel vGib olla kuitahes palju alluvaid, on kasulikum mdelda sellest kui graafi
erijuhust. Puu hoidmiseks on tavaliselt kdige loomulikum esitusviis tippude loend.

6.10.2 Puu definitsioon

Pilti vaadates on (sna selge, et tegu on puuga:
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Vasakul ja paremal on esitatud tegelikult sama puu. Vasakpoolsel joonise on tipp 1 vélja toodud
juurtipuna ja servad on suunatud juurest lehtedeni, see aitab algoritmi sageli paremini korrastada,
kuid see pole kohustuslik. Parempoolsel joonisel olev graaf on samuti puu, kuigi see pole otseselt nii
joonistatud.

Formaalselt saab seda, et n tipuga graaf G on puu, sGnastada mitmel viisil:

- Gonsidus ja tsikliteta;

- Gontsukliteta ja mistahes uue serva lisamine loob graafile tsiikli;

- Gonsidus, kuid mistahes serva eemaldamine muudab selle mittesidusaks;
- Suvaline tipupaar graafis G on Ghendatav lihtahelaga tapselt tGhel viisil;

- Gonsidus jaselles on n—1 serva;

- Gontslkliteta ja selles on n —1 serva.

Ulesannete sdnastuses on sageli kasutatud tiht neist omadustest selle asemel, et lihtsalt delda
,tegemist on puuga“. Naiteks voib Glesandes olla juttu teedevdrgust, kus ,igast linnast igasse linna
saab liikuda unikaalsel viisil“, mille all on tegelikult m&eldud lihtsalt seda, et teedevork moodustab
puu.

6.10.3 Graafitéotlusalgoritmid puul

Kuna puu on graaf, saab sellel kasutada ka graafitootlusalgoritme. Samas puu kdllaltki range
struktuur voimaldab kasutada lihtsamaid lahendusi.

Kuna T tipuga puus on T — 1 serva, siis graafitootlusalgorimid keerukusega O(T + S) on puude
puhul keerukusega O(T). Realiseerides graafitdotlusalgoritme puudel tasub meeles pidada, et
puudes ei esine tstikleid ja puu on sidus - seega ei ole pdhjust puust tsikleid ega sidususkomponente
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otsida. Samuti on puus iga kahe tipu vahel liheselt maaratud tee, mis teeb lihima tee leidmise
oluliselt lihrtsamaks — triviaalseks puu labimise lilesandeks. Samuti on puu kahealuseline graaf.

6.10.4 Kahendpuu siigavuti labimine

Kui Gldjuhul voib graafi Iabimist alustada tkskoik millisest tipust, siis juurtega puudel on loomulik
alguspunkt — puu juurtipp. Kahendpuus on maaratud ka alluvate jarjekord (eristatakse vasakut ja
paremat alluvat), mistdttu saab eristada spetsiifilisemaid sligavuti labimise vGimalusi, kusjuures iga
labimise viis annab Uheselt maaratud tippude tootlemise jarjekorra. Kahendpuu sligavuti labimise
viisid on jargmised:

Eesjarjestuses |labimise (pre-order traversal) korral to6deldakse kdigepealt tipp, seejarel selle vasak
alampuu ja seejarel parem alampuu.

Loppjarjestuses labimise (post-order traversal) korral toodeldakse kdigepealt vasakpoolne alampuu,
seejarel parempoolne alampuu ja alles siis tipp ise.

Keskjarjestuses (in-order) labimise korral toodeldakse kdigepealt vasak alampuu, seejarel tipp ise ja
siis parem alampuu.

4 p
|

R
&
&

| ) | )
& W
Puu ldbimine ees-, I6pp- ja keskjéirjestuses. Numbrid tippudes tédhistavad Idbimise jdrjekorda.

Programmi kirjutamise seisukohalt ongi ainus erinevus selles, kus asub funktsioon tipu tootlemiseks:

void labi_eesjarjestuses(int tipp)

{
int vasak = puu[2*tipp + 1];
int parem = vasak + 1;
tootle(tipp);
labi_eesjarjestuses(vasak);
labi_eesjarjestuses(parem);

b

void labi_keskjarjestuses(int tipp)

{
int vasak = puu[2 * tipp + 1];
int parem = vasak + 1;
labi_keskjarjestuses(vasak);
tootle(tipp);
labi_keskjarjestuses(parem);

b

void labi_loppjarjestuses(int tipp)

{
int vasak = puu[2 * tipp + 1];
int parem = vasak + 1;
labi_loppjarjestuses(vasak);
labi_loppjarjestuses(parem);
tootle(tipp);

¥
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6.10.5 Puu laiuti Iabimine

Ka puud saab ldbida laiuti, mis tahendab tippude tasemete kaupa tootlemist — kdigepealt juurtipp,
seejarel teise taseme tipud, siis kolmanda jne. Kdige viimasena toddeldakse puu lehed. Kui alluvad on
jarjestatud (nagu néiteks kahendpuul) on laiuti ldbimise jarjekord Giheselt maaratud:

Kahendpuu tippude Idbimise jdrjekord puu laiuti Idbimisel

Kui kahendpuu on esitatud massiivina, nagu alampeatiikis 3.10.1 kirjeldatud, siis sellise kahendpuu
laiuti labimine tahendab lihtsalt massiivi labimist algusest |0puni.

6.10.6 Ulesanne: Kahendpuud

Hannes magas hommikul sisse ja joudis loengusse (isna Idpupoole. Loengu teemaks oli kahendpuude
labimine ja tahvlile oli joonistatud hulk erinevaid kahendpuid, mille tipud olid eristatud erinevate
tahtedega. Kuna parajasti oli kasil puude erinevad labimisviisid, siis Hannes ei viitsinud puid kohe (iles
joonistada, vaid kirjutas ruttu Ules tekstistringi, mis saadi puud eesjirjestuses labides. Onneks Hannes
taipas, et eesjarjestusest ilmselt ei piisa puude taastamiseks, ja lisas iga puu kohta ka selle
keskjarjestuses labides saadud jarjestuse. Kodus asus ta puid taastama, kuid kasitsi oli see siiski tiititu
ettevotmine. Kuna kodutooks jai nagunii leida nende puude tippude labimise jarjekord
I6ppjarjestuses, siis aita kirjutada Hannesel programm, mis leiab etteantud ees ja keskjarjestuse jargi
antud puu labimise I6ppjarjestuses.

Sisendi esimesel real on puu tippude arv ja teisel real kaks stringi- antud puu tippude té6tlemise
jarjekord eesjarjestuses ja keskjarjestuses. Valjastada lks string: antud puu tippude t66tlemise
jarjekord |Gppjarjestuses.

NAIDE:

4

ABCD BACD

Vastus:

BDCA

Toesti, Hannesel on digus. Kuigi konkreetse kahendpuu tippude t66tlemise jarjekord on puu
eesjarjestuses (nagu ka kesk ja IGppjarjestuses) labimisel Giheselt maaratud, ei kehti vastupidine:
mitmel erineval kahendpuul véib olla sama tippude to6tlemise jarjekord.
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Erinevaid kahendpuid, mille tippude téétlemise jdrjekord eesjdrjestuses on ABCD

Keskjarjestus annab olulist lisainformatsiooni. Naiteks (ilaltoodud graafide keskjarjestuses labimise
tulemused on BDCA, CBDA, CBAD, BADC, BACD, mis kdik on erinevad.

Eesjarjestuses tootlemisel toodeldakse esimesena alati puu juur, nii on juureks see tipp, mis esimeses
stringis esimene. Juure leidmine on seega lihtne. Aga teise tipuga jaab juba hatta, kuna see vdib olla
nii parem kui ka vasak alluv. Keskjarjestuses labimisel tdodeldakse juurtipp vahetult parast vasaku
alampuu to6tlemist ja enne parema alampuu t66tlemist. Nii jagades keskjarjestuses saadud stringi
juure kohalt kaheks, tekib kaks stringi: vasakpoolse alampuu keskjarjestuses labimise jarjekord ja
parempoolse alampuu keskjarjestuses labimise jarjekord. Kuna ka eesjarjestuses labitakse enne
parema alampuu kallale asumist vasak, on meil olemas kogu info juure kummagi alampuu ees- ja
keskjarjestuse kohta.

A
4 .
B F B F
4 . s b .
Cc D G Cc D G

E E
eesjarjestus: ABCDEFG BCDE FG
keskjar jestus: CBEDAFG CBED FG

Vasakul on puu juurega A, keskel selle vasakpoolne alampuu ja paremal parempoolne alampuu

Nii vGiks taastamise algoritm olla midagi sellist:

taasta_puu(eesjarjestus, keskjarjestus) {
leia_alampuude_jarjestused();
taasta_puu(vasaku_alampuu_eesjarjestus, vasaku_alampuu_keskjarjestus);
taasta_puu(parema_alampuu_eesjarjestus, parema_alampuu_keskjarjestus);

}

Ja3b veel leida I18ppjarjestus. Uheks vdimaluseks on muidugi puu reaalselt tekitada ning seejirel
labida see I6ppjarjestuses. Kindlasti ei ole see paha mote, kuid saab veel kavalamini. Taasta_puu
funktsiooni Ulesehitus on sarnane kahendpuu siigavuti labimise algoritmidele ning I6ppjarjestuse
saamiseks ei pea tegema midagi muud, kui funktsiooni I6pus parasjagu to6tlemisel oleva tipu nimi
vastusele lisada voi miks mitte ka kohe valjastada.

Samuti vGib loobuda stringide tegelikust tiikeldamisest ja leida ainult alg- ja Idppindeksi, mille vahel
olevale I6igule vastavat alampuud t66tlema hakata. Kuna jarjestused leitakse enne alampuude
tootlema asumist ehk eesjarjestuses (kdigepealt leiame juurtipu, seejarel selle vasaku alampuu juure,
mille jarel omakorda selle vasaku alampuu juure jne), siis eesjarjestuse stringis piisab ainult jooksva
indeksi meelespidamisest.
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#include<iostream>
#include<string>
using namespace std;

int ees_indeks;
string eesjarjestus, keskjarjestus;

void taasta_puu(int algus, int lopp) {
if (algus>lopp) {
return;

}

int i, kesk_indeks;

char nimi = eesjarjestus[ees_indeks++];
for (i = algus; i <= lopp; i++) {
if (keskjarjestus[i] == nimi)
kesk_indeks = i;
}
taasta_puu(algus, kesk_indeks - 1);
taasta_puu(kesk_indeks + 1, lopp);
cout << nimi;
return;

int main() {

int tippe;

cin >> tippe;

cin >> eesjarjestus >> keskjarjestus;
ees_indeks = 0;

taasta_puu(@, tippe - 1);

cout << endl;

return 0;
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6.11 KONTROLLULESANDED

6.11.1 Robotivoistlus

Tanapdeval muutuvad jarjest populaarsemaks mitmesugused robotivdistlused. Selles lilesandes on
robotil vaja ristkulikukujulisel voistlusvaljakul labida hulk kontrollpunkte. Selleks on tal instruktsioon,
mis koosneb markidest 'V’ (p66ra 90 kraadi vasakule), ’P’ (p66ra 90 kraadi paremale) ja 'O’ (liigu
otse). Voistlusvaljakul on ka takistused, millele robot séita ei saa. Leida, mitu erinevat kontrollpunkti
jouab robot labida.

Sisendi esimesel real on kolm taisarvu: N jaM (1<N, M<100) tahistavad viljaku mootmeid, S

(12S<10 000) tahistab instruktsiooni pikkust.

Jargmisel N real on igatihel M margist koosnev string, kus:

-’.’ tahistab tlihja ruutu,

- "*’ tahistab kontrollpunkti,

- '# tahistab takistust,

-'N’,’S’, ‘W’ v6i 'E’ tahistab roboti algset asukohta, kus konkreetne mark tahistab seda, millises suunas
robot alguses liikuma hakkaks.

Viimasel real on S margist koosne string, milles on ainult margid 'V’, 'P’ ja'0’.

Viéljundisse kirjutada tapselt tks taisarv: mitu erinevat kontrollpunkti robot labib.

NAIDE 1:

332

* k%
*N*

* k%

PV

Vastus:

0 (robot keerutab koha peal ega liigu kusagile)
NAIDE 2:

4 45

5 0 ok

*HW.
* . * .

*LH.
(e]0)V/0]0)
Vastus:

1

NAIDE 3:
10 10 20

0P0O00000VVO00000VOPO
Vastus:
3

256



6.11.2 Civilization

Arvutiméangus Civilization voistlevad erinevad riigid omavahel selle parast, kes saab maailmas
edukaimaks. Mangus koosneb maailma kaart hulgast kontinentidest ja saartest ning sageli juhtub, et
erinevad riigid saavad erinevatel kontinentidel domineerivaks ja haaravad endale kdik selle
kontinendi ressursid. Et seejarel erinevate riikide véimsust hinnata, on kasulik teada, kui suured
erinevad kontinendid on. Ulesandeks on leida maailma kaardi p&hjal suurima kontinendi pindala.
Sisendi esimesel real on kaks arvu M ja N (1M, N<1000), mis tdhistavad maailmakaardi suurust.
Jargmisel M real on igalihel N mérgist koosnev string, mis koosneb kas ‘v’ (vesi) voi ‘m” (maa)
markidest. Kaks marki on osa samast kontinendist, kui neil on tGhine kiilg. Kaart moodustab ,,silindri“,
s.t I1ddnepoolne ja idapoolne serv puutuvad
tegelikult omavahel kokku. Valjundisse
kirjutada Uks tdisarv: suurima kontinendi
pindala.

NAIDE:

56

VVVVVV

vmmmvv

VVVVVV

mmvvmm

VVVVVV

Vastus:

4

(eelviimasel real on ainult iks kontinent,
kuigi ta on kaardil kahes osas).

6.11.3 Doominod

Vaike Martin joonistab graafikaprogrammis doominoklotse, naiteks selliseid nagu
naha juuresoleval pildil.

On teada, et iga joonis on piiratud pideva joonega. Joone sees olevad silmad véivad
olla ebakorraparase kujuga, kuid on kdik tGhes tiikis ning ei puutu omavahel kokku.
Kirjutada programm, mis etteantud joonise p&hjal leiab, mitu silma klotsil on.
Sisendi esimesel real on kaks tdisarvu: H (1<H<100) jaW (1<W<50@). Jargmisel H real
on igalihel string pikkusega W, mis koosneb markidest ©-9 ja A-F. Neid marke tuleb
télgendada 16-silisteemi arvudena ja teisendada bittideks (nt A=1010). Bitid vaartusega 1 tahistavad
musti piksleid ja bitid vaartusega 0 tahistavad valgeid.

Viéljundisse kirjutada tapselt tiks arv: mitu silma on doominoklotsil.

NAIDE:

8 2

7C

86

92

8A

A2

AA

82

7E

Vastus:
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6.11.4 Projektiplaan

Mitmesugused projektid, olgu nad siis ehituse, tarkvara voi laulupeokorralduse valdkonnast,
koosnevad paljudest tegevustest, mis tuleb dra teha teatud jarjekorras. Mdnesid tegevusi saab teha
paralleelselt, kuid sageli on need tegevused omavahelises sdltuvuses, s.t liks asi tuleb enne dra teha
kui teise juurde saab asuda. Tavaline kiisimus, mida suured Glemused projektijuhilt kiisivad, on:
,millal valmis saab?” Eeldusel, et Uksteisest mittesoltuvaid tegevusi voib teha paralleelselt, leida
projekti minimaalne kestus.

Sisendi esimesel real on kaks taisarvu: tegevuste arv N (1<N<1000) ja sOltuvuste arvM (1<M<10000)
Teisel real on N positiivset tdisarvu, mis tahistavad Uiksikutele tegevustele kuluvat aega.

Lopuks tuleb M rida, igalihel kaks tdisarvu, mis tahistavad tegevuste jarjenumbreid: esimene tegevus
peab IGppema enne, kui teine algab. Valjundisse kirjutada
liks taisarv: projekti minimaalne kestus.

NAIDE:

5

‘vnl

256

A WKL NMNMNE WWV
as wN A

c iy : ‘ .
Vastus: T ——_
15 C)

6.11.5 Sonateisendused

Lapsed mangivad sGnamangu, kus tGhest sdnast tuleb sammhaaval saada teine, kusjuures igal sammul
tohib muuta ara Gihe tahe. Naiteks vdime teha teisenduse kala-»pala-palk-pauk-puuk.

Kui antud on lubatud sdnade hulk, algne sona ja [6puks saadav sdna, siis leida, mitu sammu on
vastavaks teisenduseks tarvis teha. On teada, et teisendamine on alati vGimalik.

Sisendi esimesel real on sGnade arv N (1<N<200). Jargmisel N real on igaiihel liks sGna. Sisendi
viimasel real on kaks sGna, mille vahelist teisendust tuleb mdota.

NAIDE:

8

kada

kaja

kala

pada

paha

raba

raha

sada

kala raha

Vastus:

4
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6.11.6 Kahevarviprobleem

Nagu peatiiki sissejuhatuses kirjutatud, on liks graafiteooria tuntumaid probleeme
neljavarviteoreem, kus uuritakse, kas iga kaart on varvitav nelja varviga. Teoreem on tuntud ka selle
poolest, et selle tdoestamiseks kasutati arvutit. Siin Glesandes vaadeldakse sarnast, aga palju lihtsamat
kiisimust: kas etteantud kaarti on véimalik varvida kahe erineva varviga?

Sisendi esimesel real on kaks taisarvu: riikide arv N (1<N<200) ning piiride arv M. Jargmisel M real on
igalihel kaks tdisarvu, mis naitavad, et neil kahel riigil on Ghine piir. Valjundisse kirjutada JAH, kui
kaart on vGimalik varvida ainult kahe varviga ning EI, kui see ei ole véimalik.

NAIDE 1:

33

01

12

20

Vastus:

EI

NAIDE 2:

32

01

12

Vastus:

JAH

NAIDE 3:

OO OO0V
NOoOuvuph wNnpR
Lo

<
Q
(%]
~+
c
(%]
+

JAH
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6.11.7 Joonejalgija robot

Robotexil ja teistel sarnastel voistlustel on iheks vistlusalaks sageli sellise roboti
programmeerimine, mis jargib maha joonistatud joont. Antud llesandes on maha joonistatud terve
ruudustik, millel sdidab Ummarguse kujuga Roomba-suurune robot (diameeter 35 cm). Robot oskab
sOita ainult nii, et jalgitav joon labib kogu aeg roboti keskkohta. Jooned on liksteisest 20 cm kaugusel,
nii et kdrvalolevate joonteni jaab alati pisut ruumi. Robotile on vdimalik anda jargmisi kdske: 20 cm
edasi, 40 cm edasi, 60 cm edasi, 90° vasakule, 90° paremale. Iga kasu taitmine votab ihe sekundi.
Jargmiseks on robotile ehitatud takistusrada, kus ruudustikule joonte vahele on paigutatud kuubikud,
mida robot peab viltima. Ulesandeks on leida kiireim tee, kuidas robot saab jduda (ihest etteantud
punktist teise.

Lihtsuse mottes kasutame edaspidi Ghikuna ruutude enda suurust. Sisendi esimesel real on joonte
vahele jadva ruudustiku pikkus M (1<M<50) ja laius N (1<N<50). Jargmisel M real on igalihel N arvu
vadrtustega kas @ vGi 1. @ tahistab, et ruut on tihi, 1 tahistab takistust.

Viimasel real on 4 taisarvu ja Uiks tahemark, mis tahistavad roboti alguspunkti koordinaate, sihtkoha
koordinaate ja roboti algset suunda. Koordinaadid algavad ruudustiku vasakust tGlemisest nurgast.
Roboti suund on tks markidest N, E, S voi W.

Viljundisse kirjutada, mitme sekundiga on robotil véimalik I1d0pp-punkti jduda. Kui soovitud teekond

pole voimalik, valjastada -1.

NAIDE: .

9 10 .
©O000O000O01000 &

© 000000010

0001000000

©0 10000000

© 000001000

©000O0010000

0001100000

© 00000000 o0

1000000010 /‘\

7227S .

Vastus: \__../

12 (vt joonist) . -
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6.11.8 Numbriruudud

Ruudustik on taidetud numbritega 0-9 (vt ndidet joonisel). Vasakus llemises ruudus on mangunupp,
eesmargiks on jéuda paremasse alumisse ruutu. lgal kaigul véib nupuga astuda sammu vasakule,
paremale, Ules voi alla, aga iga kord liidetakse sinu skoorile vastavas ruudus oleva numbri vaartus.
Eesmargiks on jouda I6ppu véimalikult vaikese skooriga.

Sisendi esimesel real on ruudustiku kdrgus M ja laius N (1<M, N<999). Jargmisel M real on igalihel N
numbrit, millest moodustubki ruudustik. Valjundisse kirjutada liks tdisarv: minimaalne skoor, millega
on voimalik algusest I6ppu jouda.

NAIDE 1:

4 5

© 3129

7 3499

17553

23425

Vastus: 01311 2189
24 (vastab joonisele)

NAIDE 2: T{3]14]9]°9
16 117151513
012345

Vastus: 2131412165
15
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6.11.9 Optimaalne ruuting

IP (Internet Protocol) on peamine reeglistik, mille abil arvutid Internetis andmeid edastavad. IP
oluline omadus on see, et ta defineerib ruutingu ehk meetodi, kuidas andmepakette on vGimalik
saata labi paljude arvutite. Tavaliselt on igas vahepealses arvutis (ruuteris) tabel, mis Gtleb, millisesse
jargmisse punkti antud sihtaadressiga pakett tuleb saata. Pakett randab Ghest ruuterist teise kuni
jduab sihtkohta. Uhenduse kogukiirus sdltub seega vahepealsete etappide kiirusest.

Antud on rida ruutereid nendevaheliste tihenduste ja kiiruste infoga. Leida minimaalne véimalik aeg,
mis kulub info ihest arvutist teise saatmiseks.

Sisendi esimesel real on neli tdisarvu: arvutite arv M (2<M<20000), (ihenduste arv N (0<N<50000), algse
arvuti indeks A (0<A<M) ja sihtarvuti indeks 0 (0<0<M). Jargmisel N real on (ihenduste info, mis on
valjendatud kolme taisarvuna: ihendatud arvutite indeksid ning Ghendusele kuluv aeg
millisekundites. Valjundisse kirjutada minimaalne aeg, mis kulub arvutist A arvutisse 0 paketi
saatmiseks. Kui Ghendust luua pole vGimalik, véljastada -1.

NAIDE 1:
2101
0 1 100
Vastus:
100
NAIDE 2:
3320
0 1 100
0 2 200
12 50
Vastus:
150
NAIDE 3:
2001
Vastus:
-1

Flan - hesuu
2 I=Marva

El&nksit
o

]
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6.11.10 Liftid

Suurtes pilvelGhkujates on sageli erineva kiirusega liftid, mis teenindavad erinevaid korruseid. Naiteks
vOib seal olla tavaline lift, mis liigub korruste 41 ja 50 vahel ning ekspresslift, mis peatub igal
kiimnendal korrusel. Sa oled Uhe sellise pilveldhkuja fuajees (0-korrusel), Glesandeks on leida, kuidas
vOimalikult kiiresti jduda ettendhtud korrusele. Liikuda voib ainult liftidega ja Ghelt liftilt teise minek
vOtab alati the minuti.

Sisendi esimesel real on kaks taisarvu: liftide arv N (1<N<5) ja korrus K, kuhu on vaja jéuda
(12K<100). Teisel real on N taisarvu, mis tahistavad liftide kiirusi: sekundite arvud, mis kulub (ihe
korrusevahe labimiseks. Jargmistel N real on igaiihel rida tadisarve, mis tahistavad, millistel korrustel
vastav lift peatub. Valjundisse kirjutada Uks taisarv: sekundite arv, mis kulub soovitud korrusele
joudmiseks. Kui sihtkohta joudmine pole vGimalik, kirjutada valjundisse -1.

NAIDE 1:

2 30

10 5

©1357 911 13 15 20 99
4 13 15 19 20 25 30

Vastus:

275 - Esimese liftiga 13. korrusele (130 sekundit), oodata teist lifti (60 sekundit), teise liftiga 30.
korrusele (85 sekundit).

NAIDE 2:

2 30

10 1

05 10 12 14 20 25 30

246 8 10 12 14 22 25 28 29

Vastus:

285 — Esimese liftiga 10. korrusele, siis teisega 25. korrusele, siis jalle esimesega 30. korrusele, aeg
kokku 10*10+60+15*1+60+5*10=285 sekundit.

NAIDE 3:

3 50

10 50 100

0 10 30 40

0 20 30

0 20 50

Vastus:

3920 — Esimese liftiga 30. korrusele, teisega 20. korrusele,
siis kolmandaga 50. korrusele.

NAIDE 4:

11

2

© 246 8 10

Vastus:

-1
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6.12 VITED LISAMATERJALIDELE

Kaasasolevas failis VP_lisad.zip, peatlikk6 kaustas on abistavad failid kdesoleva peatiiki materjalidega

pohjalikumaks tutvumiseks:

SGL.cpp, SGL.java, SGL.py
Ratsul.cpp, Ratsul.java, Ratsul.py
LGL.cpp, LGL.java, LGL.py
Ratsu2.cpp, Ratsu2.java, Ratsu2.py

Ratsu3.cpp, Ratsu3.java, Ratsu3.py
Veekogud.cpp, Veekogud.java, Veekogud.py
Alused.cpp, Alused.java, Alused.py
Loomad.cpp, Loomad.java, Loomad.py
Soiduaeg.cpp, Soiduaeg.java, Soiduaeg.py

Kahendpuud.cpp, Kahendpuud.java,
Kahendpuud.py
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Graafi stigavuti labimine, tsiklilisuse kontroll
Ratsu teekond (siigavuti [abimine).

Graafi laiuti labimine.

Ratsu liihim tee Uhelt ruudult teisele (laiuti
labimine).

Ratsude asetamine malelauale
(sidususkomponendid).

Veekogude loendamine kaardil (iileujutamine).
Graafi kahealuseliseks jaotamine.

Tugevuse jargi jarjestamine (topoloogiline
sorteerimine).

Asulatevahelised s6iduajad (Dijkstra algoritm).
Kahendpuu taastamine ees- ja keskjarjestuse
pohjal ning I6ppjarjestuses todtlemine.



