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7/ EFEKTIIVNE PROGRAMMEERIMISTEHNIKA

Algaja programmeerija jaoks on suur asi, kui
tema programm t6dle hakkab ja enamvahem
Oiget asja teeb. TGepoolest, see on paris uhke
tunne ja selle tunde parast armastavadki
paljud inimesed programmeerimist: ,,Ma olen
jumal, kes tegi mitte millestki midagi ja andis
masinale elu!”

Need lugejad, kes on joudnud siia, Gpiku teise
osani, pole aga enam algajad, vaid arvestatava
kogemusega programmeerijad. Kui alguses oli
ainsaks edukriteeriumiks see, kas programm

tootab, siis nlitid tuleb esile veel palju teisi kriteeriume, millele liks hea programm vastama peaks:

e JOudlus — kdesoleva raamatu pShiteema — kas minu programm t66tab piisavalt kiiresti?

e Skaleeruvus — leiab samuti siin raamatus kajastamist — kuidas teha nii, et programm ka
suuremate andmehulkade puhul hasti téotaks.

e Kasutusmugavus — kui kergesti ja efektiivselt saab kasutaja antud programmiga hakkama?

e Hallatavus — kui kerge on programmis muudatusi teha? Kas muudatus thes kohas voib
midagi muud katki teha?

o Tookindlus — kui hasti saab programm hakkama erijuhtumite ja ootamatute olukordadega?

e laiendatavus — kui lihtne on programmile lisada tdiendavat funktsionaalsust?

e Turvalisus — kas programm hoiab ara ,,mitte ettenahtud tagajargede” tekitamise?

Kui me soovime kirjutada head , péris elu” programmi, siis on kdik need punktid sama tahtsad kui
see, kas programm teeb Oiget asja, vahel isegi tdhtsamad!

Vérdleme naiteks kaht olukorda:

1. Programm tootab valesti, aga on kergesti modifitseeritav.
2. Programm too6tab digesti, aga on kirjutatud segaselt ja keeruliselt, nii et sellesse pole
vOimalik mingeid muudatusi teha.

Esimesel juhul saab vead dra parandada ja kéik on korras. Kui aga teisel juhul on tarvis programmi
mingeid muudatusi teha, on vahel on ainsaks valjapadsuks programm algusest peale uuesti kirjutada.
Seega kasvab koos programmi elueaga ka hallatavuse ja laiendatavuse vaartus.

Voistlusprogrammeerimise seisukohalt on Ulaltoodud loetelust tahtsaimad mdistagi joudlus ja
skaleeruvus ning enamik kdesolevast raamatust tegelebki nende teemadega. Voistlusel kasutatavate
programmide eluiga on tavaliselt Glilihike ja teised aspektid jadvad tavaeluga vorreldes tagaplaanile,
kuid ka siin ei saa ignoreerida hallatavust (kui programmis on viga v0i vaja midagi iimber kirjutada,
siis kas seda on lihtne teha), téokindlust (igasuguste vigade viltimiseks) ja laiendatavust (lilesanded
koosnevad sageli mitmest osast — kui Uiks osa on lahendatud, siis kui mugavalt on voimalik programmi
tdiendada).



Tanapdeva tarkvara on oma olemuselt
Ulikeeruline, koosnedes paljudest
komponentidest, mis kdik peavad
harmooniliselt koos t66tama, kuid samas ka
Glihabras, sest vahel voib Gheainsa biti
muutmine tulemuse valeks muuta voi siis
programmi Uldse dra Idhkuda. Voime
kujutleda, et tegu on tuhandete
hammasratastega, mis peavad kdik
siinkroonis pd6rlema ja niipea kui tks neist
kinni kiilub, siis programm enam ei to6ta.

Siin peattikis uurime, kuidas seda kinnikiilumist véimalikult hasti valtida ja kui see siiski juhtub, siis
kuidas kinni jddnud ratast leida ja taas valla paasta.

7.1 KooDISsTIIL

7.1.1 Pikaajaline ja liihiajaline ldhenemine

Mida saab programmiga teha? Intuitiivne vastus on ,valmis kirjutada ja kaivitada“. Hea kiill,
kirjutasime ja kaivitasime, aga niilid on selles vaja midagi muuta voi parandada. Kui algne kood
polnud kirjutatud just hetk tagasi, tuleb enne tdiendamist teha veel midagi olulist: senist koodi
lugeda, et aru saada, mida see tegi, muidu pole efektiivne tdiendamine véimalik. On programme,
mida ei loeta parast kirjutamist mitte kunagi, kuid on ka programme, mida loetakse tuhandeid kordi —
enamasti juhul, kui tegu on tiimitoo ja pikaajalise projektiga. Vastavalt sellele, kui palju me eeldame,
et programmi on vaja lugeda, muutub ka loetavusele optimiseerimine jarjest tahtsamaks: et
lugemise aega sadasta, on sageli vaja kirjutamisele rohkem aega kulutada.

Programmeerimisvéistlustel kiiresti ja hooletult koodi kirjutamine tekitab kergesti halbu harjumusi,
sest vOistlusel kasutatava programmi koodi on harva parast voistlust tarvis. Siiski kulub hea stiil ka
juba voistluse jooksul dra, hoides kokku vigade leidmisele ja parandamisele kuluvat aega.

7.1.2 Alamprogrammid

Programmeerimisvdistlustel on inimestel
sageli kogu programm {ihes T will not werite the same code multiple times

ohifunktsioonis. Kui lahendus on lihtne Lwill not write the same code multiple times
P T will not werite the same code multiple times

ja vahem kui tunniga realiseeritav ning sa T will not write the same code moltiple times
oled ka kindel, et tegemist on dige T will not werite the same code multiple times

lahendusega, pole sellest iseenesest T will not write the same code multiple times
. g, P o . T will not write the same code multiple times
midagi katki. On aga palju vGistlusi

T will not werite the same code multiple times
(périselu Glesannetest radkimata), kus T will not werite the same code moltiple times

T will not weite the same code multiple times

il lah <ok .
Ulesande lahendamiseks on aega mitu T will not write the same code multiple times

paeva ning to0 ka selle vérra mahukam.
Sel juhul tuleks programm kindlasti
jagada vaiksemateks funktsioonideks,
kuna see teeb koodi lihtsamini
loetavamaks ja paremini hallatavaks.




Tdpsemalt on alamprogrammide kasutamisel jargmised olulised eelised:

- Ulevaatlikkus. Kui vaadeldav blokk on pikem kui inimene korraga haarata suudab, |3heb
I6ppu joudmise ajaks kergesti meelest, mis alguses toimus. Jagades koodi vaiksemateks
osadeks lI66me Uihe hoobiga kaks karbest: esiteks on iga osa puhul koha arusaadav, mis
toimub, teiseks saab igale osale anda lilevaatliku, kirjeldava nime, mis hdlbustab mdistmist
veelgi.

- Probleemi jagamine alamosadeks. Paljud lilesanded on v&imalik jagada loogiliselt
eristuvateks alamosadeks, sel juhul on hea, kui lahendus jargib sama struktuuri. Esiteks
vOimaldab see probleemi osade kaupa lahendamist, kuid teise, veel tdhtsama véidu
saavutame labi parema testitavuse. Igale funktsioonile, mis probleemist teatud osa
lahendab, on voimalik koostada eraldi testid, mis selle osa korrektsust kontrollivad — selline
lahenemine hoiab sageli vigade otsimise aega kokku.

- Koodi taaskasutuse voimaldamine. Sageli tuleb lilesande raames sama vGi sarnast
protseduuri mitu korda korrata. , Laisk“ meetod oleks seda koodi lihtsalt kopeerida, aga kui
selgub, et selles koodis on iga voi tarvis midagi tdiendada, maksab kopeeritud koodi
mitmekordne parandamine peagi katte, ihelt poolt Idheb rohkem aega ja teiselt poolt on
kerge uusi vigu teha.

Kui pikk tohiks tiks alamprogramm olla?
Tuntud tarkvarakonsultant ja agiilse arenduse
kontseptsiooni ks loojaid Robert ,,Uncle
Bob“ Martin (https://cleancoders.com/)
soovitab, et alamprogrammi pikkus vdiks olla
umbes neli rida ja kiimme on juba liiga palju.
Enamik programmeerijaid peab nii madalat
piiri siiski liiga radikaalseks, kuid ndustuvad,
et liiga pikad moodulid on halvad. Mina Uncle Bob
isiklikult kirjutasin oma esimesed programmid R
tekstimoodis kuvaril, mis naitas 25 rida ja 80
marki real, see oli Gldine standard. Ka praegu
avanevad paljud virtuaalterminalid vaikimisi just
sellistes mdStudes. Kui vaadeldav
alamprogramm on suurem kui sellisesse aknasse
mahub, tuleb seda kerida ning lugemine on juba
raskendatud. Samuti on 25 rida ka enamvahem

piir, kui palju infot inimene korraga haarata ' -
suudab, mistdttu kasutatakse koodistandardites AT

sageli just seda suurust. e
s SRR g-'!;ll.'l’
Taaskasutusest tuleb lahemalt juttu jargmises 1 %E.-'.-—H Il"j:l:lll*"l"l
g | OB e S e .
naites: Li |

Targo esimene programmeerimisarvuti oli samasugune



7.1.3 Naide: Tankid

2016/17 olimpiaadihooaja raames korraldati ka
Tankide Turniir, kus iga osaleja sai
programmeerida tanki, mis vastaval
vOistlusvaljakul teistega vditlema peab. Sellise
programmi kirjutamisel tekib Gsna palju
korduvaid osi, mida omaette funktsioonidesse
koondada.

Naiteks vaatame siin Uiht voistlusel esinenud vaga
pikka funktsiooni (umbes 400 rida) MineNurka,
mis proovib mangija tanki liigutada laual
lahimasse nurka. Liikumise kaigus tulistatakse
ettejaavaid tanke ning vajadusel muudetakse lilkkumissuunda ja proovitakse minna limber takistuse.
Kogu funktsioon on liiga pikk, et siin dra tuua, aga siin on sellest esimene veerand:

M1A1 Abrams tank

int mineNurka()
{
// mangulaud on m x n; x, y on tanki koordinaadid
if (m - x > x) { // mis pooles tank on, mis nurk on ldhemal
if (n -y >y) { // mis veerandis
bool ol = 1; // on liikunud
while (!ok[@][@] && (x != @ || y != @)) { // kuni nurk on vaba
ol = 0;
while (x != 0 & y != 0 & & l!ok[y - 1][x - 1]) { //1liigu nurga suunas
ol = 1;
cout << "M5" << endl; // M5 liigu suunas alla-vasakule
1ts(); // loeb info, sh tanki uued koordinaadid nx ja ny
if (nx == x & ny == y) { // ei liikunud (nx, ny - uued koordinaadid)
ok[y - 1][x - 1] = 1; // seal on keegi ees
fire(5, 6); // tulista sinna

xnx(); // uuendab koordinaadid
}
bool fm = 1; // diagonaalis liikuda ei saa
while (x > @ && !ok[y][x - 1] && (x >y || fm)) { // x telge mdéda
ol = 1;
fm = 0;
cout << "M6" << endl; // liigu vasakule
1ts();
if (nx == x & ny == y) {
ok[y][x - 1] = 1;
fire(6, 6);
}
xnx();
¥
fm = 1;
while (y > @ & !ok[y - 1][x] && (x <y || fm)) { // alla
ol = 1;
fm = 0;
cout << "M4" << endl; // alla
1ts();
if (nx == x & ny == y) {
ok[y - 1][x] = 1;
fire(4, 6);
}

xnx () ;



if (lol) { // kui ei ole ilildse liikunud
if (x <y) { // lUleval vasakul vorreldes 6ige diagonaaliga
cout << "M3" << endl; // liigub alla paremale
1ts();
if (nx == x && ny == y) { // seal ka keegi ees
ok[y - 1][x + 1] = 1;
fire(3, 6); // tulista
cout << "M2" << endl; // liigu paremale
1ts();
if (nx == x && ny == y) {
ok[y][x + 1] = 1;
fire(2, 6); // tulista
cout << "M1" << endl; // liigu liles paremale
Iwf(); // loe ilma tulistamata (lts, xnx jarjest)
cout << "M3" << endl; // liigu alla paremale
Iwf();
continue; // jatkab nurka minekut algusest (oma veerandis)

xnx(); // kui sai paremale, uued koordinaadid
cout << "M3" << endl; // alla paremale
Iwf(); // 1lts; xnx

continue;
}
xnx();
continue; // jatka alla vasakule
}
cout << "M7" << endl; // liigu ules vasakule
1ts();

if (nx == x && ny ==y) { // kui ei onnestunud

ok[y + 1][x - 1] = 1; // seal on keegi ees

fire(7, 6); // tulista

cout << "M@" << endl; // liigu Ulles

1ts();

if (nx == x && ny ==y) { // kui ei Onnestunud
ok[y + 1][x] = 1, // seal on keegi ees
fire(@, 6); // tulista
cout << "M1" << endl; // liigu ules paremale

Iwf();
cout << "M7" << endl; // liigu lles vasakule
Iwf();
continue; // jatka
}
xnx();
cout << "M7" << endl; // liigu lles vasakule
Iwf();
continue;
}
xnx();
continue;
}
}
return 1;

}

Edasi jargneb praktiliselt sama kood tilejadnud kolme nurga jaoks, erinevus on vaid
lilkkumissuundades. limselgelt on sellist koodi raske lugeda ja veelgi raskem on selles parandusi teha.
Vaatame, kuidas saaks seda koodi lihematesse funktsioonidesse jagada. Esiteks soovitakse valida
Iahim nurk, kuhu minna. P6hifunktsioon MineNurka vdiks olla siis jargmine:

int mineNurka() {
int nurkX = (m - x > x) ? @ :m - 1;
int nurkY = (n -y >y) 2?0 : n - 1;
return mineNurka(nurkX, nurkY);



Siit kutsutakse valja funktsiooni MineNurka juba konkreetse nurga koordinaatidega:

int mineNurka(int nurkX, int nurkY) {
int suund = leiaSuund(nurkX, nurkY);
while (lok[nurkY][nurkX] && (x !'= nurkX || y !'= nurkY)) {
if (!liiguNurgaSuunas(nurkX, nurkY, suund)) { // kui ei ole iildse liikunud
poikle(nurkx, nurkY, suund); // pdikleme
}
}

return leiaVastassuund(suund);

Funktsioonid leiaSuund ja leiaVastassuund on lihtsad funktsioonid, mis parandavad eelkdige
loetavust:

int leiaSuund(int x, int y) {
if (x == 0 && y == @) return ALLA_VASAKULE;
if (x == @) return YLES_VASAKULE;
if (v == @) return ALLA PAREMALE;
return YLES_PAREMALE;

int leiaVastassuund(int suund) {
return (suund + 4) % 8;

}
Olulisemad on siin funktsioonid 1iiguNurgaSuunas ja pdikle. Kdigepealt esimene neist:

bool liiguNurgaSuunas(int nurkX, int nurkY, int suund){

bool ol = 0;

while (x != nurkx && y != nurky && onVaba(suund)) {
ol = liiguTulega(suund); //liigu diagonaalis

}

int xsuund = nurkX ? PAREMALE : VASAKULE;

int ysuund = nurkY ? YLES : ALLA;

bool fm = 1; // forsseeritud liikumine

while (onLaual() && onVaba(xsuund) && (nurkx - x > nurkY -y || fm)) {
ol = liiguTulega(xsuund); //liigu horisontaalselt
fm = 0;

}

fm = 1;

while (onLaual() && onVaba(ysuund) && (nurkx - x < nurkY -y || fm)) {
ol = liiguTulega(ysuund); // liigu vertikaalselt
fm = 0;

}

return ol;

}

Siingi on abifunktsioonid loetavuse parandamiseks onLaual ja onvaba:

bool onLaual() {
return (x > -1) & & (x < m) & (y > -1) && (y < n);
}

bool onVaba(int suund){
return lok[y + dy[suund]][x + dx[suund]];

}



Liikumise funktsioon on jargmine:

bool liigu(int suund, bool tulista) {

cout << "M" << suund << endl;

1ts(); // info sisse, siin loetakse

if (tulista & & nx == x & ny == y) { // kui tulistamisega
ok[y + dy[suund]][x + dx[suund]] = 1; // seal on keegi ees
fire(suund, 6); // tulista sinna

}

xnx(); // muudab x ja y vaartused

return true;

}
Funktsioonid 1iiguTulegaja liiguTuleta on taas loetavuse parandamiseks:

void liiguTuleta(int suund) {
liigu(suund, false);

}

bool liiguTulega(int suund) {
return liigu(suund, true);

}

Vaatamata on veel funktsioon poikle, milles pannakse peamiselt paika pdiklemise suunad:

void poikle(int nurkX, int nurkyY, int suund){
int pSuund, d;

if (InurkX != TnurkY){
pSuund = (suund + 2) % 8;
d ==1;

¥

else {
pSuund = (suund + 6) % 8;
d = -1;

¥

if (nurkxX - x < nurky - y) {
liiguPoikle(pSuund, d);

¥
else {

liiguPoikle(leiaVastassuund(pSuund), -1*d);
¥



Kdige 16puks funktsioon liiguPoikle:

void liiguPoikle(int pSuund, int d) {
cout << "M" << pSuund << endl; // liigub uues suunas
1ts();
if (nx == x && ny == y) { //seal ka keegi ees
ok[y + dy[pSuund]][x + dx[pSuund]] = 1;
fire(pSuund, 6); //tulista
int vSuund = (pSuund + d + 8) % 8;
cout << "M" << vSuund << endl; //liigu jalle uues suunas
1ts();
if (nx == x && ny == y) { // ikka keegi ees
ok[y + dy[vSuund]][x + dx[vSuund]] = 1;
fire(vSuund, 6); // tulista
liiguTuleta((vSuund + d + 8) % 8); // liigu korraks vastassuunas
liiguTuleta(pSuund); // ja tagasi pdoiklemise suunas
return; // jatka nurka minekut algusest peale (oma veerandis)

¥
xnx();
liiguTuleta(pSuund);
return;

by

xnx();

return;

}

Kokku dnnestus kahandada tiks umbes 400-realine funktsioon vahem kui 150le reale, mis on
omakorda jagatud Gisna mdistlikult arusaadavateks kirjeldava nimega osadeks.

7.1.4 Kommentaarid

Sageli vdib programmeerimisdpikutest lugeda, et kood tuleb kommenteerida. Uheks soovituseks on
kirjutada enne kommentaarid, mida kood vdiks teha ning seejarel alles hakata koodi kirjutama. See
on hea praktika, mis aitab oma motteid koondada ning lilesandest tervikpilti saada. Voib juhtuda, et
esialgne idee oli tldse vildakas ja siis on palju parem, kui saad sellest aru péarast paari rea
kommentaaride kirjutamist, mitte aga siis, kui oled kirjutanud hulga koodi.

Pahatihti minnakse aga kommenteerimise soovitustega liiale, nditeks paljudes ettevotetes on
kohustuslik kommenteerida iga meetod, parameeter, muutuja jne. Tulemuseks on nonsenss:
/*

** Tagastab kodrguse.

*/

double getHeight()

Sellistel kommentaaridel on ka suur oht vananeda. Kui nGuded muutuvad, véib ka kirjeldatava objekti
olemus muutuda, kuid kommentaar jadb ikka samaks ning hakkab kasu asemel tooma kahiju.

Naiteks leidsin ma koodist kord sellised read:

// ISO 3166 two letter country code
string threelLetterCode;

Uh-oh. limselgelt oli millalgi kahetahelistelt koodidelt mindud iile kolmetahelistele ning kommentaar,
mis enne oli olnud lihtsalt kasutu, muutus niitid aktiivselt kahjulikuks.

Kommentaar, mis Gtleb midagi, mis koodis niigi kirjas on, ei lisa mingit vaartust.




Kommentaarid vbivad olla vajalikud, et kirjeldada miks kood on mingil viisil kirjutatud. Kui aga juhtub,
et me peame kommenteerima, mida kood teeb, saab selle asemel tavaliselt parandada koodi
loetavust.

Iga kommentaar on margiks sellest, et kood ei kirjelda iseennast perfektselt ja seda peaks kasitlema
kui vbimalust koodi parandada.

Naiteks sellise koodi

// konverteerime eurod sentideks
a =X * 100;

asemel véib anda muutujatele paremad nimed:

sendid = eurod * 100;

Jargmine halb néide (kood on lihtne, aga mis maagiat siin tehakse?)

double r = n / 2;

while (abs(r - (n / r)) > t) {
r=0.5%(r+(n/r);

}

Parem variant:

// leiame ruutjuure Newton-Raphsoni meetodiga

double r = n / 2;

while (abs(r - (n / r)) > t) {
r=0.5*(r+(n/r));

}

Veel parem:

double LigikaudneRuutjuur(double n, double tapsus) {
double r = n / 2;
while (abs(r - (n / r)) > tapsus) {
r=0.5*(r+ (n/r);
}

return r;

b
Kommentaari asemel eraldi funktsiooni loomisega saavutasime kaks eesmarki:

- Eraldasime kasuliku funktsionaalsuse taaskasutatavaks alamprogrammiks.
- Andsime sellele kasuliku, iseennast kirjeldava nime, mis véimaldab koodist arusaamist ka
seal, kus vastavat funktsiooni valja kutsutakse.

Samuti on tavapéarane (aga kahjulik) nGuanne kirjutada iga muutuja juurde, mis on selle sisu. Selmet
kirjutada iga muutuja juurde, milleks seda kasutatakse, tuleb nimetada muutuja kohe nii, et selle
otstarve on selge.




7.1.5 Nimed

Kunagisele Netscape’i tarkvaraarhitektile Phil
Karltonile omistatakse jargmist tsitaati:

,Tarkvaraarenduses on ainult kaks suurt probleemi:

1. Puhvrite invalideerimine
2. Asjade nimetamine
3.  Uhe v&rra eksimused”

Originaalis: , There are only two hard things in
software engineering: cache invalidation, naming
things, and off-by-one errors.”

Siin siis veidi napunaiteid, kuidas teist probleemi
paremini lahendada.

Phil Karlton

- Mida pikem on kood, kus muutujat
kasutatakse, seda raskem on jarge pidada, mida muutuja teeb. Sellest jareldub skoobi reegel:
mida pikem on skoop, kus muutujat kasutatakse, seda pikem peaks olema muutuja nimi.
Tsuklimuutujatena on sobilik kasutada i ja j, samuti vaid Gihes liihikeses tsiiklis kasutatav
abimuutuja vGib olla ihetdhelise nimega. Globaalsete muutujate puhul seevastu on hea, kui
neil on ilusad kirjeldavad nimed. Koodi kerimine selleks, et uurida, mis see t véi p tapselt oli,
on selgelt ebaotstarbekas.

- Muutujad vastavad tavaliselt mingitele asjadele vGi objektidele ning neid véiks nimetada
nimisdnadega, nt int[ ][] laud.

- Veidi erandlikuks on boolean tilpi muutujad, mida sobib nimetada pigem omadus- voi
maarsdnadega, soovi korral voib lisada ette ka tegusGna ‘on’ nt valmis v6i onValmis; kiire
vOi onKiire.

Jargneb koodindide Lemmingute Ulesandest, kus esimeses tulbas on kirjeldavate nimedega kood,
teises luhikestega:

while (!tramm.empty() && while (!s.empty() &&
((trammisabad[peatus].size() < jk_pikkus) || ((gq[p].size() < 1) ||
tramm.top() == peatus)) { s.top() == p)) {
if (tramm.top() != peatus) { if (s.top() != p) {
trammisabad[peatus].push(tramm.top()); qlp]-push(s.top());
}
tramm.pop(); s.pop();
aeg++; t++;
} }

Vastuvaide oleks, et pikemate nimede kirjutamine vétab rohkem aega, kuid esiteks on tdnapadeva
programmeerimiskeskkondades abistavad vahendid nimede automaatseks I6petamiseks (auto-
complete) ning teiseks on natuke pikema nime kirjutamisele kuluv aeg lisna vaike vorreldes
probleemi sisulisele lahendamisele ja programmi struktuuri loomisele kuluva ajaga. Vorreldes ajaga,
mis kuluks vigade otsimisele, sest programm on muutunud ka autorile endale arusaamatuks, on need
ekstra sekundid aga taiesti tlihised.

Voistlusprogrammeerimise kontekstis véib ja on isegi soovitatav kasutada Glesande tekstis antud
muutujate nimetusi (tavaliselt mingid N, M, K jne), see tdhendab ka Gihetdhelisi tdhistusi.



7.1.6 Funktsioonide nimetamine

Funktsiooni nimetused peaks itlema, mida funktsioon teeb. Kui muutujatele sobivad nimed olid
nimisdnad, siis funktsioonid on tegevused ja nende nimed voiks olla tegusdnad. Vaga hasti sobivad
nditeks vaheta, otsi, looGraaf, leialLyhimTee ja muud sarnased nimed. Erandiks on
funktsioonid, mille peamiseks otstarbeks on tdevaartuse tagastamine, neid vdiks nimetada sarnaselt
boolean-tllpi muutujatega, nditeks

bool onLaual(int x, int y, int pikkus) {
return ((x >= @) & (x < pikkus) && (y >= @) && (y < pikkus))
}

Seda laadi nimetused teevad koodi hasti loetavaks:

if (onLaual(naaber_x, naaber_y, dim) {
teeMidagi();

}

Ka funktsiooni parameetrid voiks olla funktsiooni paises maoistlikult nimetatud. Nt funktsioon paisega
long long liida(int a, int b);

vOiks eeldatavasti liita kokku kaks argumendiks saadavat arvu a ja b, aga funktsioon paisega

long long liida(int start, int end);

liidab pigem mingit arvude vahemikku voi mingit vahemikku jadas. Ainus erinevus on argumentide
nimetustes! Vi kui tlaltoodud funktsioon oleks paisega

bool onLaual(int a, int b, int c);

vOib endalgi sassi minna, kas enne peaks ette andma koordinaadid ja siis laua m86du voi vastupidi.

7.2 TESTIMINE

Voistlustel kasutatakse programmide hindamisel tavaliselt jargmisi meetodeid:

- Testide kaupa hindamine, kus punkte saab iga labitud testi eest, mida rohkem teste ara teed,
seda rohkem punkte. Enamik Eesti madalama taseme vaistlusi kasutab seda ldhenemist.

-, Pakikaupa” testimine, kus lahendus peab punktide saamiseks ldbima kdik testid. Oige
lahendus annab 100% ja kui kasvGi Uks test ei lahe 1abi, on tulemuseks 0. Seda skeemi
kasutatakse enamikel online vdistlustel (CodeForces, TopCoder jne).

- Testid on jagatud alamiilesanneteks, iga konkreetset alamiilesannet testitakse pakikaupa.
Seda kasutatakse enamikul rahvusvahelistel v3istlustel nagu 101 vai BOIL.

- Avatud testid, kus esitada tuleb testide vastused, mitte programm, mis Glesannet lahendab.
Inglise keeles nimetatakse neid ,,output-only” lilesanneteks.

Loomulikult ei ole testimine ainult voistluste teema — seda on vaja ka paris elus, sest kes soovib
kasutada programmi, mis t66tab ainult teatud juhtudel.

Kuidas siis ikkagi testida? Selleks on muidugi vaja programmi, mida testida, teste ehk andmestikku,
millega testida, ning teada digeid vastuseid, millega testitava programmi tulemusi vorrelda. Testide
koostamise jaoks on vaja kdigepealt mdelda valja, millised testid vdiks olla, ning juhuslike testide
tegemiseks kasutada testigeneraatorit. Oige vastuse saamiseks sobib vdimalusel nii kasitsi
kontrollimine, aga ka mdni lihtsam programm, nt selline, mis lilesande jdumeetodil lahendab, kuid



pole voistlusel esitamiseks piisavalt kiire. Veel (iheks voimaluseks on kasutada lahenduse leidmiseks
testigeneraatorit — st koostamise kaigus saab leida vastuse v6i monikord on kavalam genereerida
testid oodatavast vastusest ldahtuvalt.

Selleks, et testimist veelgi efektiivsemalt Iabi viia, tulevad kasuks skriptid, mis teste kdivitavad ja
tulemusi kontrollivad.

7.2.1 Testide koostamine

Milliseid teste (ildse koostada? Uldiselt vdib testid jagada kolme erinevasse liiki:

- Ulesande teksti analiiis. Siia kuuluvad maksimaalsete ja minimaalsete vairtustega testimine,
testid tiihjade vaartuste ja nullidega, samuti testid, mis kontrollivad valjundi korrektset
formaatimist. Oluline on ka kontrollida, kas piirangutest on Gigesti aru saadud, naiteks kas
vorratus on range vOi mitterange.

- Ulesande sisu analiiiis, millest v&iks tulla testid erijuhtude ja piirjuhtude jaoks.

- Oma programmi teksti anallilis, nulliga jagamised, liletditumised, ujukomaarvude tapsus.

Jargmine Ulesanne on avatud testidega tilesanne Eesti Lahtiselt Voistluselt aastast 2015/16:

7.2.2 Umbermoot

Informaatikaolliimpiaadi ettevalmistuslaagris anti osalejatele lahendada jargmine llesanne:
Ristkiilikute iihendi imbermoot
Tasandil on antud N ristkilikut, mille servad on koordinaattelgedega paralleelsed. Leida nende
ristkllikute Ghendi perimeeter ehk valise kontuuri pikkus. Tekkinud kujundi sees olevaid auke ei
ole vaja arvesse votta, kuid tihe ristkilikutest koosneva kujundi augus asuvat teist riskiilikutest
koosnevat kujundit, mis valiskujundit ei puuduta Gheski punktis, tuleb lugeda ikkagi omaette
kujundiks.
Sisend: Faili esimesel real on antud ristkilikute arv N (1<N<1000). Jargmisel N real on igalhel
neli reaalarvu LX, LY, UX ja UY, kus LX ja LY on ristkiliku alumise vasaku ning UX ja UY Ulemise
parema nurga koordinaadid. Koordinaatide vaartused on @ kuni 1 @00 000, mille esituseks
piisab 32-bitisest float arvutiiibist.
Viljund: Faili ainsale reale véljastada leitud ristkllikute tGhendi perimeeter tapsusega kuni kolm
kohta parast koma.
Naide: Sisendfail
3
7.0 170.0 99.5 190.0

0.5 100.0 12.0 225.0
10.0 80.0 50.0 110.0

Viljundfail:
564.0



Teie Ulesandeks on koostada testid, mis kontrolliksid esitatud lahenduste korrektsust.

Koik testandmed koondada Uhte tekstifaili jargnevalt kirjeldatud formaadis. Faili esimesel real on
testide arv K (1<K<20). Jargnevas K blokis on bloki esimesel real oodatav tulemus ning selle jarel
sisendandmed samal kujul kui ilesande kirjelduses. Lahendusena tuleb esitada see tekstifail.
NAIDE:

2

4.0

1

1.0 1.0 2.0 2.0

564.0

3

7.0 170.0 99.5 190.0

0.5 100.0 12.0 225.0

10.0 80.0 50.0 110.0

Ulesande sisu analuiiisides tuleks kindlasti teha testid, mis kasutavad minimaalset ja maksimaalset
lubatavat ristkilikute arvu, mis tdhendab, et véiks olla test, milles on vaid (iks ristkilik, ja test, milles
ristkiilikuid on tapselt tuhat.

Kuna koordinaatideks vdivad olla positiivsed reaalarvud, siis ei piisa testimisel kindlasti ainult
taisarvulistest koordinaatidest, vaid tuleks kasutada nii vaga vaikeseid arve, paljude kohtadega arve,
aga ka loomulikult maksimaalset lubatud koordinaadi vaartust.

Viljundi formaadi juures saaks siin kontrollida, kas vastus antakse ikka ettendhtud tapsusega kuni
kolm kohta parast koma. Seda kill raamiilesandes ettekirjutatud formaat testida ei vdimalda, kuid ise
sellist tlesannet lahendades tuleks kiill sellele tahelepanu poorata.

Asume niilid Glesande sisulise anallilisi juurde. Vaatame kodigepealt, kuidas saavad 2 ristkulikut
teineteise suhtes paikneda. Esimene vGimalus on, et ristkilikud Gldse kokku ei puutu:

Puutuvatest, kuid mitte kattuvatest ristkilikutest koosnevad erinevad variandid:

Uks ristkiilik vBib asuda ka taielikult teise sees. Kui arvestada ka v8imalike puutumistega, saame
jargmised voéimalused (hall ristkiilik on tervenisti oranzi ristkiliku sees ):




Loikuvad ristktlikud:

aln 1 il

Nii on juba kahe ristkiliku omavahelise paiknemise jaoks paarkiimmend erinevat véimalust,
kolmanda lisamine lisab veel hulga voimalikke kombinatsioone. Kdiki neid ei jéua siin dra tuua. Kolme
ristkiilikuga v6imalustest huvitavamad on jargmised paiknemised:

Vasakpoolsel paikneb kolmas ristkiilik tervenisti kahe teise ristkiiliku sees (aga mitte kummagi sees),
parempoolsel on kattumine mdlema teise ristkiilikuga, kdik kolm osalevad imbermdéddu
arvestamises, kolmandal on k&igil paarikaupa kattuvaid osi kui ka osa, mille katavad kdik kolm
ristkilikut.

Kindlasti ei tohi dra unustada, et ristkllikud voivad moodustada tiihje alasid kujundi sees, mis tuleb
Umbermdddu arvestamisel arvesse votta. Neljast ristkilikust saab nditeks jargmised kujundid:

Kui lisada veel ristkilikuid, saab tekitada Ghe kujundi sees ka mitu tiihja ala. Kindlasti tasuks testida
ka rohkemate kujunditega tekkivaid formatsioone, naiteks spiraali.

Nuud on siin terve hulk ideid valja kaidud, ilesandes lubatud testide arv on aga vaid 20. Mida sellisel
juhul teha? Kuna eesmargiks on ainult viga valja meelitada, siis véib mitu erinevat kombinatsiooni
Gihte testi panna. Loomulikult tuleb hoolega labi mdelda, millised on mottekas lihte testi panna,
millised aga vdivad nii mOne vea hoopis dra varjata. limselge on, et ei saa ihes testis testida, kas
programm t66tab nii minimaalse kui ka maksimaalse ristkilikute arvu korral. Samuti enda programmi
jaoks teste tehes on parem erinevad juhud eraldi testides hoida, kuna nii saab vea korral kiiremini
jalile, millise juhtumiga programm hakkama ei saa.

See naide oli selleks, et tuua valja erinevaid aspekte testide koostamisel ja ndidata, kuidas pealtnaha
killaltki lihtsal Gilesandel vGib olla tisna palju erinevaid juhte, millega on véimalik eksida. Jargevalt on
toodud, milles siis tGlesande programm tegelikult eksis, mis oleks tulnud lahendajal tuvastada:

- Lahendus ei erista véalimist ja sisemist kontuuri.

- Lahendus t66tab valesti, kui arvutuste tapsus on suurem kui 1 koht parast koma.

- Lahendus ei leia koigi valiste kontuuride perimeetrit, kui valiseid kontuure on rohkem kui Uiks.

- Lahendus t66tab valesti, kui ristkllikute arv on 1000 ja viimane ristklik osaleb perimeetri
moodustamises.

- Lahendus t66tab valesti, kui perimeetri pikkus Gletab 16-bitilise arvu maksimumvaartust.

- Lahendus to6tab valesti, kui leidub vahemalt 2 tapselt samasugust ristkilikut.



- Lahendus t66tab valesti, kui leidub vahemalt 3 ristkilikut, mille vertikaalsed kiiljed on samal
x-koordinaadil.

- Lahendus t6o6tab valesti, kui leidub vahemalt 3 ristkilikut, mille horisontaalsed kiiljed on
samal y-koordinaadil.

- Lahendus to6tab valesti, kui kontuuris leidub kiilgede jada, kus on jarjest 10 v6i enam
Uhesuunalist pooret (spiraal).

- Lahendus to6tab valesti, kui tks valimine kontuur asetseb taielikult teise valimise kontuuri
sees.

7.2.3 Testide genereerimine

Enamik Ulesandeid dnneks nii pdhjalikku Iabimatlemist ei vaja, kuid erineva andmestikuga testimine
on siiski vajalik. Kui méned spetsiifilisemad juhud on vaadatud, on mé&ttekas genereerida ka
juhuslikke teste.

Viiendas peatiikis oli Gheks naiteks lilesanne ,Miljonar ja vaeslapsed”:

Dickensi-aegsel Inglismaal elas miljonar Mortimer. Temaga samas linnas asusid kolm lastekodu, kus
elasid vaeslapsed, kellele Mortimer tavatses joulukinke teha. Kinkide jagamise protseduur oli
jargmine:

1. Iga vaeslaps saab oma lastekodust korvi, millega ta kingi jarele laheb.

2. Mortimer viskab kingitusi jarjest laste sekka, mida nood oma korvidega pltavad.

3. Iga kingitus puutakse alati kinni.

4. Lapsed saavad kingitusi katte juhuslikult, kuid tdenadosus, et konkreetne laps kingituse katte saab,
on vordeline tema korvisuu pindalaga.

5. Sama lastekodu lastel on sama suurusega korvid.

6. Kui moni laps saab kingituse katte, |dheb ta sellega kohe lastekodusse tagasi ja rohkem plilidmises
ei osale.

7. Lapsi voib olla rohkem kui kingitusi :(

Igal kingitusel on vaartus. Leida iga lastekodu kohta, milline on selle kodu laste poolt saadud
kingituste vaartuste keskmine eeldatav summa.

Sisendi esimesel kolmel real on igalihel kaks tdisarvu L; (0<Li<100) ja Ki (1<Ki<108), mis tahistavad
reanumbrile vastava lastekodu laste arvu ning korvi pindala. Sisendi neljandal real on kingituste arv N
(1<N<Li+lo+L3). Viimasel real on N (1<N<1000) tdisarvu: esimesel neist esimese kingituse vaartus,
teisel teise jne.

Viljastada kolm reaalarvu (tdpsusega vahemalt 8,0001) kolmel real: iga lastekodu kohta, milline on
selle kodu laste poolt saadud kinkide vaartuste keskmine eeldatav summa.

NAIDE:
11

12

12

2

10 20
Vastus:
6,666667

11,333333
12




Selle tlesande juhuslike testide generaator véib olla naiteks selline:

int main()

{
const string NIMI = "test";
const int TESTE = 20;

for (int i = @; i < TESTE; i++) {
ofstream fail;
string fnimi = NIMI + to_string(i) + ".txt";
fail.open(fnimi);
int lapsi = 0;
for (int i =0; i < 3; i++) {
int la = rand() % 101;
lapsi += la;
fail << la << " "
fail << 1 + rand() % 100 << endl;

}

int N = 1 + rand() % lapsi; // kinkide arv
fail << N << endl;
for (int i =0; 1 < N - 1; i++) {
fail << 1 + rand() % 1000 <<" "; //kinkide vaartused

}
fail << 1 + rand() % 1000 << endl;

fail.close();

}

return 0;

}

Selle programmi valjundiks on 20 faili nimedega test0...test19 juhuslike andmetega, mis vastavad
sisendi formaadile. Kui proovida need testid Iabi lahendusega, siis saame teada ainult seda, kas me
programm to6tab etteantud ajalimiidi piires. Selleks, et kontrollida, kas saadud lahendus on ka
korrektne, oleks vaja teada Giget lahendust. Siin tuleb appi jdumeetod ehk kdikide variantide
labivaatus:

int N;

int* kingid;

int K[3];

int L[3];

double vastus[3] = { © };

void jagaKingid(int kingiNr, int korvidePindala, double Tn)

if(kingiNr == N) { //k&éik on jagatud
return;

}

for (int i = 0; i < 3; i++) {
if (L[i] > @) {
double tn = Tn * L[i] * K[i] / korvidePindala;
vastus[i] += kingid[kingiNr] * tn;
L[i]--;
jagaKingid(kingiNr + 1, korvidePindala - K[i], tn);
L[i]++;

}

Kui meil just aastaid aega ei ole, siis tuleb aga sisendi limiite oluliselt kdrpida, sest selle jdumeetodi
keerukus on 3" ja seega ei ole mdtet ette anda kuigi suurt N-i. Samas, kui me saame identsed



vastused nii DP lahendusega kui ka jdumeetodiga kiimnekonnale juhuslikule testile, siis on Gldjuhul
normaalne eeldada, et testitav DP lahendus annab korrektse tulemuse ka suuremate testide puhul.
Eelpool toodud testide genereerimise algoritmis tuleks muuta kinkide arvu leidmise rida vastavalt:

int N =1 + rand() % min(lapsi, 15); // kinkide arv
Pane tahele, et laste arvu (ja ammugi mitte kinkide vaartuste) piiramine ei ole vajalik.

7.2.4 Kasuinterpretaatorid ja skriptimine

Kui testid valmis, tuleb need ka ldbi jooksutada. Uldine stsenaarium on selline, et iga testi jaoks tuleb
kaivitada programmid vastava sisendiga ja vorrelda valjundit etaloniga. Kui teste on palju, on kdigi
nende kaivitamine kasitsi paris aegandoudev ning kui tulemusena tuleb programmis valja moni viga,
mis parandamist tahab, tuleb programm pérast parandust taas (le testida.

Onneks saab neidki tegevusi automatiseerida, kasutades oskuslikult m&nd kédsuinterpretaatorit.
Kasuinterpretaator on tekstipohine kasutootlusprogramm, mille abil saab suhelda
operatsioonististeemiga. Levinud kdsuinterpretaatorid on naiteks Bash (Linux) ja PowerShell
(Windows).

PowerShell (kdsurealiides) File Explorer (gradafiline liides)

Shelliks ehk kestprogrammiks nimetatakse programmi, mis voimaldab inimesel operatsioonististeemi
funktsionaalsust kasutada (nt programme kaivitada). Enamasti peetakse shellidest radkides silmas
tekstimoodis kasuinterpretaatoreid, kuid tegelikult on selleks ehitatud graafilised programmid (nt
Windows Explorer) samuti kestprogrammid.

Operatsioonististeemiga suhtlemiseks kasutatakse kdske (commands, PowerShellis cmdlets). Siin on
tabel mdningate testide jooksutamiseks pohiliselt vajaminevate kaskudega:

Kataloogi sisu Is Get-Childltem Is, dir, gci
Kataloogi muutmine cd Set-Location cd, chdir, sl
Faili liigutamine mv Move-item mv, move, mi
Faili kopeerimine cp Copy-ltem cp, copy, cpi
Faili vdljastamine cat Get-content cat, type, gc
Standardvoosse Echo Write-Output echo, write
kirjutamine

Failide vordlemine diff Compare-Object diff

Kellaaeg time Get-Date




Naiteks

PS C:\testimine> cp test2.txt sisend.in
Kopeerib faili test2.txt sisu uude faili nimega sisend.in

Kaske tdidetakse jarjest ja igal kasul voib olla sisend ja valjund, mis vaikimisi loetakse ja kirjutatakse
standardvoogudesse. Eelmise kdsu valjundi saab suunata jargmise kadsu sisendiks kasutades kaskude
vahel marki,, |“. Sel moel suunamist nimetatakse inglise keeles pipinguks ja nii suunatakse edasi
ainult standardvaljund.

Vooge on vBimalik suunata ka tksteise vahel. Standardvaljundi saab suunata faili: ’>’ kirjutab
standardvaljundi voo faili juurde ja ">>" kirjutab faili lle.

Naiteks

PS C:\testimine> cat sisend.in | programm.exe >> vastus.out

vdljastab faili sisend.in sisu ja suunab selle programmi programm sisendiks ning I6puks suunab
programmi standardvaljundi faili vastus.out. Kui selle nimega fail on olemas, kirjutatakse selle sisu
ale.

Nii Bash kui ka PowerShell toetavad skriptimist. Skript on faili valmis kirjutatud kadsk voi kaskude jada,
mida kasuinterpretaator teostab. Lisaks kdskudele saab kasutada ka muutujaid, tingimuslauseid ja
tsikleid. PowerShelli skriptide laiendiks on .ps1 ja Bashi skriptidel kasutatakse laiendit .sh

PowerShellis muutujate nimed algavad dollari méargiga S, Bashis deklareerimisel $ marki ei kasutata,
kiill aga muutuja vaartuse kasutamisel, naiteks:

PowerShell Bash

$nimi = "Siim Susi" nimi = "Siim Susi”
$vanus = 14 vanus = 14

echo $nimi $vanus echo $nimi $vanus

Kui Bashis on vaja muutujasse salvestada kdsu tulemus, tuleb omistamisel kdsk panna kas tagurpidi
Ulakomade vahele vdi kasutada slintaksit muutuja = $(kask).

PowerShell Bash
if tingimus {teeMidagi} if tingimus
then teeMidagi
fi
foreach ($i in mingiHulR) { for i in mingiHulk
teeMidagi do
} teeMidagi
done
for ($i=0; $i -le 10; $i++) { for ((i=0; i < 10; i++))
teeMidagi do
} teeMidagi
done

Rohkem infot Bashi ja PowerShelli kdskude ja stintaksi kohta leiab néiteks lehelt https://ss64.com/.

24



Vaatame siin veel paari kdige tdendolisemat testimise stsenaariumit.

Oletame, et testid on . in failides ja nende vastused . out failides, naiteks on testfailid test1.1in,
test2.in jne, ja vastavate testide vastused on failides testl.out, test2.out jne. Siis on Bashi
testijooksutamisskript jargmine:

for £ in *.in # iga .in laiendiga failiga
do bn="basename $f .in" # bn on ilma laiendita failinimi
# kaivita programmi ’myprog’ sisendiga failist f ja suunab valjundi faili,
# millel on sama nimi, mis failil f ja laiendiks on ’.sol’
cat $f | myprog > $bn.sol
diff $bn.out $bn.sol # vordleb naidisvastusega faili programmi lahendusega
done
Ja sama PowerShellis:

$failid=@(Get-ChildItem .\*.in)
Foreach ($f in $failid) { # iga in laiendiga failiga
$bn= $f.basename # bn on ilma laiendita failinimi
# kaivita programmi ’myprog’ sisendiga failist f ja suunab valjundi faili,
# millel on sama nimi, mis failil f ja laiendiks on ’.sol’
$uusnimi = $bn + ".sol"
cat $f | .\myprog.exe > $uusnimi
# vordleb naidisvastusega faili programmi lahendusega
diff (cat $bn.out) (cat $bn.sol) #kuna PowerShell vordleb vaikimisi objekte,
# siis faili sisu vordlemiseks tuleb anda argumentideks failide sisud

}

Kui sisend ja valjund tuleb lugeda/kirjutata etteantud nimega faili, olgu need naiteks ylesanne.sis
jaylesanne.val on skript jargmine:

for f in *.in
do
cp $f ylesanne.in # kopeerib faili f faili ’ylesanne.in’
myprog # kaivitab programmi. Oige sisend on olemas eelmisest k&sust,
# tekib valjund ’ylesanne.val’
bn="basename $f .in"
diff $bn.out ylesanne.val
done
Ja sama PowerShellis:

$failid=@(Get-ChildItem .\*.in)
Foreach ($f in $failid) {
cp $f ylesanne.in # kopeerib faili f faili ’ylesanne.in’
./myprog.exe # kiivitab programmi. Oige sisend on olemas eelmisest kasust,
# tekib valjund ’ylesanne.val’
$un= $f.basename + ".out"
diff (cat $un) (cat $ ylesanne.val)

7.2.5 Valideerimine

Kuna diff vordleb faile mark-margilt, siis mdnel juhul on kasulikum kirjutada oma validaator, mis
vastuseid vdrdleb. Uheks selliseks juhuks on muidugi see, kui vastuseks tuleb anda reaalarv, nagu
»Miljonari ja vaeslaste” ilesandes.
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int main(int argc, char* argv[])

{
ifstream faill, fail2;
faill.open(argv[1l], ifstream::in);
fail2.open(argv[2], ifstream::in);
double delta = 0.0001;
double vastusl, vastus2=0;
for (int i = 0; i < 3; i++){
faill >> vastusi;
fail2 >> vastus2;
if (abs(vastusl - vastus2) > delta) {
cout << "vale vastus" << endl;
break;
}
}
faill.close();
fail2.close();
return 0;
}

Reaalarvud ja nende tapsus ei ole aga sugugi ainus koht, kus oma validaatorit vaja vdoib minna. Siin on
veel méned juhtumid:

- Vastus koosneb mitmest taisarvust voi stringist, aga nende jarjestus ei ole iheselt maaratud.
Sellisel juhul peaks validaator enne vérdlemist mélemad vastused sorteerima sama
kriteeriumi jargi.

- Ulesandel v&ib olla mitu &iget vastust. Uheks v8imaluseks on etalonvastusena anda k&ik
vOimalikud vastused ja validaator kontrollib, kas programmi vastus sobib (ihega neist.

7.3 TUNNE OMA KEELT

Hoolimata sellest, et programmeerimiskeeltel on palju sarnaseid omadusi ja vdimalusi, on
konkreetsetel keeltel ka spetsiifilisi voimalusi, mille tundmine suureks kasuks voib tulla — just nagu
osav kdsitoomeister suudab oma tooriistadega rohkem korda saata kui algaja.

7.3.1 Teegid

Suur osa programmeerijale suureparastest abivahenditest asub keele standardteekides, nende
vOimaluste tundmine teeb programmi kirjutamise kiiremaks ja efektiivsemaks, kuna sageli paastab
jalgratta leiutamisest voi hoiab juhendi lugemisele kuluvat aega kokku.

Keelte voimalused on siinkohal erinevad ning igal keelel on omad tugevused ja ndrkused, mistdttu on
hea tunda rohkem kui Ght keelt. Kuigi tldjuhul on C++ vdistlustel eelistatud, on llesandeid, kus Java
vOi Pythoni kasutamine on optimaalsem. Arvuteooria peatikis tuli suurte arvudega arvutamise juures
C++ keeles kirjutada hulk funktsioone, mis Java BigInteger klassis olemas on, ning isegi Python
suudab kiiresti arvutada suurte arvudega ilma, et programmeerija omalt poolt midagi erilist tegema
peaks. Samuti voib C++ tekstitootlus olla ebamdistlikult keeruline.

7.3.2 Andmestruktuurid

Andmestruktuurid on vaga vbimsad asjad, aga seda siis, kui neid digel ajal diges kohas kasutada.
Klasside ja kirjete loomine on tore ning sageli aitab kaasa koodi loetavusele, samas ei maksa
unustada ka vGimalikke lihtsamaid alternatiive. Enne kirje loomist aga tasub labi mdelda, kas see
tegelikult ka midagi juurde annab vérreldes sama info hoidmisega mitmemd&dtmelises voi mitmes
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massiivis, seda muidugi eriti C/C++ kasutades. Néiteks kui Glesandes on vaja téddelda punktihulka,
siis esimese mottena voib tulla pahe luua kirje Punkt muutujatega X ja Y, kuid see ei pruugi anda
eelist kahe massiivi Xja Y ees.

7.3.3 Makrod

Vorreldes enamiku tdnapédeval kasutatavate keeltega on C/C++ keelel jargmine huvitav omadus:
teksti eelt66tlus ehk preprotsessimine. Java, Python ja enamik teisi tdnapaeva keeli véimaldavad
koodi pakendamist moodulitesse, mille kohta on teada, milline funktsionaalsus selles realiseeritud
on. Kui nlilid teises programmis on vaja seda moodulit kasutada, viidatakse sellele nime alusel,
import kasu abil. C/C++ puhul on selle aseme paisfailid, mis sisaldavad kasutatavate funktsioonide
deklaratsioone ja mille tekst lisatakse #include kasu abil otse kirjutatava programmi sisse -
preprotsessor lihtsalt asendab #include kdsu vastava faili sisuga. Selliseid tekstioperatsioone
nimetataksegi eeltootluseks — selle tulemusena valmib 16plik programmi tekst, mida kompilaator
tegelikult kompileerima hakkab.

Eeltootluse kdigus saab teha ka mitmeid muid tekstioperatsioone, nditeks defineerida, et moni
lekseem peab tdhendama hoopis midagi muud. Selliseid asendusi nimetatakse makrodeks.

Modned lihtsad makrod:
#define PI 3.14159

asendab k&ik kohad koodis, kus kasutatakse konstanti PI vastava arvuga.

#define 11 long long
vBimaldab selle asemel, et igal pool kirjutada valja tlitibinimi long long kasutada lihemat vormi
»11%

Makrod vdimaldavad ka avaldiste kasutamist, naiteks nii:

#define ruut (x) x*x
Selles naites on aga ohtlik viga, mis illustreerib makro ja tavalise funktsiooni erinevust! Mis juhtub,
kui kirjutada naiteks:

int a=2, b=3;

cout << ruut(a+b);

Voiks arvata, et vastus on 25, kuid tegelikult asendatakse ruut(a+b) avaldisega a+b*a+b, mis annab
tulemuseks hoopis 2+3*2+3 = 11. Sellise probleemi valtimiseks tuleb argumendid panna sulgudesse:

#define ruut (x) (x)*(x)
Makrod on vBimas vahend, mida on kerge kuritarvitada, sest phimdétteliselt vGib kirjutada ka

#define 1 0

ja teisi hullumeelsusi. Suurem oht seisneb siiski selles, et makrode abil voib kirjutada vaga keerulist ja
arusaamatut koodi, mida on raske hallata ning debugida. Pole juhus, et ,segase koodi vdistlusi“
(obfuscated code contest, http://www.ioccc.org/) korraldatakse peamiselt C keeles, kus vdistlustood
kasutavad ohtralt makrosid.

Voistlustel seisneb makrode kasutamise peamine vaartus véimaluses korduvaid asju lihemalt kirja
panna, siin on moéned praktilised naited:
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#define PB push back

#define MP make pair

#define sz (v) (in((v).size()))

#define forn(i,n) for(in i=0;i<(n);++1)

#define forv(i,v) forn(i,sz(v))

#define fors(i,s) for(auto i=(s) .begin();i!=(s).end();++1)
#define all(v) (v).begin(), (v).end()

7.4 VOISTLUSTE STRATEEGIA

Tanapdaeval toimub palju erinevas formaadis vGistlusi mitmesuguste raskusastmete, ajapiirangute ja
testimissiisteemidega, mistottu on ka vdistlemise strateegiad erinevad.

Siin on siiski méned tldised ndpunaited. Peamine reegel on ,parem pronks peos kui kuld katusel” —
liiga ambitsioonikas kohe raskete (ilesannete kallale asumine on nii monelegi voistlejale tulemuse
maksnud.

- Kui tGlesannete eeldatav raskusjarjestus pole teada (nt 101, kus k&ik Glesanded annavad sama
palju punkte), loe enne lahendama asumist kdik lilesanded korralikult ldbi. VGib juhtuda, et
kuigi esimene Ulesanne tundub huvitav vdi lahendatav, on jargmine llesanne veel kasulikum.

- Maanda riske ehk parem varblane peos kui tuvi katusel. Ara vdta esimeseks {lesannet, mille
osas on risk, et lahendus voib olla Ghelt poolt keeruline kirjutada ja teiselt poolt katkeb endas
riski, et lahendus pole ka tldse Gige. Halvimal juhul kulutad kogu vdistluse aja sellele
Glesandele, saad selle eest I6puks nulli ning ei saa ka teiste llesannete eest midagi.

- Kui sa arvad, et oskad mingit ilesannet lahendada, siis dra jata seda viimasele tunnile, vottes
enne ette méne raskema llesande, vaid lahenda pigem kohe &ra. Sageli juhtub, et su
esialgne idee polnud péris korrektne ja tegelikult kulub lahendusele oluliselt rohkem aega.

- Kui tegu on alamilesannetega voistlusega (nt 10l) ja tundub, et viiksema alamiilesande
lahendus vdiks viia suurema lahenduseni, tee vaiksem kiiresti dra ja esita see. Sellel on mitu
eelist:

o annab kinnituse, et oled algoritmiliselt digel teel,
o kui su lahenduses on vigu, mille tottu mdni test labi ei lahe, saad sellest kohe teada,
o nidd on kindlalt mingid punktid kdes ja pole riski Gldse ilma jaada.

- Kasuta aega efektiivselt. Kuigi voistlustel on enamasti 4-5 tundi aega, kulub see Ullatavalt
kiirelt. Tee ka lihtsamad Ulesanded &ra voimalikult kiiresti, sdastetud kimme minutit on tihti
just see, mis jaab puudu viimase vea leidmisest vdistluse Ipus.

7.5 AHNED ALGORITMID

Et peatlkk liiga teoreetiline poleks, uurime mond
praktilist Glesannet. Enamik selle raamatu peatiikke
kasitlevad spetsiifilisi algoritme ja tGlesandeid, mille
lahendamiseks vastavad algoritmid hadavajalikud
on. Samas on palju tlesandeid, mida on véimalik
lahendada ,ahnelt”, lihtsalt Gihest spetsiifilisest
kohast pihta hakates.

Ahne algoritm on selline, kus igal sammul tehakse
parasjagu koige optimaalsem valik, lootuses, et see f -_ ;
viib optimaalse I6pptulemuseni. Kui selline [dhenemine tootab siis lahendus on kure Ja Iuhlke seega
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vaga efektiivne. Keerulisem osa seisneb pigem selliste tlesannete dra tundmises ja tOestamises, et
ahne algoritm annab tGepoolest korrektse tulemuse. Ahne algoritmiga lahenduva probleemi dra
tundmisel on abiks veel jargmine omadus: sellisel probleemil on optimaalsed alamstruktuurid. See
tdhendab, et optimaalne lahendus kogu llesandele sisaldab optimaalseid lahendusi
alamilesannetele. Eelmises peatiikis kasitletud Dijkstra algoritm on tegelikult ahne algoritm —iga
tippu vaadeldakse tapselt lks kord ja valitakse sellesse minemiseks hetkel parim tee.

Jargmiseks on toodud kolm klassikalist ahne algoritmiga lahenduvat lilesannet.

7.5.1 Miindid

Sul on vaja programmeerida miigiautomaadi jaoks raha tagastamise funktsioon. Automaat vétab
vastu sularaha maksimaalselt kuni 10 eurot ja tagastab ainult miinte (1-, 2-, 5-, 10-, 20- ja 50-
sendiseid ja 1- ja 2- euroseid). Klientidele meeldib, kui nad saavad tagasi voimalikult vdhe miinte.
Sinu funktsioon peab tagastama automaadi valjastatavad miindid. Vdib eeldada, et miinte on
automaadis alati piisavalt.

Sisendi Uihel ja ainsal real on ks tadisarv: tagastatav summa. Valjastada 8 tiihikuga eraldatud taisarvu,
milles esimene naitab, mitu 1-sendist automaat peab tagastama, teine mitu 2-sendist jne. Viimane
arv naitab, mitu kahe eurost tuleb tagastada.

NAIDE 1:

33

Vastus:

9001180 11(20-10-,2-jal-sendine)

NAIDE 2:

999

Vastus:

4112012090

Sellest lilesandest oli juba pdgusalt juttu 5. peatiikis punktis 5.1.2 Ahne algoritm. Siin siis ahne
lahendus, mis on nii lihtne, et vaevalt sobib siia, edasijbudnute osasse ning ei vaja seetdttu ka
pikemat selgitust:

int main()

{

int myndid[8]
int vastus[8]
int summa;

cin >> summa;

{ 200, 100, 50, 20, 10, 5, 2, 1 };
{e};

for (int i = 0; i < 8; i++) {
while (summa >= myndid[i]){
summa -= myndid[i];
vastus[i]++;
}

if (summa == @) break;

for (int i = 0; 1 < 8; i++) {
cout << vastus[i] << ' ';

}

cout << endl;
return 0;
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Oluline on siiski tahele panna, et miintide vaartused on kahanevas jarjekorras, kuna kdigepealt tuleb
valjastada koige suuremat minti nii palju, kui antud summasse mahub, seejarel suuruselt jargmist
jne. Seega, kui muntide vaartused oleks juhuslikult ette antud, tuleb need kindlasti sorteerida (voi
otsida iga kord suuruselt jargmist vaartust).

7.5.2 Kingid

Lastekodule on annetatud jouludeks hulk manguasju, millest tuleb lastele joulupakid kokku panna.
Igas pakis vdib olla kuni kaks manguasja ning need peavad olema komplekteeritud nii, et pakkide
vaartused oleks voimalikult sarnased, st et summa iga paki vaartuse ja pakkide keskmise vaartuse
vahel oleks voimalikult vaike. Pakk voib olla ka tihi.

Sisendi esimesel real on kaks arvu: laste arv lastekodus L ja manguasjade arvM (L<M<2L). Teisel real
on M positiivset tdisarvu: esimene on esimese manguasja vaartus, teine teise oma jne. Valjastada lks
arv: pakkide vaartuste keskmisest erinevuse minimaalne summa.

NAIDE:

4 6

47 26914

Vastus:

2 (pakid on asjadega vaartustega 4 ja 4 (vahe 0); 2 ja 6 (vahe 0); 9 (vahe 1)ja 7 (vahe 1))

Selle tlesande puhul on veidi keerulisem labi narida, kuidas ahne lahenemine to6tada voiks. Vaatame
esimest naidet nelja paki ja 6 manguasjaga. Proovime kdigepealt lihtsalt jagada esimesse pakki 2 asja,
teise 2 jne. Saame jaotuse:

3 &Y 65

Esimese paki vaartus on 11, teise oma 8, kolmandal 13 ja viimasel 0. K&igi pakkide keskmine vaartus
on(11+8+13+0): 4 = 32: 4 = 8. Seega on praegu vaartuste vahede summa [11- 8| +
|8 —-8|+113—-8|+|0—-8]=3+0+5+8=16.

Kui tdsta monest pakist, kus on 2 asja, liks ese tiihja pakki, siis on kaks vGimalust: kui tosta ese
sellisest pakist, mille vaartus on kdrgem kui keskmine, siis vaartuste vahede summa paraneb (naiteks
tOstes esimesest pakist eseme vaartusega 7 viimasesse pakki); kui tGsta ese imber sellisest pakist,
mille vaartus on vordne voi madalam keskmisest, siis vaartuste vahede summa jaab samaks (naiteks
tOstes teisest kastist eseme vaartusega 6 viimasesse kasti). Veendu selles ise!

Kokkuvétvalt: mone kasti tiihjaks jatmisega pakkide vaartuste vahede summat ei paranda, pigem
vastupidi. Proovime siis jaotada kdige pealt igasse kasti tapselt Ghe kingituse:

ONRORNONRO

Vaja on veel lisada kingitused vaartustega 9 ja 4. Parima jaotuse saamiseks tuleks lisada kdige
suurema vaartusega kingitus k&ige vaiksema vaartusega pakki, saame jaotuse:
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59(3E§j®

Siin on pakkide vaartuste keskmisest erinevuste summa [8-8| + |7 — 8|+ |11 —8| + |6 — 8] = 6.
Aga seegi ei ole veel vahim voimalik.

Ma arvan, et nii monigi lugeja on juba taibanud, et esimeste asjade pakkidesse jaotus véiks juba olla
Uhtlasem, st esimesena tuleks panna kdige suurema vaartustega esemed ning seejarel lisada
Glejaanud esemed, nagu kirjeldatud. Tdesti, kui sorteerime manguasjad vaartuse jargi, laheb pilt
kohe selgemaks:

seeese_

ONRONIOERO

Ning viimased tuleb jaotada tapselt vastupidises jarjekorras, st alustades viimasest pakist:

®®®®%gw

0 bl e

Nii on vastuseks [9-8| + |7 — 8] + |8 — 8| + |8 — 8| = 2. See ongi parim jaotus.

Programmis on sageli lihtsam oletada, et igasse pakki ldheb tapselt 2 kingitust. Selleks lisame nii palju
0-vaartusega asju, et manguasjade arv oleks tapselt kahekordne pakkide arv. Nii saame lihtsa
vaevaga pakid kohe komplekteerida, pannes esimesse pakki kdige suurema ja vaiksema vaartusega
eseme, teise teise kdige suurema ja teise kdige vaiksema eseme jne, kuni viimasesse pakki jaab kaks
keskmise vaartusega eset. Siin on llesande lahendus:
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int main()

{
int L, M, summa = 0;
cin >> L >> M;
int* vaartused = new int[2*L];
int i = o;
for (i; i < M; i++) {
summa += vaartused[i];
by
for (i; i < 2*L; i++) {
vaartused[i] = 0;
¥
sort(vaartused, vaartused + 2*L);
double keskmine = double(summa / L);
double vahe = @;
for (1 =0; i < L; i++){
vahe += abs(keskmine - vaartused[i] - vaartused[2 * L - i - 1]);
¥
cout << vahe;
return 0;
¥

Seda tiilipi Glesandeid nimetatakse tasakaalustamise (load balancing) llesanneteks. Jargnevaks veel
ks ahne algoritmi tlitiptlesanne: 16ikude katmine (interval covering).
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7.5.3 Majakavahid

Kaugel-kaugel merel asub Uksik laid. Laiul on majakas ja seal peab olema kohal majakavaht. Iga aasta
detsembris annavad potentsiaalsed majakavahid teada perioodid, millal nemad saaksid majakas olla.
Kuna inimeste viimine laiule ja sealt tagasi on kallis, siis soovitakse, et vahetusi oleks vdimalikult
vahe. Kirjuta programm, mis leiab minimaalse vahetuste arvu. Esimene vahetus alustab alati 1.
jaanuaril ja viimane 16petab 31. detsembril. Aastas on alati 365 pdeva. Kui iks vaht saab kohal olla
kuni 3. aprill ja teine saab alustada 4. aprillil, siis saab need vahid jarjest vahetada, ilma, et majakas
valveta jadks.

Sisendi esimesel real on (ks arv: majakavahtide arv kokku. Jargnevalt on rida majakavahi numbriga ja
tema vahetuste arvuga V. Jargneval V real on vahetuse algusaeg ja |Gppaeg kujul pp.kk, eraldatud
tihikuga. Seejarel on jargneva majakavahi number ja tema vahetuste kuupaevad, jne.

Viljastada liks number: vahetuste arv. Kui jaab katmata paevi, kus tkski vaht majakas olla ei saa,
valjastada ,El SAA“.

NAIDE 1:

4

13

04.04 08.07

09.09 10.10

11.11 31.12

2 3

01.01 20.02

03.03 05.05

11.10 10.11

32

01.01 03.03

01.07 01.10

4 2

01.08 10.10

12.11 31.12

Vastus:

7

(1.1-3.3,3.3-5.5,4.4-8.7, 1.7-1.10, 1.8-10.10,
11.10-10.11, 11.11-31.12)

NAIDE 2:

2

11

01.01 01.06

21

01.06 30.12

Vastus:
EI SAA Paldiski tuletorn

Kindel on see, et esimese vahetuse majakavaht peab alustama 1. jaanuaril. Kui sel pdeval saab
alustada vaid iks majakavaht, tuleb tema esimesena laiule toimetada. Kui aga see paev sobib
mitmele vahile, siis milline neist valida? Kuna meid huvitab ainult minimaalne vahetuste arv, siis
valime ahnelt selle, kelle vahetus 18peb kdige hiljem. Ulejaanud vahetused, mis saaksid alustada 1.
jaanuaril, voime tdiesti kdrvale heita, kuna meie valik katab need taielikult. Mis aga valida
jargmiseks? Teame, et algusperiood peab kattuma voi vahetult jargnema esimese vahetuse I6pule.
Taas on hea valida sobiva algusega vahetuste seast see, mis I6ppeb kdige hiljem. Nild taas voib koik
sobiva algusperioodiga vahetused, mille seast enne valisime, kdrvale jatta. Ja nii edasi, kuni aasta
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I6pp on kdes. Kui mingil etapil sobiva algusajaga vahetust polegi, siis kattumata vahetusi tekitada ei
saa.

#include <iostream>
#include <vector>
#include <sstream>
#include <string>
#include <algorithm>
using namespace std;

// antud kuule eelnev pdevade arv. Jaanuarile eelneb @ pdeva, veebruarile 31, martsile
// 31428 jne
const int kuud[12] = { e, 31, 59, 90, 120, 151, 181, 212, 243, 273, 304, 334 };

int leiaPaevaNr(string kuupaev) {
int k = kuupaev.find('.");
int kuu, paev;
paev = atoi(kuupaev.substr(@, k).c_str());
kuu = atoi(kuupaev.substr(k+l, kuupaev.length()).c_str());
return kuud[kuu-1] + paev;

}
int main()
{
int M, vahetusi = 9;
vector<pair<int, int>> vahetused;
cin >> M;
while (M--){
int N, V;
cin >> N >> V;
while (V--){
string algus, lopp;
cin >> algus >> lopp;
vahetused.push_back(make_pair(leiaPaevaNr(algus), leiaPaevaNr(lopp)));
}
}
sort(vahetused.begin(), vahetused.end()); // sorteerime alguse jargi kasvavalt
int esimenePaev = 1, viimanePaev = 0, vahetusiKokku = 0;
int i = 0;
while (viimanePaev < 365) { // Vahetused on leitud
// ei ole joudnud aasta 1loppu, aga rohkem vahetusi pole voi
// jargmise vaatamata vahetuse esimene pdev on liiga kaugel
if (i == vahetused.size() || vahetused[i].first > esimenePaev) {
cout << "EI SAA" << endl;
return 0;
}
for (i; i < vahetused.size() && vahetused[i].first <= esimenePaev; i++) {
if (vahetused[i].second > viimanePaev) { // parem viimane paev
viimanePaev = vahetused[i].second;
}
}
vahetusiKokku++; // oleme leidnud parima 1ldpp-paeva
esimenePaev = viimanePaev + 1;
}
cout << vahetusiKokku << endl;
return 0;
}
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7.5.4 Veel ahnetest algoritmidest

Nagu juba mainitud, siis ahne lahenemise juures kdige raskem on téestada, et see viib tdesti
korrektse tulemuseni. Need kolm klassikalist ndidet tasub siiski meelde jatta ja harjutada nende ara
tundmist.

Ahned algoritmid Uldiselt eeldavad, et andmed on sorteeritud. Miindililesandes olid miindid antud
juba sorteeritud jarjekorras, kinkide ja majakavahtide tilesannetes tuli andmed ise sorteerida. Sageli
aitab andmete eelnev sorteerimine kaasa sobiva ahne algoritmi leidmisele. Seega véistlusel, kui hea
lahendus kohe pahe ei tule, on kasulik andmed sorteerida ning vaadata, kas sellest vGiks mingit abi
olla.

Kuna need lahendused on dlilihtsad programmeerida ja tootavad imekiiresti, siis voistlustel selliseid
klassikalisi ahneid (ilesandeid sageli ei kohta. Tundmatu llesande lahendamine ahne meetodiga on
killaltki riskantne, tdestamine, et ahne algoritm korrektse tulemuse annab, on ajamahukas. Seega,
kui Glesande andmete maht on selline, et variantide labivaatus voi diinaamiline planeerimine leiab
vastuse etteantud ajalimiiti jaddes, on need Iahenemised kindlamad, kuna leiavad kindlasti korrektse
vastuse. Teisalt aga voivad kavalamad lilesande koostajad panna meelega madalamad piirid
andmetele, et lahendajad kohe ahne algoritmi kasutamise vGimalusele ei motleks.

Ahned on ka mitmed kavalad nimelised algoritmid. Eespool oli juba juttu, et Dijkstra algoritm lihima
tee leidmiseks graafis on oma olemuselt ahne. Uheksandas peatiikis tutvustatakse ka Kruskali ja Primi
algoritme minimaalse toesepuu leidmiseks, mis on samuti ahned. Tuntud Huffmani pakkimisalgoritm
kasutab samuti ahnet lahenemist.

Jargmiseks aga Uks keerukam Glesanne Rahvusvaheliselt informaatikaollimpiaadilt aastast 2015
(http://i0i2015.kz/).

7.5.5 Suveniirid

Kdimas on 10l 2015 avatseremoonia IGpuakt. Tseremoonia kaigus pidi iga voistkond saama endale
suveniiri. Kahjuks olid aga kdik korraldajad tseremoonia poolt nii vélutud, et unustasid need vilja
jagada. Ainus, kes suveniiridest midagi maletab, on Aman. Tema on entusiastlik korraldaja ning
tahab, et 10I-l oleks koik ideaalne, seega Uritab ta jagada kdik suveniirid minimaalse ajaga.
Avatseremoonia toimumiskohaks on ringikujuline hoone, mis on jagatud L sektsiooniks. Sektsioonid
on nummerdatud jarjest @ kuni L-1-ni. Seega, iga 0<i<L-2 puhul on sektsioonid i ja i+1 naabrid ning
sektsioonid L-1 ja @ omavahel naabrid. Kokku on N véistkonda. Iga vdistkond istub thes
sektsioonidest. Igas sektsioonis vGib asuda suvaline arv voistkondi. Mdned sektsioonid vdivad olla ka
tuhjad.

Jaotamiseks on N identset suveniiri. Algselt asub nii Aman kui ka kdik suveniirid sektsioonis 8. Amanil
tuleb igale vdistkonnale kadtte toimetada liks suveniir ning parast viimase suveniiri araandmist peab
ta tagasi joudma sektsiooni 0. Pange tahele, et mdned voistkonnad vdivad istuda ka sektsioonis ©.
Igal hetkel saab Aman kaasas kanda maksimaalselt K suveniiri. Aman v&tab suveniirid kaasa
sektsioonis @, ning selleks ei kulu tal aega. Igat suveniiri tuleb kaasas kanda, kuni ta on monele
vOistkonnale kattetoimetatud. Kui Amanil on kdes vahemalt (iks suveniir ning ta jduab mone
sektsioonini, kus istub vdistkond, kes pole veel suveniiri saanud, voib ta sellele véistkonnale tihe
kaasaskantud suveniiridest iile anda. Uleandmine juhtub ka momentaalselt ning pole keelatud iihes
sektsioonis mitmele vdistkonnale korraga suveniire jagada. Ainus asi, mille peale aeg kulub, on
lilkumine. Aman vaib liikuda médda ringikujulist hoonet mélemas suunas. Liikkumine kdrvalasuvasse
sektsiooni (nii pari- kui ka vastupdeva suunas) vGtab tapselt (ihe sekundi, s6ltumata sellest, kui palju
suveniire on tal parajasti kaasas.
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Teie lilesanne on leida minimaalne sekundite arv, mille jooksul Aman jouab &ra jagada koik suveniirid
ning naasta tagasi algsesse positsiooni.

Sisendi esimesel real on kolm arvu N (1<N<1@7), K (1<K<N) jaL (1<L<10°). Teisel real on N arvu:
esimesena esimese meeskonna sektor, teisena teise meeskonna oma jne.

NAIDE:

328

125

Vastus:

10

Uks vdimalik optimaalne lahendus (ndidatud pildil) on jargmine. Alguses v&tab Aman kaasa kaks
suveniiri, toimetab Uhe sektsioonis 2 asuvale vdistkonnale, teise sektsioonis 5 asuvale vdistkonnale
ning tuleb tagasi sektsiooni 0. See kaik votab tal 8 sekundit. Teisel kdigul toob Aman alles jaanud
suveniiri sektsioonis 1 istuvale vdistkonnale ning tuleb tagasi sektsiooni 0. Tal kulub selle peale veel 2
sekundit. Koguaeg on seega 10 sekundit

el
£

0-sektorist on vdimalik suveniire viia teistesse sektoritesse liikudes kas paripdeva voi vastupieva. Uhe
stletdie suveniiride jaotamiseks on kolm véimalust:

1. Viime suveniirid paripaeva liilkudes ja tuleme tagasi vastupaeva

2. Viime suveniirid vastupaeva liikudes ja tuleme tagasi paripdeva

3. Viime suveniirid, tehes terve ringi. Tee pikkuse méttes ei ole vahet, kas ring teha pari-
vOi vastupadeva.

IImne on, et Ghel kdigul ei ole m&ttekas teha rohkem kui ks taisring. Edasi-tagasi lilkkudes on motet
minna maksimaalselt sektsioonini, kus suveniiri jagamine toimub. Edasi-tagasi liikudes ei ole
tegelikult oluline, kas suveniiride jagamine soovitud sektsioonides toimub minnes voi tulles, seega
vOib eeldada, et jagamine toimub alati minnes, samuti nagu ringiratast jagades.

Oluline on tdhele panna ka, et optimaalse jagamise korral ihe siiletdie jagamisele ei saa kuluda
rohkem kui L sekundit. Kui liigume Ghe ringi, siis kulub selleks tapselt L sekundit. St kui me liigume
pari- voi vastupdeva jagades kaugemale kui poole ringi peale, on optimaalsem tagasi minemise
asemel teha téisring. Seega paripaeva jagades on motet viia suveniire kuni sektsioonini L/2. Sama
kehtib ka vastupdeva jagades:
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Vasakpoolsel joonisel viiakse kaks pakki sektsioonidesse 2 ja 3. Seejdrel on tagasi 0-sektsiooni liikumiseks 2 véimalust:
pdripdeva (punane nool) ja vastupdeva (sinine nool). Kasulikum on tagasi lifkuda vastupdeva, nii kulub 2 paki jagamiseks 6
sekundit, vastupdeva kuluks 8 sekundit. Keskmisel joonisel viiakse kaks pakki sektsioonidesse 2 ja 4 ning seejdrel liigutakse
tagasi 0-sektsiooni kas pdri- voi vastupdeva. Mdlemad teekonnad on sama pikad ja votavad 8 sekundit. Parempoolsel
joonisel viiakse pakid sektoritesse 2 ja 5 ning liigutakse samuti edasi kas pdri — véi vastupdeva. Sellel juhul kulub péripédeva
jatkates vihem aega: 8 sekundit (vs 10 sekundit).

Jargmiseks tahelepanekuks on, et optimaalsel lahendusel saame jagada suveniirid jarjestikustes
sektsioonides olevatele meeskondadele. Naites on mottekas jagada Uhel kaigul suveniirid
meeskondadele sektsioonides 1 ja 2 voi 2 ja 5, aga mitte 1 ja 8 (liikudes teisest sektsioonist jagamata
le). Toesti, ringiratast liikudes, kui jatame mdne sektsiooni vahele, siis saame selle vahetada
sektsiooni vastu, mis on sektsioonile 0 Iahemal. Ringiratast jagamise ajakulu see ei muuda, kuid O-
sektsioonile Iahemal olevasse sektorisse on kiirem kui edasi-tagasi viimine.

Samuti edasi-tagasi kdikudel tasub kogu siletais viia korraga jarjestikustesse sektsioonidesse, sest
muidu saame samamoodi vahetada m&ne kaugemal asuva meeskonna ja lahemal asuva meeskonna
suveniiride jaotuse ja seega potentsiaalselt ainult vihendada jagamisele kuluvat aega.

Vasakpoolsel joonisel viiakse esmalt pakid sektsioonidesse 1 ja 5 (punase noolega ndidatud teed) ja seejdrel viimane pakk
sektorisse 2 (sinised nooled). Kokku kulub 8 + 4 = 12 sekundit. Parempoolsel joonisel viiakse pakid esmalt sektsioonidesse 2
ja 5 ning seejérel vimane pakk sektsiooni 1. Kokku kulub 8 + 2 = 10 sekundit.

Veelgi huvitavam: meil ei ole optimaalse lahenduse korral vaja teha rohkem kui Ght taisringi ning
taisringil tuleks jagada voimalikult palju suveniire, st K suveniiri vi kdik suveniirid, kui K> N.

Teine pool sellest vaitest on lihtsasti moistetav. Kuna taisringi tegemine votab L minutit sGltumata
sellest, kui palju suveniire sellel jagatakse, siis on alati voimalik m&ni edasi-tagasi kaigul jagatav
suveniir jagada hoopis ringiratast liikudes, ilma, et kogu ajakulu sellest suureneks.

Esimene osa on ehk veidi keerulisem taibata, aga kuna kindlasti ei ole aeglasem Uht siiletdit jagada
jarjestikuste mehitatud sektsioonide vahel, jarjestikused sektsioonid kahel ringi poolel saavad aga
olla ainult Ghes IGigus. Muudel juhtudel me aga taisringi tehes ei voida ajas vorreldes edasi-tagasi
kdimisega.
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long long delivery(int n, int k, int 1, int p[])

{

38

11* ppAeg = new 11[n]; // meeskonnani paki viimise aeg ainult pdripdeva liikudes
11* vpAeg = new 11[n]; // meeskonnani paki viimise aeg ainult vastupdeva liikudes
// leiame ajad iga meeskonnani ainult paripdeva ja ainult vastupdeva liikudes,
//arvestades, et eelnevad meeskonnad on suveniirid katte saanud.
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
if (i < k) { // esimesed k meeskonda mdélemast otsast
ppAeg[i] = p[i] * 2; // kdime paripdeva i-nda meeskonnani ja tagasi
vpAeg[n-1-i] = (1 - p[n-1-i]) * 2; // sama vastupdeva

}

else {
int j = i-k; // meeskonna indeks, mis jaadb kindlasti eelmisesse jaotusesse
ppAeg[i] = p[i] * 2 + ppAeg[]j];// eelmised jaotused + praeguse meeskonnani
vpAeg[n-1-i] = (1 - p[n-1-i]) * 2 + vpAeg[n-1-j]; //sama vastupdeva

}

}

11 vastus = 1lel8; // vastuseks suur arv, otsime miinimumi

if (n == k) { // suveniirid saab korraga kaasa votta ja ilihe ringiga jaotada.
vastus = 1; // sel moel on iheks voimalikuks vastuseks sektorite arv.

}

// parim saab olla variant, kus jaotame kdik vastupdeva
vastus = min(vastus, vpAeg[o]);
// voi Uks taisring ja kdik lilejaanud vastupdeva
vastus = min(vastus, vpAeg[k] + 1);
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
if (i ==n-1) {
vastus = min(vastus, ppAeg[i]); // Kdik meeskonnad paripdeva jaotades
continue;
}
// ainult edasi-tagasi: i. meeskonnani pdripdeva ja i+l. alates vastupadeva.
vastus = min(vastus, ppAeg[i] + vpAeg[i+l]);
if (i + k+ 1 ==n) { // kui on ainult k meeskonda 1l&puni
vastus = min(vastus, ppAeg[i] + 1); // ks tdisring + Ulejddnud péaripdeva
}
else if (i + k +1 < n) {
// paripdeva i-nda meeskonnani, siis tdisring (k pakki/meeskonda) ja siis
// edasi alates meeskonnast i+k+1 vastupadeva.
vastus = min(vastus, ppAeg[i] + vpAeg[i+k+1] + 1);
}
}

return vastus;



7.6 KONTROLLULESANDED

Nagu ka esimese osa esimeses peatiikis, on kdesoleva peatiiki tGlesanded suhteliselt lihtsad.
Muretsemiseks pole p&hjust, edasi tuleb ka raskemaid tlesandeid.

7.6.1 Onu Robert

Piilupart Donaldi lugudest tuntud Onu Robert kiilastab riiki, kus on kasutusel N erineva vaartusega
rahatdhte (1<N<1000). Kohale joudes laheb ta kdigepealt panka, et kohalike kulutuste jaoks raha
vdlja votta. Pank véljastab raha ,,ahnelt”:

1. anda valja suurim kupidr, mis on valjastada jddnud summast vadiksem,

2. korrata, kuni maksta jaav summa on null.

Vaikseima kuptdri vaartus on alati 1, nii et vadljastamine on
voimalik. Kuna Onu Robert armastab erinevaid kupuire,
soovib ta saada voimalikult mitu erineva vaartusega raha-
tahte. On teada, et ta on pdhjatult rikas ja saab kisida
mistahes summa. Leida, mitme erineva vaartusega kupliire
on tal vGimalik Gihe valjavotmisega saada.

Sisendi esimesel real on arv N. Teisel real on N tdisarvu
rangelt kasvavas jarjestuses, mis tahistavad kuputride
vaartusi. Valjastada Uks tdisarv: erineva vaartusega raha-
tahtede arv, mida on vdimalik pangast korraga valja votta.
NAIDE 1:

6

1248 16 32
Vastus:

6

NAIDE 2:

6

136 8 15 20
Vastus:

4
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7.6.2 Bussijuhid

Uhes linnas tédtab N bussijuhti (1<N<10@). Samuti on seal linnas tapselt N hommikust ja N 8htust
bussimarsruuti. Iga juht peab Iabi s6itma Ghe hommikuse ja (the 6htuse marsruudi. Kui juhi poolt
sOidetud tee pikkus on suurem kui etteantud arv D (1<D<10000), peab talle maksma lisatasu R
tugrikut iga kilomeetri eest (1<R<5).

Ulesandeks on paigutada bussijuhid marsruutidele nii, et makstav lisatasu oleks minimaalne.

Sisendi esimesel real on arvud N, D ja R. Teisel real on N tiihikutega eraldatud positiivset tdisarvu, mis
tahistavad hommikuste marsruutide pikkusi ning kolmandal real samuti N taisarvu, mis vastavad
Ohtustele marsruutidele.

Viéljundisse kirjutada minimaalne vGimalik
lisatasu, mida bussijuhtidele tuleb maksta.
NAIDE 1:

2 20 5

10 15

10 15

Vastus:

50

NAIDE 2:

2 205

10 10

10 10

Vastus:

(%]

Pildil on dalla-dalla nimeline buss, millega
ma Tansaanias soitsin.

7.6.3 Hernehirmutised

Farmer Fredil on pikk peenar, mida ohustavad varesed. Peenar on jagatav N I6iguks (1<N<1090),
millest osadele on midagi kiilvatud, osadele mitte. Peenardele saab panna ka hernehirmutisi, mis
kaitsevad vareste eest seda |6iku, millel nad ise seisavad, ning lisaks Ghte naaberldiku kummalgi pool.
Leida, mitut hernehirmutist on vaja, et kaitsta dra terve peenar.

Sisendi esimesel real on arv N. Teisel real on string pikkusega N, mis koosneb markidest ’.” (tdhistab
kiilvatud I6iku) ja ‘#’ (tdhistab kilvamata I6iku). Valjundisse kirjutada tapselt Gks arv: mitut
hernehirmutist on vaja.
NAIDE 1:

3
.
Vastus:
1
NAIDE 2
11
COHEL L. LHE

Vastus:
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7.6.4 Kolimine

Artur kolis just uude majja ja niitid on tal iile N kuubikujulist pappkasti (1<N<10 000). Et ruumi kokku
hoida, katsub Artur panna need kastid tiksteise sisse. Et iht kasti teise sisse panna, peab see olema
teisest rangelt vaiksem. Leida strateegia, mis muudaks nahtavate kastide arvu voimalikult vaikeseks.
Sisendi esimesel real on kastide arv N ja teisel real N positiivset tdisarvu, mis tahistavad kastide
suurusi. Valjundi esimesele reale kirjutada minimaalne voimalik ndha jaavate kastide arv M.
Jargmisele M reale kirjutada igalihele info ndahtava kasti ja selle sees olevate kastide kohta. Kui
lahendusi on mitu, valjastada tkskoik milline neist.

NAIDE:

6

112223

Vastus:

7.6.5 Krokodillid

Indiana Jones seisab joe vasakul kaldal ja tal tuleb teiselt kaldalt dra tuua kullast iidolikuju. J&es on
rida kive ja krokodille, mille otsa Jones saab joe lletamisel hiipata. Krokodille peale hiippamisel ujub
too minema ja tagasitulekul ei saa enam seda krokodilli kasutada. Kivid jadvad alati paigale. Kuna
pikad hiipped on ohtlikumad, katsub Indiana Jones joge lletada nii, et tema pikim hiipe jaaks
minimaalseks. Leida, mis on pikim hiipe, mille ta siiski peab tegema.

Sisendi esimesel real on kivide arv N, krokodillide arv M ja j6e laius D (1<D<1@°). Teisel real on N
taisarvu, mis tahistavad kivide kaugust joe vasakust kaldast ning kolmandal real M tdisarvu, mis
tahistavad krokodillide kaugusi. Valjundisse kirjutada (ks arv, mis tahistab Jonesi pikima vajaliku
hlppe pikkust.
NAIDE 1:

11 10

5

7

Vastus:

5

NAIDE 2:
11 10
3

6

Vastus:
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7.6.6 Lohe Goronits

Vanal Kiievi-Venemaal oli suureks nuhtluseks lohe Gordnits. Boliinadest tuntud vagilane Dobrdnja
NikititS palkab endale parajasti abiks teisi kangelasi, et lohe vastu voitlusse minna. Lohel on hulk
erineva suurusega paid ja tema tapmiseks on vaja kdik need pead maha raiuda. Iga kangelane jaksab
raiuda Glimalt Gihe pea, aga ainult sellise, mis ei ole temast endast suurem. Samas tuleb kangelastele
maksta tasu vastavalt nende enda suurusele. Leida
minimaalne tasu, mis tuleb kangelastele lohe véitmise
eest maksta.

Sisendi esimesel real on kaks taisarvu: lohe peade arv N ja
riigis elavate kangelaste arv M (1<M, N<2@ 000). Teisel
real on N tdisarvu, mis téhistavad lohe peade suurusi ja
kolmandal real M taisarvu, mis kangelaste suurused.
Viljundisse kirjutada minimaalne makstav palk. Kui kange-
lastel pole vdimalik lohet vdita, s66b lohe nad kdik ara ja
palka ei maksta. Sel juhul tuleb valjundisse kirjutada e.
NAIDE 1:

23

54

7 8 4

Vastus:

11 (palkame esimese ja kolmanda kangelase)

NAIDE 2:

21

55

10

Vastus:

0
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7.6.7 Fraktsioonid

N-liilkmeline (55N<1000) parlament jaguneb fraktsioonideks, mis peavad olema erineva suurusega.
Iga fraktsioon saadab kord paevas tihe liikme fraktsioonidevahelisele nGupidamisele. Et saaks arutada
erinevaid asju, peab ndupidamisel iga kord olema erinev koosseis, vastasel korral arvab rahvas, et
parlament ei tee midagi kasulikku ning korraldatakse uued valimised. Kuna parlamendi liikmed ei
soovi oma kohast loobuda, katsuvad nad jaotada end fraktsioonideks nii, et nGupidamisi saaks
korraldada véimalikult kaua. Kui antud on parlamendi suurus, siis leida, milline fraktsioonideks jaotus
vOimaldaks parlamendil voimalikult kaua pusida.

Sisendi ainsal real on tapselt tks arv N. Valjundi esimesele reale kirjutada fraktsioonide arv M ja teisele
reale kasvavas jarjestuses M tiihikutega eraldatud taisarvu, mis tahistavad fraktsioonide suurusi.
NAIDE 1: :
7

Vastus:

2

3 4 (parlament to6tab 3*4=12 p3eva)
NAIDE 2:

31

Vastus:

6

2 3 56 7 8(parlament to6tab 10080
paeva)

Pildil on Kreeka parlament.

7.6.8 Bitimask

Raamatu esimeses osas oli muuhulgas juttu bitioperatsioonidest ja bitimaskidest. Bitimaskid
vOimaldavad kergesti manipuleerida méne arvu Uksikuid bitte. Kui meil on naiteks vaja 32-bitise arvu
alumised neli bitti dra nullida, tuleb sooritada bitikaupa AND operatsioon bitimaskiga @xFFFFFFFO
(koik bitid peale alumise nelja on Ghed).

Siin Ulesandes tuleb leida bitimask M, mis:

1. asub kindlas vahemikus (LzM<U),

2. annab etteantud arvuga N bitikaupa OR operatsiooni jarel maksimaalse tulemuse.

Sisendi ainsal real on kolm 32-bitist taisarvu N, L ja U, kus L<U. Valjundisse kirjutada arv M. Kui
vOimalikke vastuseid on mitu, valjastada neist vaikseim.

NAIDE 1:

100 50 60

Vastus:

59 (59 | 100 = 127) -
NAIDE 2: $11000000000011000000001110004
100 0 100 NE00REe0RE00000111111111111114
Vastus: 1111000000000000000111111111
27 (27 | 100 = 127) 1001111111116011111111111001
NAIDE 3: HPReARA01111111111011111111114
1 0 100 #111111110111010011111111111
Vastus: h0000000000000000000000000000
W spelelelafnlelalalnlelalnlnlelalnlslelalnlnlelalnlsle T ol
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7.6.9 LED-lambid

Hullul elektroonikul Romanil on ristktlikukujuline paneel, mis on taidetud LED-lampidega. Alguses on
koik lambid valja lilitatud. Paneeli juhtimiseks on Roman koostanud mikroskeemi, mis véimaldab
etteantud suurusega alamristkilikul lampe imber lilitada — need, mis olid enne viljas, on niild sees
ja vastupidi.

Ulesande sisendis on toodud pilt, mis on vaja I&puks saavutada, leida, mitu lilitamist on selleks vaja.
Sisendi esimesel real on neli tdisarvu: paneeli kdrgus N ja laius M ning Gmberliilitatava piirkonna
korgus A ja laius B (1<A<N<10@, 1<B<M<10@).Jargmisel N real on igalihel M margist koosnev string,
mis naitab, millised lambis on soovitud pildil sisse lllitatud — @ tahistab valjalllistatud ja 1
sisselllitatud lampi. Valjundisse kirjutada vajalike lllituste arv. Kui ndutud lilitamine pole véimalik,
vdljastada -1.

NAIDE 1:

3311

010

101

010

Vastus:

4

NAIDE 2:

4 321

011

110

011

110 N
Vastus: LT
6

NAIDE 3:
3422
0110
0111
0000
Vastus:
-1
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7.6.10 Antimonotoonne jada

Kdesoleva raamatu neljandas peattikis uuriti muuhulgas etteantud arvude seast pikima kasvava voi
kahaneva alamjada (nn monotoonse alamjada) leidmist. Siin tilesandes tuleb leida jada A pikim
antimonotoonne alamjada B, s.t selline jada, kus B[@]>B[1]<B[2]<B[3]..

Sisendi esimesel real on jada A pikkus N (1<N<3@ 000). Teisel real on N positiivset taisarvu.
Vialjundisse kirjutada pikima vdimaliku antimonotoonse alamjada pikkus.

NAIDE 1:

5

12345

Vastus:

1

NAIDE 2:

5
54321
Vastus:

2
NAIDE 3:
5
51423
Vastus:

5
NAIDE 4:
5
24135
Vastus:

3

7.7 VITED LISAMATERJALIDELE

Kaasasolevas failis VP_lisad.zip, peatilikk7 kaustas on abistavad failid kdesoleva peatiiki materjalidega
pohjalikumaks tutvumiseks:

MinenurkaPikk.cpp Tankitlesande funktsioon mineNurka esialgne
variant

Minenurkalyhem.cpp Nurka minemise meetodid Gimber kirjutatuna

Mortimer2.cpp, Mortimer2.java, Ulesande “Miljonar ja vaeslapsed” jBumeetodiga

Mortimer2.py lahendus (testimiseks)

MortimerGen.cpp, MortimerGen.java, Testigeneraator lilesande “Miljonar ja

MortimerGen.py vaeslapsed” testide koostamiseks

MortimerVal.cpp, MortimerVal.java, Validaator ujukomaarvude vordlemiseks

MortimerVal.py testimisel

Myndid.cpp, Myndid.java, Myndid.py Minditllesanne ahne algoritmiga

Kingid.cpp, Kingid.java, Kingid.py Jaotamise lilesanne ahne algoritmiga

Majakavahid.cpp, Majakavahid.java, Vahemike kattuvuse lilesanne ahne algoritmiga

Majakavahid.py

Suveniirid.cpp, Suveniirid.java, Suveniirid.py Ahne algoritmiga lahenduv keerukam (lesanne
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8 DUNAAMILINE PLANEERIMINE EDASIJOUDNUTELE

Raamatu esimeses osas oli juttu lihtsamatest diinaamilise
planeerimise lilesannetest. Selles peatiikis podrdutakse
teema juurde tagasi ja tutvustatakse mitmeid klassikalisi
diinaamilise planeerimise algoritme ja nende kasutust. - Dynamic programming
Lisaks on siin mdned keerulisemad llesanded, mille

Those who cannot remember the
past are condemned to repeat it.

lahendamiseks tuleb tavaparasest rohkem pead murda.

8.1 SELJAKOTI PAKKIMINE

Seljakoti pakkimise probleem (knapsack problem) on
ilmselt arvutiteaduse tuntumate lilesannete seas.
Tegemist on optimiseerimisiilesandega ja seda
kasutatakse paljudes optimiseerimisvaldkondades.
Probleemi on uuritud juba vdahemalt aastast 1897 ning
oma nime on see saanud Ameerikasse kolinud Baltisaksa
matemaatiku Tobias Dantzigi toodest.

Seljakotiprobleem on NP-keeruline ja seda ei saa
deterministliku algoritmiga poliinomiaalse ajaga
lahendada. Ulesandeklassi sagedast esinemist arvestades
on aga kasulik teada, et paljude tavaparaste sisendite
jaoks eksisteerib lihtne diinaamilist planeerimist kasutav algoritm. Vaatame, kuidas seda rakendada
jargneva llesande naitel.

8.1.1 Ulesanne: Kohver

Kalle on minemas IOl-le ja ta saab votta kaasa Gihe kohvri, mille kogukaal ei Gileta m kilogrammi. Kalle
tahab kaasa votta muidugi kdige olulisemad esemed. Aita tal teha parim valik.

Sisendi esimesel real on Uks tdisarv m — kohvri maksimaalne kaal kilogrammides. Teisel real on (ks
taisarv n — Kalle kdigi esemete arv. Jargmisel n real on iga eseme kohta tema kaal kilogrammides ja
vaartus.

Viljastada parim véimalik seljakoti vaartus ja vahemalt (ks sellele vastav sisu (kotti valitavate
esemete jarjekorranumbrid sisendis).

NAIDE:

OO\I-D-O’\I\JI—‘WU'IOOS
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Selle tlesande juures tuleb kohe tdhele panna, et iga eset on tadpselt tks ja on tapselt kaks
vOimalust — kas ese ldheb kotti voi mitte. Seda tiilipi seljakotililesannet nimetatakse 0/1
seljakotillesandeks. Joumeetodil lahendades tuleks moodustada kdikvéimalikud kombinatsioonid
esemetest ning leida iga vGimaliku kombinatsiooni vaartus. Vastuseks on k&ige suurem vaartus ja
sellele vastav esemete kombinatsioon. Kuna iga kord tuleb teha binaarne valik (ese kuulub hulka vGi
mitte), on erinevate kombinatsioonide arv 2™ . Muidugi saab puud karpida selle vdrra, et kui mingis
harus on asjade kogukaal suurem kui lubatud maksimumkaal, siis seda haru médda pole motet edasi
liilkuda, aga nagu teada, siis keerukusklass sellest siiski ei muutu.

8.1.2 Diinaamiline planeerimine

Oletame, et oleme juba viimase eseme juures ja kaalume, kas seda kohvrisse pakkida véi mitte. Kui
me viimast eset kohvrisse ei paki, siis jddb kohvri kaal ja seal olevate esemete koosseis muutumatuks
ja meid huvitab hoopis, kuidas nende n — 1 eseme hulgast optimaalne valik on saadud — llesanne
taandub veidi vaiksemaks. Kui aga soovime viimase eseme lisada, siis peame arvestama selle kaaluga:
see tdhendab, et varem lisatud esemete kaal peab olema selle viimase eseme kaalu vorra vaiksem kui
lubatud kogukaal. Naiteks kui véime kohvrisse pakkida 9kg esemeid ja viimane ese kaalub 2kg, siis
eelnevalt pakitud esemete kogukaal ei tohi lletada 9 — 2 = 7 kg. Nii s6ltub viimase, n-nda eseme
valik sellest, kas suurema vaartusega on selline kohver, mis sai pakitud n — 1 esemest vGi selline, kus
eelnevan — 1 eseme kogukaal ei Uileta seitset kilogrammi. Nii on meil vaja lahendada hoopis kaks
vaiksemat alamulesannet. Kuna viimase eseme lisamise seisukohalt ei ole oluline, millised esemed on
varem valitud (huvitab ainult nende kogukaal), siis saame ehitada oma algoritmi alt Ules.

8.1.3 Rekursioonivalem

Olgu esemete kaalud positiivsed tdisarvud m,, m, ... m,, ja vaartused vy, v, ... v, Olgu mv(i,m)
suurim kohvri vaartus, mida saab moodustada kuni i-st esimesest esemest ja mille kaal ei tGleta m-i.
Siis:
0,kuii =0
mv(i,m) = mv(i —1,m),kuim; >m
max(mv(i —1,m),mv(i—1,m—-—m;) + v, kuim; <m

See tdhendab, et ridades on meil esemed, mille lisamist kaalume. Esimeses reas esimene, teises teine
jne. Veergudes on kogukaalud 0 ...m.

8.1.4 Tabeli tdaitmine

Iga lahtri tditmisel peame kdigepealt vaatama, kas vaadeldava kaaluga ese mahub vaadeldava
kogukaaluga kohvrisse (kui eseme kaal on suurem kui vaadeldava kohvri kogukaal, siis seda lisada ei
saa) ja vaartus jadb samaks, mis rida varem (mv[i-1][3j]).

Kui ese mahuks kohvrisse, siis tuleb vaadata, kas seda lisades saame parema vaartuse kui lisamata
jattes. Viimasel juhul on vaartuseks muidugimv[i-1][j], lisamise korral aga eseme kaalu ja selle
kaalu vorra vaiksema kohvri parim vaartus ehk siis, kui eseme vaartus on v ja kaal m, siis on selleks
mv([i-1], [j-m]) + wv.

Tabeli veergudes on kohvri kogukaalud ja ridades esemete kaalud ja vaartused. Tabeli lahtris [i, j]
on maksimaalne vaartus kohvrist, mille mass on kuni i kg ja mis on komplekteeritud esemete hulgast
ridadel 1...3.
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| lokg ' 1kg |2kg 3kg 4kg |5kg |6kg 7kg ' 8kg |9kg | 10kg
5kg(7) O 0 0 0 0 7 7 7 7 7 7
3kg(9) O 0 0 9 9 9 9 9 16 16 16
1kg(5) O 5 5 9 14 14 14 14 16 21 21
2kg(2) O 5 5 9 14 14 16 16 16 21 21
6kg(4) O 5 5 9 14 14 16 16 16 21 21
akg (5) 0 5 5 9 14 14 16 16 19 21 21
7kg(8) O 5 5 9 14 14 16 16 19 21 21
8kg(9) O 5 5 9 14 14 16 16 19 21 21
8.1.5 Kood

Siin on funktsioon, mis analoogse tabeli tdidab ja Glesandele vastuse leiab:

int pakiKott(int maksKaal, int kogus, int* kaalud, int* vaartused)
{
int** parimad = new int*[maksKaal + 1];
for (int i = ©; i <= maksKaal; i++){
parimad[i] = new int[kogus];

}

for (int i = @; i < kogus; i++){
parimad[@][i] = ©;

for (int i = ©; i <= maksKaal; i++){
parimad[i][@] = ©;
if (kaalud[@] <= i){
parimad[i][@] = std::max(parimad[i][@], vaartused[0]);
}

int vastus 0,
for (int i = 1; i <= maksKaal; i++){
for (int j = 1; j < kogus; j++){
parimad[i][j] = parimad[i][]j - 1];
if (kaalud[j] <= i){
parimad[i][]j] =
max(parimad[i][j], parimad[i - kaalud[j]][]j - 1] + vaartused[j]);

}

vastus = max(vastus, parimad[i][3j]);

}
¥

return vastus;

8.1.6 Tee taastamine

Mis esemed siis ikkagi kohvrisse pakiti? Seda on tervest DP tabelist paris kerge valja lugeda: kui
viimase ruudu vaartus on sama, mis vaartus samal kohal eelmises reas (mv[i-1, j] == mv[i,j]),
siis seda eset kotti ei lisatud (voi vahemalt eksisteerib optimaalne lahendus ilma selle eseme
lisamiseta). Kui vaartus eelmises reas on erinev, siis ese lisati ja vaatame samamoodi kotti, mille kaal
on kogukaalu ja lisatud eseme kaalu m vahe (mv[i-1, j-m]).

Naidet vaadates saab vastava kombinatsiooni kdige lihtsamini leida liikudes viimast veergu méoda
les, kuni viimase vaartuseni 21 ehk 3. reale. Kuna teisel real on viimases veerus vdiksem vaartus
(16), siis 3. ese kuulub kohvrisse. Niuud peame selle kaalu maha lahutama: 10 — 1 = 9, seega
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vaatame eelviimast tulpa. Siin on 2. reas vaartus 16 ja eelmises reas 7, jarelikult tuleb lisada ka teine
ese. Lahutame selle kaalu: 9 — 3 = 6. Kuna esimese rea 6. veerus on vaartus 7, lisati ka esimene ese.
Seega on liheks lahendiks esemed 1, 2 ja 3, kohvri kogukaalon 5 + 3 + 1 = 9 kg ja vaartus
7+9+5=21.

8.1.7 Keerukus

Dianaamilise planeerimise juures on mahulist keerukust enamasti killaltki kerge hinnata — sellele
vastab DP tabeli suurus. Seljakotililesandeks on tabeli iheks m66tmeks esemete arv, teine modde
aga sOltub sellest, kui suur on lubatud kaal.

Ka ajaline keerukus s&ltub selle lahenduse puhul lubatud kaalu vaartusest ja on on O(nM), kus M on
koti lubatud kaal.

Seega antud algoritm, lahendab seljakotillesande pseudopoliinomiaalse keerukusega. See
tdhendab, et keerukus on poliinomiaalne sisendi arvulise vaartuse suhtes (seljakoti maksimaalse
kaalu M suhtes), aga on siiski eksponentsiaalne sisendi mahu (bittide arvu) suhtes. Kui seljakoti
maksimaalne kaal kasvab Uhe biti vorra, kasvab algoritmi to6aeg 2 korda. Naiteks kui seljakoti
lubatud maksimaalne kaal on 8 asemel 256, siis kasvab kuluv aeg 32 korda. Seega on keerukus
tapsemalt lahti kirjutades O (n * 21082 M),

8.1.8 Seljakoti erinevad variatsioonid

Sellist tllpi seljakoti Glesannet, kus igat eset saab lisada maksimaalselt (ihe korra, nimetatakse ka
0/1 seljakotitlesandeks. Sageli kohtab aga ka piiramata (unbounded) seljakotitlesannet — sel juhul
saab lisada iga eset nii palju, kui soovi on. Sellisel juhul:

0,kuim=20
mv(m) = {ngg;;l(vi +mu(m —m,))
Oma olemuselt on seljakoti tGlesanne vaga lahedane 5. peatiikis tutvustatud minditlesandele.
Mintide vaartused vastavad kaaludele ja kogusumma kogukaalule. Optimeerisime sellele, et
miintide arv oleks kdige vaiksem, seega vGiks anda igale mindile vaartuseks -1.

8.2 RANDKAUPMEHE ULESANNE

Teine klassikaline NP-keeruline optimiseerimisiilesanne on
randkaupmehe iilesanne. Ulesande sdnastus on lihtne: antud on hulk
linnasid koos nendevaheliste kaugustega. Leida liihim tee, mis
voimaldab kdik need linnad labi kaia ja alguspunkti tagasi j6uda.
Ulesanne sdnastati esmakordselt 1930. aastatel ja see on iiks kdige
rohkem uuritud optimiseerimisiilesandeid. Hoolimata tldkujul
lahendamise keerukusest on iilesandele leitud mitmeid heuristikuid,
mis voimaldavad paljudel erijuhtudel leida mdistliku ajaga lahendeid,
mis on ideaalsest vaid protsendi véi paari vorra halvemad.

Praeguses kontekstis uurime randkaupmehe tlesandele tapse lahendi
leidmist diinaamilise planeerimise abil.
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8.2.1 Ulesanne: kaupmees

Antud on linnade nimekiri, alguspunkt ja iga kahe linna vahelised kaugused. Leida liihim tee, mis labib
iga linna tapselt iks kord ning IGppeb alguspunktis.

Sisendi esimesel real on (ks tdisarv n - linnade arv. Jargneval n-1 real on igalihel n-1 arvu, kus i on
reanumber: i-nda linna kaugus linnadest i+1, i+2...n

Viljundisse kirjutada (ks taisarv: lihima tee pikkus, kui tee algab ja
I6ppeb esimeses linnas.

NAIDE:

4

10 21 18

15 17
12

Vastus:
55

JBumeetodit kasutades tuleks proovida k&ikvdimalikud linnade jarjestused ldbi, neid on (n — 1)!.
Samas pole raske margata, et kui vaatame teid A-B-C-D-ililejaanud linnad ja A-C-B-D-lilejdanud
linnad, siis arvutame nende tlejdanud linnade erinevaid véimalikke jarjekordi iga kord uuesti. Samas
sOltub kokkulangevus kahest asjast: viimati kiilastatud linnast ja kdikide seni kiilastatud linnade
hulgast.

Teame, et peame I6petama linnas A. Enne linna A jdudmist tuleb meil l1abida kdik llejaanud linnad
mingis jarjekorras. Tahistame seda olukorda (A, {B,C,D}). Meid huvitab selline linnade B, Cja D
jarjestus, mille korral labitakse kdige vdaiksem maa. On kolm erinevat voimalust vastavalt sellele, kas
linna A tullakse linnast B, linnast C v&i linnast D.

Kui linna A tullakse linnast B, siis tee pikkuseks on tee linnast B linna A ja parima tee (B, {C,D}) pikkus.
See, millisel moel C ja D kaudu linna B jouti, ei ole sellel sammul enam oluline, meid huvitab ainult, et
see oleks lihim. Lithima tee iga alamtee on ise ka lihim tee.

Analoogselt, kui linna A tullakse linnast C, siis tee pikkus on (A,C)+(C,{B,D}) ja kui linnast D, siis
(A,D) + (D,{B,C}). Vastuseks on muidugi neist teedest lihim!

8.2.2 Rekursioonivalem

Olgu meil linnad Ly.. L,,_1 ja mingi linnade hulk V € {Ly,..,L,_1}. (Li,Lj) tahistab kaugust linnast
L; linna L; ja mk(L;, V) minimaalset teed linna L; ldbi kigi linnade hulgas V. Siis saame jargmise
valemi:
(Lo, L), kuiV =20
mk(Ly, V) = vr{ljiélv((Lj, L;) +mk(L;, V\{L;}))

8.2.3 Valemi kasutus

Kbigepealt leiame baasjuhud ehk teed lahtelinnast A otse igasse teise linna. Need saame kauguste
tabelist:

A 0 10 21 18
B 10 0 15 17
C 21 15 0 12
D 18 17 12 0
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mk(B,{}) = (4,B) =10
mk(C,{}) = (4,C) = 21
mk(D,{}) = (4,D) =18
Jargmiseks saab arvutada minimaalsed teepikkused Iabi (ihe linna:
mk(B,{C}) = (C,B) + mk(C,{}) =15+ 21 =36
mk(B,{D}) = (D,B) + mk(D,{}) =17 +18 =35
mk(C,{B}) = (B,C) + mk(B,{}) =15+ 10 =25
mk(C,{D}) = (D,C) + mk(D,{}) =12+ 18 =30
mk(D,{B}) = (B,D) + mk(B,{}) = 17 + 10 = 27
mk(D,{C}) = (C,D) + mk(C,{}) =12+ 21 =33
Teepikkused |abi kahe linna on juba huvitavamad:
mk(B,{C,D}) = min((C, B) + mk(C,{D}), (D, B) + mk(D,{C})) = min(15 + 30,17 + 33) =45
mk(C,{B,D}) = min((B,C) + mk(B,{D}), (D,C) + mk(D,{B})) = min(15 + 35,12 + 27) = 39
mk(D,{B, C}) = min((B, D) + mk(B,{C}), (C,D) + mk(C,{B})) = min(17 + 36,12 + 25) = 37
Luhim tee, mis linnast A tagasi linna A viib Iabi k&igi linnade:
mk(A,{B,C,D}) =

= min((B, A) + mk(B,{C,D}), (C,A) + mk(C,{B,D}), (D, A) + mk(D,{B,C})) =
= min(10 + 45,21 + 39,18 + 37) = 55

8.2.4 DP tabel

Aga kuidas neid vaartusi tabelisse panna? Funktsioonil mk on 2 parameetrit — vaadeldav linn ja
linnade hulk, mis on juba vaadeldud. Linnaga on lihtne, aga mida teha hulgaga? Siin tuleb kasuks
meelde tuletada tilesanne ,Moekunstnik ja koiliblikas” (I osa, ptk 5.8) — hulki on hea mugav edasi
anda bitimaskidena.

| { {8} { {8y (D) {80}  {cD}  {BCD} |
B 10 - 36 - 35 - 45 - |
c 21 25 - - 30 39 - - |
D 18 27 30 37 - - - - |
A ] ] : ] ] ] : 55 |
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8.2.5 Kood
Siin on funktsioon, mis selle Glesande lahendab:

vector<int> kaupmees(int n, int ap, int** tabel)
{
int** dp;
int n2 = 1 << n;
dp = new int*[n2];
for (int i = 0; i < n2; i++) {
dp[i] = new int[n];
for (int j = 0; j < n; j++) {
dp[i][3] = -1;

}
for (int i = 0; i < n2; i++) {
if (1 << ap & 1> 0) {
continue;

}

if (i == 0) {
continue;

}

vector<int> cv;

for (int j =0; j < n; j++) {
int linn = 1 << j;
if (1 & 1inn > 0) {

cv.push_back(j);

}

}

if (cv.size() ==
dp[i][cv[@]] = tabel[ap][cv[e@]];
continue;

for (int j = 0; j < cv.size(); j++) {
int J = cv[j];
dp[i][J] = 1000P0LL000;
int pi =1 - (1 << J);
for (int k = @; k < cv.size(); k++) {
int K = cv[k];
if (K == 3 || dp[pi][K] == -1 || tabel[K][3] == -1) {
continue;

}
dp[i][3] = min(dp[i][3], dp[pi][K] + tabel[K][I]);

}

}

n2--;

n2 -= (1 << ap);

int vas = 1000000000;

for (int i =0; i < n; i++) {
if (tabel[i][ap] == -1) {

continue;

}
vas = min(vas, tabel[i][ap] + dp[n2][i]);
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vector<int> vasvec;
vasvec.push_back(ap);
int rd = vas;
int ni = ap;
while (n2 != 0) {
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
if (dp[n2][i] == -1 || tabel[i][ni] == -1) {
continue;
}

if (dp[n2][i] + tabel[i][ni] == rd) {
rd -= tabel[i][ni];
vasvec.push_back(i);

ni=1i;
n2 -= (1 << i);
break;

}
}

return vasvec;

8.2.6 Tee taastamine

Tee taastamiseks on vaja teada, milline avaldis miinimumi andis. Kuna aga seda miinimumi on vaja
leida péris mitme lahtri seast (nii mitme, kui mitu linna meil parasjagu vaadeldavas hulgas on), siis on
taastamise vajaduse korral targem meeles hoida see linn, mille kaudu antud miinimum leiti. Nii
teame taastades, et antud sammul Idbiti see linn ja eelnevalt 1abiti linnad hulgast V\{L;}

8.2.7 Keerukus

Kavalast lahendusest olenemata ei tohi linnade arv olla kuigi suur. DP tabeli Gheks médtmeks on
kombinatsioonide arv, mis on juba 2"~ 1. Teiseks m&dtmeks on linnade arv n ja lisaks kasvab koos
linnade arvuga ka see, mitmest vaartusest miinimumi votta tuleb. Kokku on Held-Karpi algoritmi
ajaliseks keerukuseks 0(n?2™) ja mahuliseks keerukuseks O (n2™)

8.3 LEVENSHTEINI KAUGUS

Paljudes lilesannetes on vaja hinnata kahe stringi
omavabhelist ,,sarnasust”. Naiteks ,jalalaba“ ja ,,ali
baba“ vdiks olla omavahel sarnasemad kui
,kartulipold” ja ,,veoauto”. Sellise sarnasuse
hindamiseks kasutatakse sellist Levenshteini
kauguse nimelist méddikut (nimetatud vene
arvutiteadlase Vladimir Levenshteini jargi, kes
tegeles vastava probleemiga juba aastal 1965).
Sageli nimetatakse seda kaugust ka
toimetamiskauguseks (i.k. edit distance).
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8.3.1 Ulesanne: Levenshteini kaugus

Olgu defineeritud jargmised operatsioonid:
asendamine: Gks mark asendatakse teisega, naiteks uxv » uyv
kustutamine: (ks mark eemaldatakse: uxv - uv
lisamine: liks mark lisatakse: uv » uxv
Leia, mitu operatsiooni on vaja minimaalselt teha, et saada lihest stringist teine.
Sisendi esimesel real on kaks taisarvu — esimese stringi
ja teise stringi pikkus. Teisel real on esimene string ja
kolmandal real teine string.
Viéljastada tks taisarv — vajalike operatsioonide arv, et
saada Uhest stringist teine.
NAIDE:
7 10
elevant
kaelkirjak
Vastus:
8

Esimeses osas 5. peatiikis oli pikima Uhise osajada leidmise (ilesanne. Seal meid huvitas just
kokkulangevate tahtede arv, antud lilesandes on vaja loendada kohti, kus kokkulangevus puudub
(mark tuleb kas lisada, eemaldada vdi asendada). Oma olemuselt on antud tlesanne vaga sarnane
pikim osajada leidmisele ning tegelikult on viimane Levenshteini kauguse leidmise erijuht.

Pikima Uihise osajada leidmise llesandes loendasime tahtede kokkulangevusi ja leidsime maksimumi,
selles lilesandes on kokkulangevuse hinnaks aga 0 ja otsitakse miinimumi. Uldine idee aga jaib
samaks.

Vérdleme jadades viimaseid marke a,, ja b;,. Seekord on meil neli vdimalust:

® margi a,, kustutamine esimesest stringist;
e margi b, lisamine esimesse stringi;

e margi a,, asendamine margiga b,,;

e juht, kus a,,, = b,,.

Viimane neist on k&ige lihtsam: kui on kokkulangevus, siis teisenduskauguseks on stringide

aq ... Qy_q ja by ... by_q teisenduskaugus. Samuti asendamise puhul on teisenduskauguseks on
stringide a4 ... a;;,_1 ja by ... b,,_1 teisenduskaugus, millele on juurde liidetud 1 toimunud
asendusoperatsiooni eest. Samuti on vaja liita 1 toimunud operatsiooni eest lisamise/kustutamise
korral ning vérdlemiseks jadvad stringid a; ... a,,_4 ja by ... b, (kustutamisel) véi a ...ay, ja by ... by
(lisamisel). Kuna vaja leida on vahim vGimalik toimetamiskaugus, tuleb vGtta nendest neljast
vOimalusest see, mis annab kdige vaiksema toimetamiskauguse.

Tuleb veel téhele panna, et kui liks stringidest on tihi (pikkusega 0), siis minimaalseks
toimetamiskauguseks on teise stringi pikkus — tuleb teha nii mitu lisamise/kustutamise operatsiooni,
kui pikemas stringis marke on.

NB! Selleks, et leida kahe stringi vahelist Levenshteini kaugust, ei ole vaja sooritada tegelikult Ghtki
neist operatsioonidest, sest selle tGlesande kaigus ei muudeta kumbagi sisendstringi!
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8.3.2 Rekursioonivalem

Olgu LK, (i, j) stringide a; ... a; ja by ... b; toimetamiskaugus ehk Levenshteini kaugus. Siis saame
jargmise rekursioonivalemi:

( max(i,j), kui min(i,j) = 0
( LKop(i—1,)) + 1
LKa,b(i:j) = min LKa,b(i,j - 1) +1
LKyp(i—1,j—1)+0,kuia; = b;
\ \LKop(i—1,j — 1) + 1, kui a; # b;

8.3.3 DP tabel

Jargnev tabel on tdidetud seda valemit kasutades:

o0 Je L JE__JVv. __JA [N T |
[1 0 1 2 3 4 5 6 7
K 1 1 2 3 4 5 6 7
A 2 2 2 3 4 4 5 6
E 3 2 3 2 3 4 5 6
L 4 3 2 3 3 4 5 6
K 5 4 3 3 4 4 5 6
| 6 5 4 4 4 5 5 6
R 7 6 5 5 5 5 6 6
J 8 7 6 6 6 6 6 7
A 9 8 7 7 7 6 7 7
K 10 9 8 8 8 7 7 8

Paneme tadhele, et esimeses reas ja veerus on olukorrad, kus Uks stringidest on tiihi, sellisel juhul on
kauguseks teise stringi pikkus. See on ka loogiline — selleks, et saada tlihjast stringist nditeks string
»elevant”, tuleb lisada kéik selle stringi tdhed ehk toimetamiskauguseks on stringi pikkus.

Mooda diagonaali toimuvad asendamised(voi kokkulangemised — kulu on 0), paremale véi alla
lilkudes eemaldamised ja lisamised. Vastus asub tabeli alumises parempooles nurgas.
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Funktsioon, mis vastava tabeli koostab, on siin:

int LevenshteiniKaugus(int n, int m, string s, string t)

{
int** dp = new int*[n + 1];
for (int i = @; i <= n; i++) {
dp[i] = new int[m + 1];
for (int j = 0; j <= m; j++) {
dp[i][j] = @;
}
for (int i = @; i <= n; i++) {
dp[il[e] = i;
for (int i = 0; i <= m; i++) {
dp[e][i] = i;
for (int 1 = 1; i <= n; i++) {
for (int j = 1; j <= m; j++) {
int sc = 1;
if (s[i-1] == t[j-1]) {
sc = 0;
}
} dp[i]1[j] = min(min(dp[i-1][j] + 1, dp[i][j-1] + 1), dp[i-1][j-1] + sc);
}
return dp[n][m];
}

8.3.4 Teisenduse taastamine tabelist

Tabelist on vGimalik taastada ka tehtud teisendused, mis vahima kauguseni viisid. Lahendusi voib olla
muidugi mitu.

Taastamine kaib loomisega vorreldes tagurpidi, alustame kohalt dp[m, n] ja Idpetame kohal dp[@,@].
Olles lahtris dp[ i, j], vaatame milline vaartustest lahtrites dp[i-1,7j], dp[i-1,j-1]jadp[i,j-1]
on vahim.

Siin on moned lahendused:

--ELEVANT- --EL--EVANT --ELEVA-NT
KAELKIRIJAK KAELKIRJAK- KAELKIRIJAK

8.3.5 Ajaline ja mahuline keerukus

Selle algoritmi ajaline ja mahuline keerukus on O (nm), kus n ja m on stringide pikkused. Kui vaja on
leida vaid arvuline kaugus ja tee taastamine oluline ei ole, siis saab aga kasutada kokkuhoidlikku
lahendust — uue lahtri arvutamiseks on vaja teada ainult eelmise rea infot ning kdesoleva rea eelmist
vadrtust — seega piisab kauguse leidmiseks vaid eelmise ja kdesoleva rea meelespidamisest.
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8.3.6 Levenshteini kauguse omadused

Levenshteini kaugusel on jargmised omadused:

e See on vdahemalt nii suur, kui stringide pikkuste erinevus (puuduvad tdhed tuleb lisada vGi
ileliigsed eemaldada) : LK (a,b) = |a — b|, kus ¥ on stringi x pikkus.

e FEiole kunagi suurem, kui pikema stringi pikkus (saab asendada iga margi): LK(a,b) <
max(a, b)

e See on Osiis ja ainult siis, kui stringid on tépselt samad: LK(a,b) = 0 &a=0»b

e Esimese sOna kaugus teisest on sama, mis teise sGna kaugus esimesest: LK(a, b) = LK(b,a)

e Kahe stringi Levenshteini kaugus ei ole kunagi suurem kui esimese stringi kauguse mingist
kolmandast stringist ja teise stringi kauguse sellest kolmandast stringist summa:
LK(a,b) < LK(a,c) + LK(b,c)

8.3.7 Levenshteini kauguse variatsioone

Nagu juba mainitud, saab pikima (ihise osajada leidmist vaadata kui Levenshteini kauguse erijuhtu,
kus lubatud on ainult lisamised ja kustutamised (maksumusega 0), kattuvuse hinnaks on 1. Kui
lubatud on ainut asendamised (stringid peavad siis muidugi olema sama pikkusega), nimetatakse
sellist kaugust Hammingi kauguseks ning selle leidmine on triviaalne.

Monikord lisatakse operatsioonide hulgale veel transpositsioon ehk kahe kdrvuti asuva tiahe
vahetamine, uxyv-uyxv. Sellisel juhul omandab rekursioonivalem jargmise kuju:

max(i, ), kui min(i,j) = 0
( LKy, (i —1,j) +1
I LK, ,(i,j— 1) +1
LRap i) = A minl  LK.,Gi - 1a]b(— ]1) + 2), Jeui a; = b,
LKy p(i—1,j— 1)+ 1, kuia; # b;
\ LKyp(i—2,j—2) +1,kuia;_ya; = bjbj_,

8.4 GEENIJARJESTUSTE VORDLEMINE

1970. aastal kasutasid Saul B. Needleman ja
Christian D. Wunsch esmakordselt diinaamilist
planeerimist kasutavat algoritmi
bioinformaatikas nukleotiidijarjestuste
vastavusse seadmiseks ehk joondamiseks.
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8.4.1 Ulesanne: Sarnasus

On antud kaks nukleotiidide jarjestust ning need tuleb seada Uiksteisega vastavusse, nii et voimalikult
palju jarjenditest langeks kokku. Jarjendite vastavusse seades on kolm vdimalust:

1. Kattuvus — mdélema jarjendi nukleotiid on sama

2. Mittekattuvus — kummaski jarjendis on erinev nukleotiid

3. Kustutamine — tihes jarjendis puudub vastav nukleotiid

Igal juhtumil on oma hind: iga kattuvus annab 1 punkti, iga mittekattuvus -1 ning iga kustutamine
samuti -1. Leia nende jarjendite sarnasus ehk maksimaalne hind.

Sisendi esimesel real on esimese jarjestuse pikkus ja teisel real sellele vastav margijada, mis koosneb
markidest A, C, G ja T ja U. Kolmandal real on teise jarjestuse pikkus ja sellele vastav margijada.
Viéljastada tiks taisarv: maksimaalne hind.
NAIDE:

7

GCATGCU

7

GATTACA

Vastus:

0

Naiteks sobib jargmine joondus:
GCAT-GCU

G-ATTACA

120 130
GAT AAATCTGGTCTTATTTCC

Kuigi nimetused on teised, pole vast raske taibata, et mittekattuvus on sama, mis eelmises llesandes
asendamine. Erinevuseks on veel operatsioonide hind: originaalses Needlemani ja Wunschi t66s
kasutati sellist siisteemi nagu tlesandes — kattuvus 1 punkt, mittekattuvus ja kustutamine -1.
PShimd&tteliselt on véimalik kasutada tikskdik millist punktististeemi, kuna sellest ei muutu algoritmi
ega dp-tabeli tditmise loogika. Kasutades eelnevalt kirjeldatud stisteemi, saab hinnata kattuvust 0
punktiga ja mittekattuvust ning lisamist/kustutamist Ghe punktiga. Nii saame tulemuseks
Levenshteini kauguse. SeetSttu algoritm ise pikemat selgitamist ei vaja:

int NeedlemanWunsch(int n, int m, string s, string t)

{
int** dp = new int*[n+1];
for (int i = @; i <= n; i++) {
dp[i] = new int[m+1];
for (int j = 0; j <=m; j++) {
dp[i][]] = @;
}
int vas = 9;
for (int i = 1; i <= n; i++) {
for (int j = 1; j <= m; j++) {
int hind = -1;
if (s[i-1] == t[j-1]) {
hind = 1;
} . . . . . . . . .
dp[i][j] = max(max(dp[i-1][]j] - 1, dp[i][j-1] - 1), dp[i-1][j-1] + hind);
}
return dp[n][m];
}
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8.4.2 Ulesanne: Mis on iihist?

On antud kaks geenijarjestust. Leida parima hinnaga joondatava alamosa hind, kui operatsioonide
hinnad on jargmised:

kattuvus 3

mittekattuvus -3

kustutamine -2
Sisendi esimesel real on esimese jarjestuse pikkus ja teisel real sellele vastav margijada, mis koosneb
markidest A, C, G ja T ja U. Kolmandal real on teise jarjestuse pikkus ja sellele vastav margijada.
Valjastada Uiks tdisarv: maksimaalne 16igu hind.
NAIDE:
9
GGTTGACTA

8
TGTTACGG

Vastus:
13

Kui Needleman-Wunschi algoritm leidis kahe jarjendi parima joonduse, siis antud lilesandes on vaja
leida kahest geenijarjestusest parima kattuvusega |6igud. SeetSttu nimetatakse esimest ka
globaalseks joondamiseks ja teist, antud llesannet, lokaalseks joondamiseks.

Lokaalse joondamise probleemiga tegelesid Temple F. Smith ja Michael S. Waterman, kes pakkusid
1981. aastal lahenduseks algoritmi, mis kannabki niid Smith-Watermani nime. Nagu aimata vdid, on
taas tegemist diinaamilise planeerimisega, tdpsemalt jallegi Levenshteini kauguse modifikatsiooniga.
Siin on oluline, et mitte soositud operatsioonid on negatiivse hinnaga, soositud (kokkulangemine) aga
positiivsega. Kui mingil hetkel Iaheb tehingu vaartus nulli, siis seda enam ei vahendata, vaid
hakatakse otsima uut parimat kokkulangevat juppi.

8.4.3 Rekursioonivalem

Tdhistame kustutamise/lisamise eest lahutatavat hinda LH-ga (antud tlesandes -2) ning kattuvuse
hinda KH-ga (3) ja mittekattuvuse hinda MH-ga (-3), siis:

( 0,kuii=0Vj=0;
SWa,b(i -1)+LH
SWep(i,j —1) + LH
maxy SW, ,(i —1,j — 1) + KH, kui a; = b;
SWop(i—1,j — 1) + MH, kui a; # b;
0

SWa,b(i'j) = 3
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8.4.4 Tabel

Nditeandmete pdohjal tekib jargmine dp tabel:

[] 0 0 0 0 0 0 O 0 0
T 0 0 0 3 3 1 0 0 3 1
G 0 3 3 1 1 6 4 2 1 0
T 0 1 1 6 4 4 3 1 5 3
T 0 0 0 4 9 7 5 3 4 2
A 0 0 0 2 7 6 10 8 6 7
C 0 0 0 0 5 4 8 13 11 9
G 0 3 3 1 3 8 6 11 10 8
G 0 3 6 4 2 6 5 9 8 7
8.4.5 Kood
int SmithWaterman(int n, int m, string s, string t)
¢ int** dp = new int*[n+1];
for (int i = 0; i <= n; i++) {
dp[i] = new int[m+1];
for (int j = 0; j <= m; j++) {
dp[i][]] =
}
int vas = 0;
for (int i = 1; i <= n; i++) {
for (int j = 1; j <= m; j++) {
int sc = -3; // ei lange kokku
if (s[i-1] == t[]j-1]) {
sc = 3; // langeb kokku
}
dp[i][]] =
max(max(dp[i-11{3] - 2, dp[il[-1] - 2), max(8, dp[i-1][3-1] + sC));
vas = max(vas, dp[i]l[j]);
}
}
return vas;
}

8.4.6 Tee taastamine

Tee taastamiseks tuleb leida suurima vaartusega lahter tabelist (seda on kaval jooksvalt meeles
pidada) ning sealt saab juba tagurpidi tagasi tulles leida operatsioonid, mida kasutati. Kui jGutakse
lahtrisse, kus on ©, siis on algus leitud ja rohkem kuhugi liikuda pole vaja. Seega vastus Ulesandele
vOib asuda suvalises tabeli lahtris ning taastamisteegi ei pea jooksma ilusti tagasi tabeli algusesse,
nagu klassikalisele toimetamiskauguse algoritmile omane. Ulesande lahenduseks on niiteks jargmine
joondus (parim kokkulangev 16ik on margitud rohelisega):

GGTTGACTA
TETT=ACGG
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8.5 DUNAAMILINE AJA PAINUTAMINE (DYNAMIC TIME WARPING)

Dinaamiline aja painutamine (i.k. dynamic time warping, DTW) on algoritm kahe aegrea sarnasuse
hindamiseks. DTW algoritmi kasutati algselt just automaatses kdnetuvastuses, et hakkama saada
erinevatel kiirustel radkimisega.

Naiteks, kui sarnased on jargmistel joonistel toodud punane ja sinine funktsioon? Kui proovida
vorrelda omavahel punke, mis ajas tapsel kokku langevad (esimene joonis), siis tundub, et tsna
erinevad.

7

w/

aeg L e

Parempoolsel joonisel aga vorreldakse ajas veidi Uiksteise suhtes nihkes olevaid punkte, mis
seataksegi vastavusse nii, et erinevus oleks véimalikult vadike. See saavutatakse nii, et vahepeal on
aeg justkui kokkusurutud voi véljavenitatud — Ghele kitsale 10igule ajas vastab teisest funktsioonist
hoopis laiem 15ik.

8.5.1 Ulesanne: helid

On antud kaks heli aegridadena — uuritav rida ja etalon. Leia minimaalne summaarne erinevus nende
ridade vahel.

Sisendi esimesel real on arv m— uuritava rea pikkus millisekundites ja teisel real on m arvu —igale
millisekundile vastav kdrgus. Kolmandal real on arv n — etalonrea pikkus - ja neljandal real n arvu.
K&ik andmed on tdisarvudena.

NAIDE:

6

112320

7

0112321

Vastus:

2

Ka selle tUlesande lahendamiseks saab kasutada diinaamilist planeerimist ning tapsemalt Levenshteini
kauguse modifikatsiooni. Kirjeldatud kokkusurumistele ja venitamistele vastavad kustutamised ja
lisamised ning asendamisi ei toimu. Operatsiooni hinnaks on punktide vaartuste kaugus.
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8.5.2 Rekursioonivalem
Olgu d(a;, b;) = |a; — by, siis

0, kuii=0jaj=0
( oo, kui i =0vdij=0

T(l,]) — T(l - 1,]) + d(ai, b])
min T(l - 1,] - 1) + d(ai,bj)
\ T(i,j - 1) +d(a; by)

8.5.3 Tabel

Ulesande niide annab jargmise DP-tabeli:

0 0 oo oo oo oo oo oo
0 oo 1 2 4 7 9 9
1 oo 1 1 2 4 5 6
1 co 1 1 2 4 5 6
2 oo 2 2 1 2 2 4
3 co 3 4 2 1 2 5
2 oo 4 4 2 2 1 3
1 oo 4 4 3 4 2 2
8.5.4 Kood
int DTW(int n, int m, vector<int>, vector<int> t)
{
int** dp = new int*[n];
for (int i = 0; 1 < n; i++)
{
dp[i] = new int[m];
for (int j =0; j < m; j++) {
dp[i][j] = @;
}
}
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
dp[i][@] = MAXINT;
}
for (int i = 0; 1 < m; i++) {
dp[@][1i] = MAXINT;
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
for (int j = 0; j < m; j++) {
dp[i][j] = min(dp[i - 1][j], dp[i][] - 11);
dp[i][3] = min(dp[1][3], dpli - 11[3 - 11);
dp[i][J] += kaugus(i, J);
}
return dp[n][m];
}
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8.6 LOIKUDEGA ULESANDED

8.6.1 Ulesanne: palgi Idikamine

Tookoda pakub teenust, et kliendi palgist IGigatakse talle sobivast kohast sobiva pikkusega jupid.
Kuna to6kojas on vaid Uks (ihe teraga saag, saab palki IGigata korraga (ihest kohast. Palgi I6ikamise
kulu soltub sellest, kui pikk on parasjagu |digatav palk. Seega, kui kliendil on 10m pikkune palk ja ta
soovib saada IGiked vasakult 1 m kauguselt, 3 m kauguselt ja 5m kauguselt, siis esimene kord on vaja
IGigata 10-meetrist palki, teise I6ike tegemisel aga s6ltub, millisest kohast 16igati esimene kord. Kui
|6igati 1m kauguselt, tuleb jargmine 10ige teha 9-meetrisesse palki, kui aga naditeks 5m kauguselt, siis
5-meetrisesse palki. Tookoda kiisib iga meetri Idigatava palgi eest 1 Gihiku raha. Leia minimaalne
summa, mis etteantud palgi |Gikamiseks kulub.

Sisendi esimesel real on kaks taisarvu palgi pikkus p ja Idigete arv n. Teisel real on n taisarvu —
I6ikekohtade kaugused palgi vasakust servast.

Viljundisse kirjutada liks arv — minimaalne hind, mis tuleb palgi jupitamise eest tasuda.

NAIDE:

10 4

4578

Vastus:

22

8.6.2 Tee DP-ni

Alustame taas jdumeetodile motlemisega. Voimalikke 16ikekohti on n ja tuleks labi proovida k&ik
voimalikud jarjestused. Iga |0ige jaotab palgi tapselt kaheks jupiks, mida tuleb siis samal moel edasi
tukeldada, kuni kdik I6iked on tehtud. Kuigi see Idahenemine to6tab, on selle keerukuseks O (n!).

Siingi hakkavad alamprobleemid kattuma, sest kui mingil hetkel on jarel jupp 16ikekohast i kuni
I6ikekohani j, siis pole tegelikult vahet, mil moel selle seisuni jouti — optimaalse lahenduse saamiseks
on vaja loigata see tekkinud jupp vdimalikult vaikese kuluga.

8.6.3 Rekursioonivalem

Tahistame h(i, j) parimat hinda I6ikekohast i kuni Idikekohani j, kus 0 < i < j < n + 1. 0 on palgi
vasak jan + 1 parem otspunkt. Otspunktide vahel on |Idikekohad 1 ... n, jarjestatud rangelt vasakult
paremale. Sellisel juhul

0,kuii+1=j
h(i,j) = { . . . .
p(ij)+ Vke{irfll,l.’.l..j—1}(h(l' k) + h(k']))

kus p(i,j) on palgi pikkus i. Idikepunktist j. Idikepunktini.

8.6.4 Tabeli tdaitmine

Kasutame rekursioonivalemit DP tabeli taitmiseks. Siin tuleb tdahele panna, et alustada tuleb
lihematest I6ikudest, kuna neid kasutatakse pikemate I6ikude arvutamiseks. See tdhendab, et tabelit
tdidetakse sisuliselt mé66da diagonaali — l[ihemad 16igud asuvad diagonaali Idhedal, pikemad sellest
eemal. Praktikas on lihtsam taita veerg-haaval, taites iga veeru diagonaalist (ilespoole liikudes. Ka
vastus ei ole tavaparases kohas ehk tabeli I6pus, vaid hoopis esimese rea viimases veerus:
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(0)

(4)

(5)

(7)

4
(8)

5+
min([0,1],[1,2]) =
5+ min(0, 0) =

5

L=1

7+
min([0,1]+[1,3],
[0,2]+[2,3]) =

7+ min(0+3, 5+0) =
10

L=1

3+
min([1,2]+[2,3]) =
3 + min(0+0) =

3

L=2

8+
min([0,1]+[1,4],
[0,2]+([2,4],
[0,3]+[3,4]) =

8 + min(0+7, 5+3,
10+0) = 15

L=1

4+
min([1,2]+[2,4],
[1,3]+[3,4]) =

4 + min(0+3, 3+0)
7

L={2,3}

3+
min([2,3]+[3,4]) =
3 + min(0+0)

=3

L=3

0

10 +
min([0,1]+[1,5],
[0,2]+[2,5],
[0,3]+[3,5],
[0,4]+[4,5]) =

10 + min(0+12,
5+8, 10+3, 1540) =
22

L=1

6+
min([1,2]+[2,5],
[1,3]+[3,5],
[1,4]+[4,5])) =

6 + min(0+8, 3+3,
7+0) =12

L=3

5+
min([2,3]+[3,5],
[2,4]+[4,5]) =

5 + min(0+3, 3+0)
=8

L={3,4}

3+
min([3,4]+[4,5]) =
3 + min(0+0)

=3

L=4

0

Iga arvutatud lahtri viimasel real on toodud ka I6ikekoht (v6i I6ikekohad), mis parima tulemuse andis.

Nii on lihtne leida, mis jarjekorras tuleb palki tegelikult tiikeldada.
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8.6.5 Kood

int loika(int pikkus, int loikeid, int* loikekohad) {

int** dp = new int*[loikeid + 4];

for (int i = 0; i < loikeid + 4; i++) {
dp[i] = new int[loikeid + 4];

}

for (int i = 0; i < loikeid + 4; i++) {

for (int j = 0; j < loikeid + 4; j++) {
dp[i][j] = MAXINT;
}
}
for (int i = 0; i <= loikeid + 1; i++) {
dp[i][i] = ©;
dp[i][i + 1] = ©
dp[i][i + 2] = loikekohad[i + 2] - loikekohad[i];

}

for (int k = 3; k <= loikeid + 1; k++) {
for (int i = @; i <= loikeid + 1 - k; i++) {
for (int j =1+ 1; j<=1i+k - 1; j++) {
if ((dp[i][j]+dp[jl[i+k]+loikekohad[i+k]-loikekohad[i])<dp[i][i+k]) {
dp[i][i+k] = dp[i][j]+dp[j][i+k]+1loikekohad[i+k]-1loikekohad[i];
}

}

return dp[@][loikeid+1];

8.6.6 Tee taastamine

Tee taastamiseks on vaja teada, milline 16ige andis vaadeldava miinimumi. Kui vaatame tabeli Gilemist
parempoolset lahtrit ehk seda, kus on terve palgi jupitamine ja seega kogu llesande vastus, siis see
jaotus, mis andis tol sammul miinimumi, ongi esimeseks |6ikeks optimaalse lahenduse puhul.
Jargmiste |Gigete jaoks tuleb siis asuda jarelejaanud juppe uurima.

Kuigi on voimalik see miinimum tagurpidi taastada (proovime taas koik 16iked ldbi ja vaatame, milline
neist andis miinimumi), siis juhul, kus taastamine on vajalik, on sageli kasulikum meeles pidada see
ks arv — optimaalse |6ike asukoht.

Antud naites siis on optimaalseks hinnaks 22 ja see saadi siis, kui viimane I8ige tehti 1. |6ikekohta.
Seega jargmiseks 16ikeks jadvad jarele jupid 0-1 ja 1-5. Mis jarjekorras neid edasi tikeldada, ei oma
tahtsust. Antud juhul esimest juppi rohkem tiikeldada pole vajagi. Teise tiiki jaoks vaatame tabelis
rea 1 veergu 5. Seal on naha, et minimaalse hinna (12) andis 16ige 3. I6ikekohast. Seega jaab vaadata
juppe 1-3 ja 3-5. Neil on nagunii vaid tapselt tiks I16ikekoht ja nagu deldud — jarjekord ei ole oluline.
Seega sobivad lahenduseks I6iked jarjestuses 1, 3,2,4ja 1, 3, 4, 2.

Kontrollime, kas esimene jarjestus annab oodatud tulemuse: Alguses on palgi pikkus 10 ja peame
arvestama kuluga 10. Loigates 1. I6ikekohast, saame palgid pikkusega 4 ja 6. Esimesel neist 16ikekohti
rohkem pole. Teise palgi |IGikame Idikekohast 3 ja saame kaks palgijuppi pikkusega 3. Kuna IGigatava
palgi pikkus oli 6, teeb see kuluks 10+6=16. Niid on vaja jupitada veel mdélemad 3-se pikkusega
palgitikid. Tapne IGikekoht polegi enam oluline, kuna I6ikamise kulu on igal juhul 3, seega on
kogukulu 16+3+3 =22.
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8.6.7 Keerukus

Mahuline keerukus on 0(n?). Ajalise keerukuse leidmiseks tuleb tihele panna, et iihe tabeli lahtri
arvutamiseks vib vaja minna kuni n operatsiooni, seega on ajaliseks keerukuseks 0(n?).

8.7 MAATRIKSITE KORRUTAMINE

Paljud tilesanded flilisikast majandusteooriani taanduvad lineaaralgebrale, kus omakorda on
sagedaseks Ulesandeks erinevate maatriksite korrutamine. Seetdttu on ka vastavaid algoritme palju
uuritud ja optimiseeritud.

8.7.1 Ulesanne: maatriksid

On antud n maatriksit A;, A,..An. i.maatriksisuurus on P;.1*P;. Leida vahim operatsioonide arv,
mida on vaja teha, et maatriksid omavahel korrutada. Kui maatriks A on méétmetega n*m ja maatriks
B on moGtmetega m*k, siis AxB on mddtmetega n*k ning korrutamiseks vajalike operatsioonide arv
on n*m*k.

Sisendi esimesel real on antud maatriksite arv n.

Jargmisel real on antud n+1 tiihikuga eraldatud arvu i
Pe..Pn, kus Pi-; ja P; tahistavad i. maatriksi moote.
Viljastada vahim operatsioonide arv. L
NAIDE: (11| 012 [fnded |
5 i [ T mu bz + arabos
527435 A '
Vastus:

160

by | bia] !

oy | boa | Do

) | i | -

| e by o
i1 | g 310+ gzl

8.7.2 Voimaluste arv

Esimese hooga tuleb ehk tahtmine proovida kdikvdimalikke variante. Naiteks nelja maatriksi
korrutamiseks on 5 varianti:
((ab)c)d, (a(bc)d), (ab)(cd), a((bc)d) ja a(b(cd)).

V&imalike erinevate variantide arv on C,,_1, kus C; tahistab i. Catalani arvu ja n maatriksite arvu.
Catalani arv avaldub

1 (Zn) (2n)! “rn+k

:n+1 -

Cp = AW
I
(n+ D!n! 1 k

n

Ja esimesed 20 Catalani arvu on:
1,1, 2,5, 14,42, 132,429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440, 9694845,
35357670, 129644790, 477638700, 1767263190.

See tdhendab, et kdigi voimaluste labivaatamine tuleb kdne alla vaid siis, kui korrutatavate
maatriksite arv on vaga vaike.
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8.7.3 Tee DPni

Vaatame mingit teatud pikkusega alamosa maatriksite jadast. Olgu esimene maatriks selles 4; ja

viimane A;. Tahistame korrutise 4; X A;11 X ... X A; leidmiseks vajalike tehete arvu op(i, j). Siis
o 0,kuii=j

op(i,j) = { min (op(i,k) +op(k +1,j) + Pi_y - P " P))

Vke{i,...j}

8.7.4 Tabeli tdaitmine

Selle Glesande juures tuleb tahele panna, et tabeli peadiagonaalil, kus i=j, asuvad 0-vaartused. Tabeli
taitmisel liigutakse peadiagonaalist eemale ning vastus on hoopis kohal [1, n], mis loogiliselt vastabki
maatriksite jadale 4; ... A,.

Al O

A2  [A1,A1] +[A2,A2] + 0
PO*P1*P2 =
70

A3 min( [A2,A2] + [A3,A3] 0
[A1,A2]+[A3,A3]+PO*P2*P +P1*P2*P3=
3; [A1,A1]+[A2,A3] + 56
PO*P1*P3) =
min(70+140, 56+40) =
96

A4 | min( min( [A3,A3] + 0
[A1,A3]+[A4,A4]+PO*P3*P [A2,A3]+[A4,A4]]+ [A4,A4] +
4; P1*P3*P4; P2*P3*P4 =
[A1,A2]+[A3,A4]+PO*P2*P [A2,A2]+[A3,A4]+P1*P2* 84
4; P4)=min(56+24,84+42)=8
[A1,A1]+[A2,A4]+PO*P1* O
P4)=min(96+60,
70+84+105, 80+30) =110

A5  min( min( min( [A4,A4] +
[A1,A1]+[A2,A5]+PO*P1*  [A2,A4]+[A5,A5]+P1*P4* [A3,A4]+[A5,A [A5,A5] +
P5; P5; 5]+ P2*P4*P5; P3*P4*P5 =
[A1,A2]+[A3,A5]+PO*P2*P [A2,A3]+[A4,A5]+P1*P3*  [A3,A3]+[A4,A 60
5; P5; 5]+P2*P3*P5)
[A1,A3]+[A4,A5]+PO*P3*P [A2,A2]+[A3,A5]+P1*P2* =
5; P5)= min( min(84+105,6
[A1,A4]+[A5,A5]+P0*P4*P 80+30, 56+60+40, 0+140)=
5)= min( 189+70)= 189
110+50; 70+189+175; 110

96+60+100; 110+75)=160

Kui huvitab, milline korrutis siis sellise tulemuse andis, siis tabelis on margitud rasvaselt ka see
summa, mis miinimumini viis. Lahtrist [A1,A5] ndeb, et miinimum tuli summast

[A1,A1]+[A2,A5]+P0O*P1*P5 ehk siis maatriksi A1 korrutisest maatriksite A2...A5 korrutisega. A2 ja A5
parim korrutis tuli lahti [A2,A5] pdhjal maatriksi A5 korrutisest maatriksite A2..A4 korrutisega. A2...A4
saab vahimate operatsioonide arvuga leida, korrutades maatriksi A4 maatriksite A2 ja A3 korrutisega.
Seega parima tulemuse andis korrutis
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Ay x (42 x A3) X A,) X As).

8.7.5 Kood

Siin on funktsioon, mis antud tabeli taidab:

int matMul(int n, vector<int> ml)

{

int** dp = new int*[n+1];
for (int i = 0; i <= n; i++) {
dp[i] = new int[n+1];

for (int vh = @; vh <= n; vh++) { // vh - vahe ehk kui pikki 16ike tdidetakse
for (int i = 1; 1 + vh <= n; i++) {

int j =1 + vh;

dp[i][j] = (i == j) ? @ : 1000000000 ;

for (int k = i; k < j; k++) { // iga ldoikekoha k jaoks

) dp[i][j] = min(dp[i][j], dp[i][k]+dp[k+1][J]+(ml[i-1]*ml[k]*m1[]));

return dp[1][n];

8.7.6 Keerukus

Mahuline keerukus on 0(n?). Ajalise keerukuse leidmiseks tuleb tihele panna, et iihe tabeli lahtri
arvutamiseks vdib vaja minna kuni n operatsiooni, seega on ajaliseks keerukuseks 0(n?).
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8.8 ULESANNE: MAED

Jargnev Ulesanne oli 2017. aastal Teheranis toimunud rahvusvahelise informaatikaoliimpiaadi
proovivoorus:

Kolmas Pérsia kuningas Tahmuras on voitnud lahingu suure deevade (deemonite) armeega. Ta soovib
vangistada nii palju deevasid kui véimalik Alborzi magedesse ja lasta lilejdanud vabaks. Alborz on
maeahelik, mis ndeb vilja nagu n-tipuga (1<n<2000) hulknurkne ahel. i. tipu koordinaadid on (i,
y[i]), kus i on kaugus aheliku algusest ja y[i] (@<y[i]<£1@°) tipu kdrgus.

Deevasid saab vangistada erinevatesse tippudesse. Ainus tingimus on, et deevad ei tohi tksteist
naha, sest siis saavad nad teha pogenemisplaane. Kaks deevat ei nde teineteist, kui nende vahel on
vahemalt Uks tipp, mis on rangelt kérgemal kui nende
deevade asukoha tippude vahele tdmmatud joon.
Jargneval joonisel deeva tipus 0 ndaeb deevasid
tippudes 1 ja 2, aga ei nde neid, kes asuvad tippudes
3, 4 ja 5, kuna tipp 2 on kdrgemal ja varjab vaate 2

tipust O tippudesse 3, 4 ja 5.

Aita Tahmurasel leida, kui mitu deevat saab ta

Alborzi maeahelikku vangistada. Sisendi esimesel real on

maetippude arv N. Jargmisel N real on tippude kdrgused.

NAIDE 1 (joonisel): -1
6

615231

Vastus:

3 (Naiteks tippudele 1, 3 ja 5)

NAIDE 2: |

3
012

Vastus:
1

Esimese asjana on meil vaja vastust kiisimusele kas tipp i paistab tipust j? Naitame hiljem ulesande
lahenduses, kuidas seda teha, esialgu lihtsalt eeldame, et meil on nxn maatriks, mis vastab antud
kiisimusele. Nditeandmete puhul on see siis jargmine:

UV Hh WNRO
OCO0OOR R R
CoOoORrR PRk
OFR P R P PR
OrRr RFR,r R OO
Y =)
= B, O OOO

Pealtnaha ei ole vdoimalik seda llesannet lahendada muud moodi, kui jbumeetodiga proovides. Kuid
tuleb tahele panna, et kui proovime deeva panna mingisse tippu k, ei saa teisi deevasid olla neis
tippudes, mis on nadha tipust k, aga deevad saavad olla nende ndhtavate tippude vahelistel IGikudel.

Eraldi IGigud tekivad siis, kui nende vahel on nii kdrge punkt, et kumbki pool ei saa teist ndha,
mistottu need kaks alamosa ei mojuta Uksteist. Seega, kui me paneme (ihe deeva tippu k, siis
maskimaalselt saame paigutada maestikusse nii mitu deevat, kui on igale tipust k ndhtamatule
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tippude I6igule maksimaalselt paigutatavate deevade summa pluss veel see deeva, mille just
paigutasime tippu k.

Naiteks kui panna deeva joonisel
viimasesse, 8. tippu (kdrgusega 1),
siis on sealt ndha 4. tipp kérgusega
4 6 ja 7. tipp kérgusega 2. Deevasid
saab paigutada veel I6ikudele [1,3]
ja [4,5], kuna need ei ole ndhtavad
viimasest tipust. Nagu jooniselt
ndha, saab esimesele neist [1,3]

0 paigutada 2 deevat.

8.8.1 Rekursioonivalem

Tahistagu D(i, j) seda, mitu deevat saab panna tippude Iigule i-st j-ni vastavalt Ulesande
tingimustele. On lihtne taibata, et Ghetipulisele I8igule (i = j) saab panna tapselt (ihe deeva.
Tegelikult ka kahetipulisele 16igule saab panna tapselt (ihe deeva, kuna teine tipp on esimesest ja
esimene tipp teisest tipust nadha.

Olgu k tipp, mis asub I8igul [i, j] ehk i < k < j. Tahistagu LK;jy, selliste maksimaalse pikkusega
mittekattuvate I8ikude hulka, kus iga I8ik [k, g] € [i, j] ja Ukski I8igu [h, g], h < g punktidest ei ole
tipust k ndhtav. Saame jargmise rekursioonivalemi:

1kuii=j

DGi,j) =41+ max Z D(h, g)
Vkefi...j}
V[hg]ELK jk
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8.8.2 Tabeli tdaitmine

Tabeli tditmine sarnaneb kahele eelmisele lilesandele:

01 2 3 a5

0 1 1+max(0,0) 1+max(0,0,0) I1+max( 1+max( 1+ max(
=1 =1 [3,3], [3,4], [3,5],
(3,31, [3,4], [3,5],
1, o, [5,5],
[0,1]) [0,1] [0,1]+[5,5],
=2 [0,1]) [0,1],
=2 [0,3])
=3
1 1 1+max(0,0) 1+max( 1+max( 1+max(
=1 [3,3], [3,4], [3,5],
0, 1, [5,5],
(1,1]) (1,1], [1,1]+[5,5],
=2 (1,1]) (1,1],
=2 [1,3])
=3
2 1 1+max(0,0) 1+max(0,0,0) 1+max(
=1 =1 [5,5],
530
0,
[2,3])
=2
3 1 1+max(0,0) 1+max(
=1 [5,5],
0,
(3,3])
=2
4 1 1+max(0,0)
=1
5 1
8.8.3 Kood

Koodi juures tuleb juhtida tahelepanu kahele asjale: esiteks ei ole antud maagilist ndhtavuse tabelit
ja see, mis tipud mingist tipust ndha on, tuleb ise arvutada. Teiseks, kuna tabeli taitmisel tuleks paris
palju kordi jargi vaadata, millised jarjestikused tipud ei ole ndhtavad, siis on lihtsam hoida iga tipu
kohta meeles, millised 16igud sellest tipust ndhtavad ei ole.

int maximum_deevs(std::vector<int> vy)
{
int n = y.size();
vector<pair<int, int> >* nl = new vector<pair<int, int> >[n];
for (int i = 90; i < n; i++) {
vector<pair<int, int> > vi;
nl[i] = vi;
¥

int** dp = new int*[n];
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for (int i = 0; 1 < n; i++)

{
dp[i] = new int[n];
double bs = -3; // (-pi)
int ch = y[i]; // vaadeldava tipu kdrgus
for (int j =1+ 1; j < n; j++) {
int nh = y[j]; // jargmine tipp
int cy = nh - ch; // kérguste vahe
int ¢x = j - 1; // kauguste vahe
double c¢s = atan2(cy, cx); // tippude vaheliste sirgete nurk radiaanides
if (cs >= bs) { // nurk on suurem, kui seni leitud
bs = cs;
int nljs = nl[j].size();
if (nljs > @ & nl[j][nljs - 1].second == i - 1) {
nl[j][nljs - 1].second = i;
continue;
}
nl[j].push_back(make_pair(i, 1i));
}
}
}

for (int i = 0; i < n; i++) { // esimesest tipust viimaseni
for (int j = i; j >= 0; j--) { // vaatame eelmisi tippe

if (i ==3) {
dp[j1[i] = 1; // Uhetipulisele 1digule saab panna 1 deemoni
continue;

}

//saame panna 1éigule j..i vahemalt sama palju deemone, kui 1léigule j..i-1
dp[J1[i] = dp[3][1 - 1];
int ov = 1;
int si = j;
for (int k = ©; k < nl[i].size(); k++) {
if (nl[i][k].first < si) { // kui algus on enne vaadeldavat indeksit
continue;

// kui on esimene 16ik v6i eelmise 16igu 10pp on enne vaadeldavat tippu
if (k == 0 || nl[i][k - 1].second < si) {
if (nl[i][k].first <= si && nl[i][k].second >= si) {
continue; // oleme 16igu sees, ei muutu midagi

}

// liidame need 1digud juurde, mis tuleb arvesse vodtta
ov += dp[si][nl[i][k].first - 1];
continue;

}
if (nl[i][k].first - 1 == nl[i][k - 1].second) {
continue;

¥
ov += dp[nl[i][k - 1].second + 1][nl[i][k].first - 1];
¥
, dp[j1[i] = max(dp[j1[i], ov);
¥
int vas = dp[@][n - 1];
return vas;

8.8.4 Keerukus

Mahuline keerukus on muidugi taas tabeli suurus ehk 0(n?). Lahtri tiitmiseks on vaja vaadata kdiki
eelnevaid tippe ehk teha kuni n arvutust, kogu ajaline keerukus on seega 0(n?).



8.9 KONTROLLULESANDED

8.9.1 Torn

Kilma soja ajal Uritasid USA ning NSVL Uksteist igas asjas lile trumbata. Seega, kui Leonid Breznev
kuulis, et Gks Ameerika koolipoiss on ehitanud maailma kdrgeima pappkastidest koosneva torni,
teatas ta kohe, et Noukogude Liit ei saa jadda teiseks. Oma pappkasttorni ehitamiseks said
noukogude teadlased N(1<N<1000) erinevat sorti kasti, mis on nummerdatud arvudega 1...N ning
mida on |IGputul hulgal saadaval. Iga kasti kohta on teada selle kaal ning maksimaalne kaal, mida see
kannatada suudab. Kastide paigutamiseks on jargmised reeglid: vaiksema numbriga kasti ei tohi
suurema numbriga kasti peale panna ning tGhegi kasti peal ei tohi kokku olla rohkem raskust, kui see
kannatada suudab. Leida maksimaalne arv kaste, mida on véimalik liksteise peale laduda.

Sisendi esimesel real on arv N. Jargmisel N real on kaks tiihikutega eraldatud tdisarvu: kasti kaal ning
kandmisvdime.

Viljastada Uiks tdisarv: maksimaalne arv kaste,
mida on vBimalik liksteise peale laduda.
NAIDE:

5

19 15

7 13

57

6 8

12

Vastus:
4
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8.9.2 Bussireisid

Bussifirma tahab saata Ghe bussi mé6da teedevorku sditma, nii et see jouab I6puks ka bussijaama
tagasi. Teedevdrgus on n(1<n<50) ristmikku, m(1<m<1000) kahesuunalist teed kahe ristmiku vahel,
mille kohta on teada sdidukulu teed modda sditmiseks ning p(1<p<12) peatust, mis asuvad
ristmikutel ning mille kohta on teada, kui palju tulu saab firma, kui buss sinna sGidab. Buss alustab
teekonda ristmikult nr 0. Leida suurim kasum, mida firma saab teenida.

Sisendi esimesel real on kaks tiihikuga eraldatud taisarvu: n ja m. Jargmisel m real on kolm tihikutega
eraldatud tdisarvu: tee vasak otspunkt, tee parem otspunkt ning tee sdidukulu sentides. Siis on
Uksikul real tdisarv p. Jargmisel p real on kaks tiihikuga eraldatud tdisarvu: peatuse asukoht ning
peatuses peatumise eest saadav tulu sentides.

Viéljundisse kirjutada ks tdisarv: firma maksimaalne kasum sentides.

NAIDE 1:

5

1 100
2 300
3 200
4 400
4 325

150
700
900
Vastus:
350
NAIDE 2:
11

0 1 150
1

1 299
Vastus:
0

AP WNWWNERERO P
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8.9.3 Sillad

Parast Uht looduskatastroofi on Raniorg jagunenud kaheks osaks, mille vahel on kuristik. Kummalegi
poole kuristikku on jaanud firmad, millest igatihel on oma tootlus ning usk mingisse IT suurtegijasse.
Otsustati, et oleks hea mote ehitada kuristikule firmade vahele sildasid selleks, et nad saaksid
Uhineda ning oma tootlust kahekordistada. Samas on teada, et ei ole hea mote (ihendada erineva
usuga firmasid ning sillad Uksteist liletada ei saa. Aidake firmajuhtidel leida, kuidas maksimeerida
tootlikkuse kasvu ning mis on vahim vajalik sildade arv, et ndutud tootlikkust saada.

Sisendi esimesel real on arv v(1<v<1000), vasakul darel olevate firmade arv. Jargmised v rida
sisaldavad kolm tiihikutega stringi: firma nimi, firma kirikupea ning firma tootlikkus. Firmad on antud
nende paiknemise jarjekorras serval.

Nendele jargneb arv p(1<p<1000) - paremal aarel olevate firmade arv. Jargmised p rida sisaldavad
nende firmade informatsiooni samas stiilis, kui vasakul darel olevate firmade kohta.

Viljastada kaks tiihikutega eraldatud taisarvu: maksimaalne véimalik tootlikkuse kasv ning selleks
minimaalne sildade arv.
NAIDE :

3

Apple Jobs 1000000
Ladne-Google Lee 1000
Micro Gates 400

4

Googol Lee 5000

Pear Jobs 1200

Soft Gates 100
Ida-Google Lee 50
Vastus:

1002250 2
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8.9.4 Mang

4*4 laual mangitakse jargmist mangu: mangija saab kas katta ihe vabalt valitud ruudu voi valida kaks
vOi kolm jarjestikust tiihja ruutu, millest moodustatud rida on (ihe otsaga vastu ruudustiku serva,
ning koik selles reas olevad ruudud katta. Kaotab see, kes katab kogu ruudustiku. Kirjutada
programm, mis vaatab juba kaetud ruute, ning (tleb, kas antud seis on selline, et parima strateegia
korral voidab praegu kaija voi teisena kaija.

Sisendi esimesel real on arv n(1<n<100 000), erinevate laudade arv. Jargmistel ridadel on n 4*4
lauda, kus ‘X’ tahistab kaetud ruutu ning ’.’ katmata ruutu. Iga laua ees on tihi rida.

Viljastada n rida. i-ndal real on kirjas Uiks s6na: ALUSTAJA, kui praegu kaija véidab voi TEINE, kui
teisena kaija véidab.

NAIDE:

3

XXX.
XXX.
< XXX
< XXX

XXXX

XX. X
XX. X

Vastus:
TEINE
ALUSTAJA
TEINE
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8.9.5 Uuring

KAPO on oma korruptsiooniuuringutega saanud katte ihe markmiku, kuhu on kirja pandud k&ik
tehingud, mida kahtlusalune organisatsioon on viimase kuu jooksul teinud. Iga tehing on mingi arv,
mis naitab, kas organisatsioon on kulutanud tehinguga x eurot dra v6i saanud x eurot juurde. Iga
lehekiilje I6pus on margitud kdigi tehingute summa ehk voog. Naiteks kui on lehekiiljel olevate
tehingutega saadud 7€, saadud veel 2€, kulutatud 3€, saadud 1€ ning kulutatud 11€, on lehekiilje
[6pusarv7 +2—-3+1-11=-4.Samas ei ole iga tehingu juurde margitud, kas see oli kulu vi tulu.
Kuna KAPO tahab seda teada, on vaja kirjutada programm, mis leiab kas mingi tehing oli kulu, tulu voi
ei ole teada, kumb tehing see on.

Sisendi esimesel real on kaks tihikuga eraldatud arvu: N (2<N<4@) ning F (-16000<F<16000),
lehekiljel margitud voog. Jargmisel N real onarv T (1<T<400), tehingu absoluutvaartus.

Viljastada N-margiline string. i-s mark peab olema '+, kui on teada, et i-s tehing on tulu, ’-’, kui i-s
tehing on kulu ning ’?’, kui ei ole voimalik seda informatsiooni teada. Kui ei ole véimalik margitud
voogu nende tehingutega saada, kirjutada valjundi ainsale reale Gks mark ’*’.
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8.9.6 Alkeemik

Alkeemialaboris on hulk erinevaid kemikaale. Alkeemik tahab need kahekaupa omavahel kokku
segada, et alles jadks vaid ks kemikaal. Iga kahe kemikaali reageerimisel tekib mingisugune kolmas
kemikaal ning eraldub teatud hulk soojust, mida saab tabelist jargi vaadata:

Kemikaalid | 1 2 3
Uus Eraldunud | Uus Eraldunud | Uus Eraldunud
kemikaal s00jus kemikaal s00jus kemikaal s00jus

1 1 0 3 -10 3 3000

2 3 -10 2 0 1 -500

3 3 3000 1 -500 3 0

Ulalolevas tabelis on kolm erinevat kemikaali: 1, 2 ja 3. Kui kokku segada kemikaalid 1 ja 3, tekib 3000
Ghikut soojust ning uus segu on kemikaal 3. Vahel vdib soojus neelduda. Naiteks tekib kemikaalide 2
ja 3 segamisel kemikaal 1 ning temperatuur langeb 500 soojusiihiku vorra. Alkeemik tahab tekitada
vOimalikult kdrget temperatuuri. Seega, kui laboris on kemikaalid 1, 2, 2 ja 3, on tal vGimalik nendest
saada erinevaid temperatuure. Kui valida jarjekord (2(1(23))), on temperatuuri muut kokku -510, kui
see on aga ((12)(23)), on temperatuuri muut 2490.

Sisendi esimesel real on kemikaalide arv n (1<n<6). Jargmisel n real on n tiihikutega eraldatud
arvupaari, kus i-nda rea j-nda paari esimene arv on kemikaalide i ja j segamisel tekkiv uus kemikaal
ning teine arv on sellel reaktsioonil toimuv temperatuuri muut. Jargmisel real on katseklaaside arv

k (22k<1@). Sellele jargneb rida, kus on k arvu: igas katseklaasis olev kemikaali number.

Viljastada ks arv: maksimaalne véimalik temperatuuri tdus, mida on voimalik tekitada.

NAIDE 1:
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8.9.7 Puhkus

L6bus Albert otsustas minna méneks paevaks puhkusele. Puhkusel on tal voimalik teha erinevaid
tegevusi, mille hind ja Idbuvaartus on teada. Albert teeb iga pdev tapselt Ght tegevust, kuid kui teha
Uht tegevust teist pdeva jarjest, saab Albert sellest 50% esialgsest [6buvaartusest ning kolmandal
jarjestikusel paeval pole see tegevus enam IGbus. Seega, kui mingi tegevuse I6buvaartus on v ning
Albert teeb seda kolm pdeva jarjest, saab ta kokku I6buvaartuse 1, 5v. Aita Albertil oma reisi
planeerida, nii et tal oleks vGimalikult Idbus ning ta ei tletaks oma eelarvet.

Sisendi esimesel real on kolm tiihikutega eraldatud arvu: reisil olemise pdevade arv k (1<k<21),
erinevate tegevuste arv n(1<n<50) ning Alberti eelarve m (0<m<100).

Jargneval n real on kaks tiihikuga eraldatud taisarvu: ¢ (1<c<50), tegevuse hind ning

v (1<v<£10000), tegevuse I6buvaartus.

Valjundisse kirjutada kaks tiihikuga eraldatud arvu: maksimaalne I6buvaartus, mida Albert saab
endale lubada ning minimaalne hind, millega ta saab seda endale lubada. Kui Gkski véimalik
tegevuskava ei mahu eelarvesse sisse, vdljastada arvupaar @ .

NAIDE 1:
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8.9.8 Tango

Sel ajal, kui muusika algab, on peol vérdselt poisse ning tlidrukuid. Nad moodustavad omavahel
poiss-tlidruk paarid, nii et keegi ei jaa tantsust kdrvale. On teada, et m6ned paarid on sellised, et
paarilised vihkavad teineteist (vihkav paar) ning teised paarid on sellised, et paarilised armastavad
liksteist (armastav paar). Ulejddnud paarides on paariliste omavaheline suhe neutraalne (neutraalne
paar). Leida, mitu erinevat voimalust on paaride moodustamiseks, kus kas ei ole ihtegi vihkavat paari
vOi on vdahemalt Uiks armastav paar.

Sisendi esimesel real on arv n(1<n<15), mis nditab poiste (ja seega ka tlidrukute) arvu. Jargmisel n
real on n tiihikutega eraldatud arvu (@, 1 vGi 2). real i veerus j tahistab @, et i-s poiss ning j-s tlidruk
moodustavad vihkava paari, 1, et moodustub neutraalne paar ning 2 tdhistab armastavat paari.
Viéljundisse kirjutada tks arv: véimalike paarikomplektide koguarv.
NAIDE 1:
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8.9.9 Valimised

FIPA (Federation Internationale de Programmation Association) korraldab haaletuse, et teada saada,
mis riik korraldab tulevast programmeerimise MM-i ning EIO Ziirii on ndus tegema kdik, mis véimalik,
et saada Eestit korraldajaks. Selleks teevad nad rahalisi annetusi erinevatele riikidele. Erinevate
meetodite kaudu on teada, mitu eurot on vaja mingile riigile annetada, et nad haéle Eestile annaksid.
Samas on teada, et hdale saamiseks ei pea igale riigile raha annetama, sest vaiksemad ja vaesemad
riigid on suuremate moju all ning haaletavad nii, nagu nende mdjutaja. Seega, kui annetada mingile
riigile, saab Eesti selle riigi hadle, kdigi sellele alluvate riikide haaled jne. Naiteks kui on teada, et
Moldova on Rumeenia mdju all ning Rumeenia on Venemaa maju all, on véimalik kdigi kolme riigi
hailed saada siis, kui annetada vaid Venemaale. Uhelgi riigil pole mitut md&jutajat ning iikski m&juahel
ei moodusta tsiiklit. EIO Ziirii palub abi, et teada saada, mis on vahim hulk raha, mida nad peavad
kulutama, et Eesti vbidaks. Kandidaadina ei ole Eestil hdaledigust.

Sisendi esimesel real on kaks arvu: n (1<n<2@0) ningm (0<m<n), mis on haaletusel osalevate riikide
arv ning Eesti valimiseks vajaminev haalte arv. Jargmisel n real on info iga haaledigusliku riigi kohta.
Esimesena on riigi nimi, siis on hadle muutmiseks vajaminev raha hulk, siis on number @ vdi 1, mis
naitab, kas antud riigil on Glemus: 0 tahistab, et Glemust pole ja 1, et Gilemus on. Riigi Glemuse nimi
(kui see on olemas) on neljas string reas. Iga riigi Glemus on sisendis eelnevalt mainitud.

Viéljundisse kirjutada tks arv: Mitu eurot on vaja kulutada, et Eesti saaks MM-i korraldajaks.

NAIDE:
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8.9.10 Plaan

Kuulus programmeerija ning kolmekordne |01 kuldmedalist Martin Pettai tootab niitid vdikeses
idufirmas Pisiraamat, kus tal tuleb tegeleda kahe projektiga: ,Pehme” ja ,,Nagu“. Martin peab
kummagi projekti kallal té6tama D (D < 33) paeva. Ta ei saa Uhel pdeval mitme projekti kallal to6tada
ning ta peab varem alustatud projekti ka varem I6petama. Samuti on Martin ainus inimene, kes
projekte t66s hoiab, mistottu ta ei tohi rohkem kui G (G < 33) pdeva kummagi projekti kallal mitte
tootada. Seega, kui D = 3 ja G = 2, on tal véimalik jargneva kuue padeva jaoks kiimme erinevat
toograafikut koostada:

1. pdev 2. paev 3. paev 4. paev 5. paev 6. paev
1. LPehme” Pehme” LMNagu” Pehme” +MNagu” LMNagu”
2. »MNagu” LMNagu” Pehme” LNagu” Pehme” Pehme”
3. LPehme™ ~Pehme” LMNagu” LNagu” LPehme® »MNagu”
4, »MNagu” LMNagu” Pehme” Pehme” LMNagu” LPehme”
5. LPehme™ LMagu” LPehme™ Pehme™ LMNEgu” LMNagu”
o. LMNagu” ~Pehme” LMagu” LMNaEgu” LPehme® Pehme®™
7. LPehme” LMNagu” Pehme” LMNagu” LPehme” oMNagu”
3. LMNagu” LPehme” LMagu” Pehme™ LMNEgu” LLPehme™
9, LPehme™ LMagu” LMagu” Pehme LPehme® LMNEgu”
10. »MNagu” Pehme” Pehme” «MNagu” +MNagu” LPehme”

Sisendi ainsal real on arvud D ja G.

Valjundisse kirjutada tks arv: mitu erinevat voimalust on Martinil to6graafiku koostamiseks.
NAIDE:

32

Vastus:

10

8.10 VUTED LISAMATERJALIDELE

Kaasasolevas failis VP_lisad.zip, peatiikk8 kaustas on abistavad failid kdesoleva peatiiki materjalidega
pohjalikumaks tutvumiseks:

0/1 seljakoti ilesnne
Randkaupmees Held-Karpi algoritmiga
Levenshteini kaugus ehk toimetamiskaugus

Kohver.cpp, Kohver.java, Kohver.py
Kaupmees.cpp, Kaupmees.java, Kaupmees.py
Levenshtein.cpp, Levenshtein.java,
Levenshtein.py

Geenidl.cpp, Geenidl.java, Geenidl.py
Geenid2.cpp, Geenid2.java, Geenid2.py
DTW.cpp, DTW.java, DTW.py

Palk.cpp, Palk.java, Palk.py

Maatriksid.cpp, Maatriksid.java, Maatriksid.py
Maed.cpp, Maed.java, Maed.py

Needleman-Wunchi algoritm
Smith-Watermani algoritm
Dinaamiline aja painutamine
Léikudega dp, palgi saagimine
Maatrikisite korrutamine (I6ikudega dp)
Ulesanne “Maed” (I6ikudega dp)
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9 ERIOTSTARBELISED PUUD

Raamatu esimeses osas uuriti mitmesuguseid lldotstarbelisi andmestruktuure nagu massiivid, pinud
ja jarjekorrad. Enamasti voimaldavad need andmestruktuurid t66d tiksikute elementidega ja nende
tavalisteks operatsioonideks ongi elemendi lisamine, muutmine, lugemine voi eemaldamine.

Nii arvutiteaduses uldiselt kui ka vdistlus-
programmeerimises konkreetsemalt on aga sageli vaja
andmestruktuure, mis voimaldavad mitte ainult
Uksikvaartuste, vaid ka suuremate vaartuste

hulkadega manipuleerimist. Naitena voib tuua
operatsioonid nagu ,,mis on suurima vaartusega
-

element 25. ja 137. elemendi vahel?“ v6i ,Suurenda — /L _

~ep e P . . PY /
koiki vaartusi 33. elemendist 99. elemendini”.
Vaatame Ulesannet, kus on antud jada ja on vaja leida minimaalne element mingil suvalisel 16igul
selles jadas. Sellist ilesannet tuntakse kui Range Minimum Query (RMQ).

Sellist laadi Glesannete lahendamiseks sobivad hasti
mitmesugused puukujulised andmestruktuurid. Nende
efektiivset esitamist ja erinevate operatsioonide
realiseerimise vGimalusi uurimegi kdesolevas
peatukis.

9.1 LOIKUDE PUU

Kui sellist miinimumi leidmist on vaja teha vaid the korra, siis on loomulikult optimaalne kaia antud
I6ik 1abi ja leida minimaalne vaartus selles. Selle keerukus on 16igu pikkuse suhtes lineaarne: 0 (n),
kus n on jada pikkus. Kui aga paringuid on palju, siis muutub selline ldhenemine liiga aeglaseks: m
paringu korral on keerukuseks O (m * n). Kui m on véike ja/v6i kui andmed muutuvad véga sagedasti,
siis vOib selline lihtne ldhenemine olla optimaalne — kuna mingit uut struktuuri luua pole vaja, siis
initsialiseerimisaeg puudub, samuti on andmete muutmine keerukusega 0(1).

Kuim >> n, siis on kasulikum taita tabel, kus kirjas koikide 16ikude miinimumid. Selle koostamise
keerukuseks on 0(n?), kuid igale paringule vastuse leidmise keerukus on 0(1). Aga ka see
lahenemine vdib osutuda liiga aeglaseks, eriti juhul, kui andmed paringute vahel muutuda vdivad.

Votame appi kahendpuu, mille igas tipus sailitatakse teatud 16igu miinimumi. Puu juurtipus on kogu
jada [1, n] miinimum, lehtedes jada Uksikud vaartused, sest 16igu [i, i] miinimum asub jadas kohal i.
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Vahetippudes on vasaku alluva ja parema alluva I8ikude Ghend ehk IGik vasaku alluva vasakpoolsest
indeksist parema alluva parempoolse indeksini:

e ™ \
/ \ - / \ -
/ \ Y R / Y R
/ P| = Q
A 4 h ,/ A 4 . 4

Léikude puu kuueelemendilise jada jaoks. Iga tipu juures on nédidatud, millise IGigu kohta selles tipus informatsiooni
sdilitatakse.

Sellist puud nimetatakse Ioikude puuks (i.k segment tree) ja selle motles valja Carnegie-Melloni
Ulikoolis to6tanud ameerika arvutiteadlane Jon Louis Bentley aastal 1977.

9.1.1 Puu loomine jadast

Votame naitejadaks jargmise jada:

1 2 3 4 5 6

3 -1 1 0 2 -1

Esimeseks Ulesandeks on algandmetest puu koostamine. Selleks on vaja kdigepealt otsustada, millist
informatsiooni tippudes vaja hoida on. Antud llesande puhul on mottekas hoida iga 16igu kohta
minimaalset vaartust sellel 16igul voi uuritavas 16igus minimaalse vaartusega elemendi indeksit.
Kasutame siin naidetes esimest.

Meeldetuletuseks teisest peatiikist: kahendpuud, saab seda efektiivselt hoida massiivis. Kui alustada
puud indeksilt 1, siis tipu k vasak alluv on massivis kohal 2 * k ja parem alluv kohal 2 = k + 1. Igas
tipus hoiame tema alluvate miinimumi indeksit.

Uheks sellise puu loomise vdimaluseks on teha seda rekursiivselt:

void loo_puu(int tipp, int algus, int lopp)

{
if (algus == lopp)
LP[tipp] = A[algus]; //LP - 1ldikude puu
else {
//taida vasak ja parem alampuu
loo_puu(2 * tipp, algus, (algus + lopp) / 2);
loo_puu(2 * tipp + 1, (algus + lopp) / 2 + 1, lopp);
//vasaku ja parema alampuu miinimum
int k = 2 * tipp;
LP[tipp] = min(LP[k], LP[k + 1]); //A - algandmed
}
}
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Eelmisel joonisel toodud jadale vastav miinimumide indekseid sisaldav l6ikude puu abstraktselt ja massiivina.

Puu loomise keerukuseks on 0 (n), kuid tasub meeles pidada, et see on {ihekordne protseduur.

9.1.2 Loigul vaartuse leidmine

Kui puu on valmis, siis jargmiseks protseduuriks on paringutele vastamine ehk vaartuse leidmine
mingil suvalisel 16igul [i, j].

Vaartuse leidmist alustame juurest, kus on olemas kogu jada miinimumi indeks. Kui aga I6ik [, j] ei
kata kogu jada, siis kogu jada miinimumiga ei ole midagi kasulikku peale hakata. Edasi otsimiseks on
kolm véimalust:

1. Otspunkt j asub vasakus alampuus (j < 2). Sellisel juhul asub kogu uuritav 16ik vasakus
alampuus ja véime sealt jatkata.
2. Otspunkt i asub paremas alampuus (i > g). Sellisel juhul asub kogu otsitav [6ik paremas

alampuus ja vdéime sealt jatkata.
3. Otspunkt i asub vasakus alampuus ja otspunkt j paremas alampuus. Sellisel juhul jagame
18igu kaheks [i, 2] ja [2 + 1, j]ja otsime kummastki alampuust vastavat I8iku. Ldpuks on

vaja leida miinimum vasakust ja paremast puust leitud miinimumidest.

Kui jouame tippu, kus on sailitatud otsitava 16igu miinimum, siis tagastame kohe selle.
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LGigu [3:5] vddrtuse leidmine. Rohelisega on mdrgitud need tipud, mille vddrtus on oluline miinimumi leidmiseks uuritaval
I1Gigul.

Otsime nditeks minimaalset vaartust 16igul [3, 5]. Alustame juurest. Esimene otspunkt 3 asub vasakus
alampuus ja l0igu teine otspunkt 5 paremas alampuus. Vasak alampuu katab 18igu [1, 3]. Kuna ka see
ei kuulu taielikult otsitavasse 16iku [3, 5], tuleb vaadata selle 16igu alampuid. Vasakul on I16ik [1, 2],
mis ei kattu Uldse otsitava IGiguga. Selle vaartusega ei ole vaja arvestada ega siit edasi otsida. Léigu
[1, 3] parem alampuu [3:3] sisaldub tervenisti otsitavas |Gigus [2, 5] ja seega tuleb selle vaartusega
arvestada.

Juure parempoolses alampuus on 16ik [4, 6], mis ei kuulu tervenisti otsitavasse I6iku, seega on taas
vaja vaadata selle alampuid. Vasakpoolne alampuu [4, 5] aga kuulub tervenisti otsitavasse 16iku,
saame kasutata siin salvestatud vaartust ilma selle alampuudele lilkkumata. L&ik [6, 6], mis on |Gigu [4,
6] paremaks alampuuks, ei oma Uhisosa Idiguga [3, 5], sellega pole vaja arvestada. Vastuse saab
seega kokku tippudes [2, 2] ja [3, 4] salvestatud vaartustest. Miinimumi leidmise llesandes on selleks
vahim nendest.

Funktsioon, mis seda teeb:

int otsi(int tipp, int algus, int lopp, int i, int j)

{
int vv, pv;
if (i > lopp || j < algus)
return maxInt; // seda intervalli ei kasuta
if (algus >= i && lopp <= j) // Kui kogu intervall kattub,
return LP[tipp]; // tagasta vadartus selles sdlmes.
vv = otsi(2*tipp, algus, (algus+lopp) / 2, i, j); //leia sobiv intervall vasakust
pv = otsi(2*tipp + 1, (algus+lopp) / 2 + 1, lopp, i, J); // ja paremast alampuust
// tagastame sobiva
if (vv <= pv)
return vv;
return pv;
}

Uksikoperatsiooni keerukuseks on O(log n).
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9.1.3 Vaartuse muutmine

Eriti oluline on |dikude puu siis, kui vaartused jadas véivad muutuda. Vaartuse muutmine on samuti
keerukusega O (log n), kuna peame uuendama ainult lehe ja selle eellaste vaartusi.

Naiteks soovime elemendile indeksil 2 anda vaartuseks -1 asemel 2. Kindlasti voib selline muudatus
mdjutada juurt. Kuna element 2 kuulub juure vasakusse alampuusse, tuleb muuta ka seda ehk I6igu
[1, 3] vaartust, parem alampuu [4, 6] jadb aga samaks. Samuti tuleb muuta I6ikude [1, 2] ja [2, 2]
vaartusi.

e e B _ \\\\ -
- vd N (i NGR
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Vddrtuse indeksil 2 muutmine. Punasega on mdrgitud need tipud, mille vddrtused tuleb iile arvutada.

Klassikaline vote on taas tulla puus Ulevalt alla ja rekursiivselt muuta nende I6ikude vaarust, mis
sisaldavad muudetavat elementi:

void uuenda(int tipp, int algus, int lopp, int id)
{
if (algus == lopp) { //Leht
LP[tipp] = A[id]
return;

}

else {
int kk = (algus + lopp) / 2;
if (algus <= id && id <= kk) {
uuenda(2 * tipp, algus, kk, id); // vasak alampuu
}

else {
uuenda(2 * tipp + 1, kk + 1, lopp, id); //parem alampuu
}

// vasak ja parem kokku
LP[tipp] = min(LP[2*tipp], LP[2*tipp + 1]);

9.1.4 Vaartuste muutmine tervel 16igul

Mdnikord on vaja korraga uuendada vaartusi terves mingis 16igus. Loomulikult on véimalik
vaartustada kdik lehed Ukshaaval. Veidi parem on kirjutada eraldi funktsioon:
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void uuenda_loik(int tipp, int algus, int lopp, int algusID, int loppID)

{

// ei ole piirides ja see haru ei vaja seega uuendamist
if (algus>lopp || algus>loppID || lopp<algusID)
return;

// leht

if (algus == lopp) {
LP[tipp] = A[id]
return;

}

// Kui ei ole leht, tootleme alluvad

int kk = (algus + lopp) / 2;

uuenda_loik(tipp * 2, algus, kk, algusID, loppID);
uuenda_loik(tipp * 2 + 1, kk + 1, lopp, algusID, loppID);

// alluvate tulemustest miinimum
LP[tipp] = min(LP[2*tipp], LP[2*tipp + 1]);

9.2 LAISK VAARTUSTAMINE LOIKUDE PUUDES

Iga tipp 16ikude puus hoiab endas infot mingi vahemiku kohta. Kui seda tippu on vaja uuendada, siis
on vaja uuendada ka selle tipu alluvaid. Programmeerimisiilesannetes tuleb sageli ette, et vaartusi
muudetakse tervel IGigul sarnaselt, st kas antakse kogu |Gigule {iks ja sama vaartus voi
suurendatakse/vahendatakse vaartusi mingi vaartuse x vorra voi korda. Sellistel juhtudel saab
kergesti leida, mis on terve I6igu vaartuseks (nditeks miinimumiks v6i summaks), ilma et oleks vaja
teada alamldikude vaartusi.

Sellisel juhul on vGéimalus jatta nende alamldikude vaartustamised |6ikude puus tegemata ja teha
need alles siis ja ainult siis, kui tekib vajadus kasutada konkreetseid (alam)ldike. Sellist meetodit
nimetatakse laisaks vaartustamiseks (i.k lazy propagation).

Kuidagi on vaja dra tunda, millised tipud on uuendamata, et neid siis vajadusel digete vaartustega
varustada. Selleks kasutatakse eraldi massiivi, milles on iga tipu kohta vajalik informatsioon, kas ja
kuidas selle tipu vaartust muuta tuleb. Algselt on iga elemendi vaartus selline, mis tahistab, et mingit
muutust teha ei ole vaja.

Oletame, et on I6ikude puu LP ja uuenduste jaoks massiiv U. Kui tipp t muutmist ei vaja, siis U[t] =
nil. Muutmisfunktsiooniks on F(U[t]).

Loikude puu elemendi muutmise algoritm on jargmine:

e Kuivaadeldaval tipp t ootab uuendamist, st U[t] # nil, muuda selle vaartus: LP[t] =
FU[tD.

e Kui vaadeldav vahemik sisaldub tervenisti paringus, uuenda vaadeldav tipp ja sea selle
alluvatele ootel muutused.

e  Kui vahemik kattub osaliselt, siis vadrtusta vasak ja parem alampuu ja uuenda vastavalt
saadud vaartustele.
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Vaatame sellist Idikude puud, milles on igas tipus vastava |0igu elementide summa. Naiteks jadale

1 2 3 4 5 6

8 |10| 8 | 6 |15 | 7

Vastab jargmine I6ikude puu:

28 (28)
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Léikude puu, mille tippudes on vastava I6igu elementide summa. Juurtipus on kogu jada summa, lehtedes liksikud
elemendid.

Edasi on meil vaja suurendada vdi vdhendada iga elemendi vaartust teatud arvu vérra mingil
etteantud I8igul. Oletame, et igale vaartusele 16igul [3, 6] liidetakse juurde 2.

Alguses on meil uuenduste jada U elemendid m&daramata. Juurtipp ei asu tervenisti selles vahemikus,
samuti kuna U[1] on mddramata, ei ole sellel vaja teha uuendusi. Liigume juure alampuudele ning
kontrollime, ega need uuendamist ei vaja. Praegu muidugi veel ei vaja. Vasak alampuu [1, 3] ei asu
samuti tervenisti muudetavas vahemikus, ligume omakorda selle alampuudele. Vasak alampuu on
tervenisti uuendatavast vahemikust valjas ega vaja uuendamist, sellega ei tee midagi. Parem
alampuu aga on tervenisti muudetavas vahemikus, uuendame selle vaartuse ja samuti siis vahemiku
[1, 3] vaartuse. Siiamaani toimub uuendamine tavaparaselt.

Vaatame aga paremat alampuud. Vahemik [4, 6] on tervenisti uuendatavas vahemikus, muudame
selle vaartust ja seame alampuud muutuse ootele. Selleks U[6] = U[7] = 2. Seejarel uuendame
tavaparaselt juurtipu.
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Laisk védrtustamine. Igale tipule IGigus [3:6] lisatakse 2. Rohelisega on tipud, mis muudetakse tavapdraselt, kollasega on
tipp, mille vddrtus muudetakse (+6), aga mille alluvate vddrtusi (punased) ei muudeta.

Oletame, et nlild esitatakse paring 16igu [3, 4] kohta. Loigu [3, 3] vadrtuse saame tavaparaselt
vasakust alampuust, paremas alampuus aga kui jdutakse 16iguni [4, 5], siis on kbigepealt vaja
uuendada selle vaartust (+4) ning seada I6igud [4, 4] ja [5, 5] muutmist vajavateks (U[12]=U[13]=2).
Seejarel liigume IGigule [4, 4], uuendame selle vaartuse (+2) ning saamegi kombineerida vastuse. Loik
[5, 5] jaab ikka muutmise ootele.
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Laisk vadrtustamine. Puu pdrast pdringut IGigu [3:4] kohta.

Oluline on meeles pidada, et info muudatuste kohta tuleb hoida varskena. Seega, kui muudatus on
tehtud, tuleb see eemaldada muudatuste massiivist. Samuti tasub ka tahele panna, et sageli voivad
muudatused kumuleeruda, enne kui neid tegelikele vaartustele rakendatakse. Naiteks kui nidd
soovime vahendada iga elemendi vaartust 3 vorra 16igul [4, 6], siis 10igu [6, 6] vaartust pole vaja
vahepeal vélja arvutada, lihtsalt vaartus massiivis U muutub 3 vorra vaiksemaks. See tahendab, et kui
enne oli U[7]=2, siis padrast on U[7] = 2-3=-1. Seega kui varem oli vaja selle tipu vaartust suurendada 2
vOrra, siis parast on seda hoopis vaja vahendada 1 vorra. Vahepealset vaartust (9) polnudki vaja vilja
arvutada.

Uhe mugavusena koodi kirjutamisel saab antud niite juures ira kasutada ka seda, et nulli v&ib vabalt
liita ja lahutada, ilma et summa sellest muutuks, see tdhendab, et véime alguses vaartustada
muutuste massiivi nullidega ning igale tipule liita massiivis oleva vaartuse ilma eraldi kontrollimata,
kas seda tegelikult vaja teha on.
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Hetkel vOib veel jddda segaseks, miks sellist keerukat siisteemi Gldse vaja on. Paris mitmed
voistlusilesanded on sellised, kus tehakse kdigepealt palju muudatusi I6ikudel ning alles I6puks
esitatakse paring vastuse saamiseks. Nii muutuvad vaartused tervel 16igul mitmeid kordi, enne kui
selle 16igu alampuid tldse vaja kasutada on. Vaatame selleks ldhemalt kahte llesannet toimunud
voistlustelt.

9.2.1 Paberiribade kleepimine

Selle Glesande panin ma 2014. aasta Eesti Informaatika Lahtiselt vdistlusele. Originaalis on see aga
hoopis pariselust, illustreerides asjaolu, et algoritmide tundmine aitab nii mondagi ,tavalist”
programmeerimisilesannet paremini lahendada.

Olen oma iseloomult alati olnud inimene, kes endale
hulgaliselt erinevaid kohustusi, tegemisi, hobisid ja sebimisi
teha votab, mis viib kergesti ohuni, et moni asi votab liiga
palju aega ning miski muu jaab seetdttu unarusse. Selle
ennetamiseks kirjutasin endale programmi, kus saab
erinevaid tegevusi kergesti ajajoonele markida, naiteks
hiirega algusest vastava ajalGigu algusest |G0puni vedades.
Sageli on olukordi, kus mone pikemaajalise tegevuse (nt
toopaeva) vahele tuleb markida muid vaikesi tegevusi (nt
puhkepause), nii et kogutulemus on Upris fragmenteeritud.
Andmete pealt saab teha igasugust huvitavat statistikat, nt uurida, millele erinevatel ajaperioodidel
rohkem voi vahem aega kulub.

Sisuliselt on tegu hulga ajaintervallidega, millega on vaja erinevaid lisamise, muutmise ja parimise
operatsioone sooritada. Kuni andmeid on vihe, pole vaga suurt vahet, millist algoritmi kasutada, aga
aastatega koguneb selliseid ajaintervalle palju tuhandeid ja tlesande lahendamiseks sobiski hasti

|6ikude puu.
& TimeManager - o
Vacation6 ¥ Active Task  [Olf
. [WGKM Rest  Chiden [Eveiydal | Other | Workout | Ol  [JGEWEMI People | PkiPlay | Tutring =~ Blog | GamePr KTODO =~ Party  [HEBMGI Present | Invest HighPts | Travel [Clothes|  Delete
Time spenttoday: 2:27:41  02:28:04  00:18:27 01:53:20 00:26:56 00:10:44 0155400 00:54:11 01:26:13 00:54:50 00:32:29 00:47:16  00:00:00 00:00:00 01:30:12 00:00:00 00:00:00 00:15:11 00:00:00 00:00:00 00:00:00
Delta: 206:37:120 -14:21:27 [-06:37:40 [DEISESN DEOMEN -04:54:51) -01:46:34 -17:38:26 [DEBSHDON -12:26:06 00:17:46 [-03:22:01 00:53:09 02:50:22 [BENOSHSH -00:04:43 01:39:50 02:56:20 15:58:09 23:39:58 02:55:11
Total imbalance: 2.20:19:48 (pos ratio 0,33)
neljapéev , 28. detsember 2017 ] >
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 il 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

Save ToFile Compress
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Jargneb aga juba voistluse jaoks kohandatud sdnastus:

Jukul on pikk must pabeririba pikkusega L cm, millele ta kleebib teisi, varvilisi paberiribasid.
Kleebitavad ribad mahuvad alati esialgse riba peale ara. Koik ribad on sama laiusega. Iga jargmine
riba varjab ara tema all olevad varvid. Leida, millised varvid ja milliste pikkustega jaavad
I6ppkokkuvottes naha.

Sisendi esimesel real on antud musta riba pikkus L (1 < L < 1@°) ning kleebitavate ribade arv

N (@ < N < 500 000). Jargmisel N real on igaiihel kolm taisarvu: Gihe riba varvikood K (1 < K < 100)
ning selle alguse A ja I6pu B kaugus musta riba algusest (0 < A < B < L). Musta varvi kood on e.
Ainult alumine riba on must, teised on koik varvilised.

Viljundisse valjastada I0puks ndha jaavate erinevat varvi I0ikude varvid ja pikkused alates algse
musta riba algusest kuni I6puni. Jarjestikused sama varvi ribad véljastada tihe IGiguna.

NAIDE:
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Iga pabeririba katab dra mingi teadaoleva 16igu ehk muudab varvi sellel IGigul. Siin toimub meil
koigepealt hulk kleepimisi, millest igaliks muudab varvi mingil 16igul. Meil on vaja kuidagi jarge
pidada nende muutuste Ule, et saaksime valjastada IGppseisu. Selleks sobib suureparaselt 16ikude
puu. Kuna vaartusi muudetakse tervete I6ikude kaupa ja vOib olla ka paris palju Ule kleepimisi, siis on
kaval kasutada laiska vaartustamist — konkreetsete thikldikude vaartused ei pruugigi kunagi
kasutuses olla. Seetdttu pole vaja isegi luua tervet puud vaid véime luua mingi tipu t alampuud alles
siis, kui neid on vaja. Ulevaatlikkuse mdttes ongi joonistel toodud ainult vajalikud tipud. Alustame
ainult juurtipuga, mis on must (kood 0):

Nild on vaja lisada esimene riba varviga 1 (oletame, et see on punane). Kuna riba [2, 10] ei kata
kogu musta riba, on vaja liikuda selle alampuudele. Alampuud parivad esialgu sama varvi, mis
vanemal:

[:101] (0 [oz20] (0)

Vaatame koigepealt, mis juhtub parempoolse alampuuga, mis vastab IGigule [10, 20]. Kuna see 16ik
jaab tervenisti kleebitavast ribast mojutamata, siis jaab selle varviks must (0) ning sealt edasi liikuda
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ei ole vaja. Vasakpoolsele alampuule vastav 16ik [0, 10] on osaliselt kleebitava ribaga kaetud, seega
tuleb liikuda selle alampuudele:

--[0 :20] K0 D

[0:10] \0/ [10:20)

5] @ s:101] (0)

G\
-/

Vaatame taas enne I6igu [0, 10] parempoolset alampuud, mis vastab Idigule [5, 10]. See laheb
tervenisti katmisele ja saamegi sellele maarata uue varvi ehk vaartuse 1. Siit edasi ei ole vaja liikuda.

Vasakpoolne 16ik [0, 5] aga on osaliselt kaetud ja seda tuleb taas poolitada ning parast seda veel
kord:

[0:20]

~ =
( ) (19
= &

[2:3]

Niud on probleem selles, et mitmetel vanematel on varv erinev alluvate omast. Seega paneme
selliste vanemate, millel on eri varvi alluvaid, varvi vaartuseks -1. Nii on puud labi kaies lihtne aru
saada, mis toimub — kui I8igu varviks on -1, siis selle IGigu tegelikku varvi me ei tea ja peame uurima

tema alamldike. Kui aga 10igul on seatud mingi muu varv, siis on kogu see I6ik justnimelt seda varvi ja
edasi ei ole vaja seda IGiku jupiti uurida:
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3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20

0 1 2
Teise riba (sinine) lisamise jargselt on pilt selline (kollased on muutunud vaartustega tipud):
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Parast neljanda riba lisamist (samuti roheline):
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Siin tekkis selline huvitavam olukord, kus sai le varvida I6igu, mis oli enne mitmevarviline (varvi
vaartus oli -1). See tipp on margitud joonisel kollasega. Sellest jaavad ripakile tema alluvad (joonisel
punased). Kas on vaja nendega midagi ette votta? Esialgu puudub selleks vajadus, aga tuleb meeles
pidada, et kui liigume Uhevarviliselt tipult tema alluvatele, siis tuleb nende vaartust uuendada — nad
parivad vanemalt varvi vaartuse. Nii et kui see veel enne ilmne ei tundunud, siis ntitid on vast aru
saada, et tegeleme laisa vadrtustamisega.

Pane tahele, et kui puu kohe alguses valmis ehitada, tekib see probleem tegelikult juba esimese riba
lisamisel, kuna aga joonisel neid alluvaid ei kujutatud, siis ei paistnud see veel vilja.

9.2.2 Kood

#include <iostream>
#include <vector>
#include <set>
#include <algorithm>

using namespace std;

vector<int> _pointlList;

vector<Ribbon> _result;

static TreeNode* MakeTree(int startIx, int endIx);
static void SetRibbon(TreeNode node, Ribbon ribbon);
static void WriteTree(TreeNode node);

class Ribbon

{
public:

int Start;

int End;

int Color;

void init(int start, int end, int color);
s
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void Ribbon::init(int a, int 1, int varv) {

Start = a;
End = 1;
Color = varv;
}
class TreeNode
{
public:
int Color;
int LeftPoint;
int RightPoint;
int LeftEnd;
int RightEnd;
bool CoversLeft;
bool CoversRight;
TreeNode* LeftNode;
TreeNode* RightNode;
¥
int main()
{
set<int> pointSet;
vector<Ribbon> ribbons;
int 1, n;
cin >> 1 >> n;
pointSet.insert(0);
pointSet.insert(l);
for (int i =0; i < n; i++) {
int varv, algus, lopp;
cin >> varv >> algus >> lopp;
Ribbon newRibbon;
newRibbon.init(algus, lopp, varv);
ribbons.push_back(newRibbon);
pointSet.insert(newRibbon.Start);
pointSet.insert(newRibbon.End);
}
_pointList.assign(pointSet.begin(), pointSet.end());
sort(_pointList.begin(), _pointList.end());
TreeNode* root = MakeTree(®, _pointList.size() - 1);
for (int i = ribbons.size(); i > @; --i) {
Ribbon ribbon = ribbons[i];
SetRibbon(root, ribbon);
}
WriteTree(root);
for (int i = @; i < _result.size(); i++) {
Ribbon ribbon = _result[i];
cout << ribbon.Color << " " << ribbon.End - ribbon.Start <<
}
}
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static void WriteTree(TreeNode node)

{

}

if (node.LeftNode && !node.CoversLeft) {
WriteTree(node.LeftNode);

}

Ribbon ribbon;
ribbon.init(node.CoversLeft ? node.LeftEnd : node.LeftPoint,
node.CoversRight ? node.RightEnd : node.RightPoint, node.Color);
if (ribbon.Color == -1) {
ribbon.Color = 0;

}

if (_result.size() > © & _result[_result.size() - 1].Color == ribbon.Color) {
_result[_result.size() - 1].End = ribbon.End;

}

else {
_result.push_back(ribbon);

}

if (node.RightNode && !node.CoversRight) {
WriteTree(node.RightNode);

}

static void SetRibbon(TreeNode node, Ribbon ribbon)

{
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// @ == taiesti varvimata haru, -1 = osaliselt varvitud, varvimata juurtipuga haru
if (node.Color <= 0) {
if (node.Color==08&&ribbon.Start<=node.LeftEnd&&ribbon.End>=node.RightPoint) {
node.CoversLeft = true;

}
if (node.Color==08&&ribbon.Start<=node.LeftPoint&&ribbon.End>=node.RightEnd) {

node.CoversRight = true;

}
if (ribbon.Start <= node.LeftPoint && ribbon.End >= node.RightPoint) {
node.Color = ribbon.Color;

}
else {

node.Color = -1;
}

}

if (ribbon.Start < node.LeftPoint && !node.CoversLeft && node.LeftNode) {
SetRibbon(node.LeftNode, ribbon);

}
if (ribbon.End > node.RightPoint && !node.CoversRight && node.RightNode) {

SetRibbon(node.RightNode, ribbon);
}



static TreeNode* MakeTree(int startIx, int endIx)

{
int medIx = (startIx + endIx) / 2;

TreeNode node;
node.LeftEnd = _pointList[startIx];
node.RightEnd = _pointList[endIx];
node.LeftPoint = _pointList[medIx];
node.RightPoint = _pointList[medIx + 17;
if (startIx < medIx) {

node.LeftNode = MakeTree(startIx, medIx);

}
if (endIx > medIx + 1) {

node.RightNode = MakeTree(medIx + 1, endIx);
}

return &node;

}

9.2.3 Ulesanne: Sein

See llesanne on Taipeis toimunud 2014. aasta rahvusvaheliselt informaatikaolimpiaadilt.

Jian-Jia ehitab seina, ladudes Uksteise otsa Uhesuuruseid kive. Sein koosneb tulbast kividest, mis on
nummerdatud vasakult paremale. Tulpadel kérgused vdivad olla erinevad. Tulba kdrguseks on kivide
arv selles tulbas.
Jian-Jia ehitab seina jargneval viisil: alguses pole tiheski tulbas Uhtki kivi. Seejarel labib Jian-Jia K
kivide lisamise voi eemaldamise etappi. Ehitamine |Gpeb, kui kdik K etappi on labitud. Igas etapis saab
Jian-Jia 16igu jarjestikuseid kivitulpasid ja kdrguse H ning sooritab jargmise protseduuri:
o Lisamise etapis lisab Jian-Jia etteantud Idigus kive nendesse tulpadesse, kus on vahem kui H kivi,
nii et neis oleks tapselt H kivi. Tulpadega, kus juba on H voi rohkem kivi, ei tee ta midagi.
o Eemaldamise etapis eemaldab Jian-Jia etteantud IGigus kive nendest tulpadest, kus on rohkem kui
H kivi, nii et alles jaab H kivi. Tulpadega, kus juba on H vdi vahem kivi, ei tee ta midagi.
Sinu llesanne on leida seina I6plik kuju.
Sisendi esimesel real on kaks taisarvu: n (@ < n < 2 000 000) — tulpade arv seinas ja
k(e < k < 500 000)— etappide arv. Jargmisel k real on igaiihel neli tdisarvu, mis kirjeldavad igat
etappi: operatsiooni tlilip t (1-lisamine, 2-eemaldamine), vasak otspunkt v, parem otspunkt p,
kusjuuresv < p,jah(@ < h < 100 000) — seina korgus sellel etapil.
Viéljundi ainsale reale kirjutada tiihikutega eraldatult n taisarvu — iga tulba |6ppkdrgus.
NAIDE:
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Sellegi Glesande lahendamiseks saab kasutada I6ikude puud. Siin aga tuleb vdga hoolega silmas
pidada, milline on ehitamise mehhanism: me ei pruugi muuta I6igul kdiki vaartusi, vaid ainult teatud
osa nendest. Suurt probleemi see kohe ei tekita, sest lisamisel peame vétma maksimumi senisest
korgusest ja uuest kérgusest, eemaldamisel aga neist miinimumi.
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Uhe vdimalusena on hoida lisamise ja eemaldamise protseduuride jaoks eraldi massiive.

#include <algorithm>
#include <iostream>

using namespace std;

const int LEHED = (1 << 21);
const int PIKKUS = (1 << 22) + 5;

int D[PIKKUS], U[PIKKUS];
int N, K;

void yhenda(int n, int d, int u)

{
D[n] = min(D[n], d);
D[n] = max(D[n], u);
Uln] = max(U[n], u);
Uln] = min(U[n], d);
}
void tootle(int n, char t, int h)
{
if (t == 2) {
D[n] = min(D[n], h);
Uln] = min(U[n], h);
b
if (t ==1) {
D[n] = max(D[n], h);
Uln] = max(U[n], h);
}
}

void ehita(int v, int p, int t, int h, int n, int a, int b)
{
if (a > p || b < v) return; // ei ole 13igus
if (a2 >= v & b <= p) { // on tervenisti 1&igus
tootle(n, t, h);
return;

}

yhenda(2 * n, D[n], U[n]);
yhenda(2 * n + 1, D[n], U[n]);
D[n] = PIKKUS;

Uln] = @;

int mid = (a + b) / 2;
ehita(v, p, t, h, 2 * n, a, mid);
ehita(v, p, t, h, 2 * n + 1, mid + 1, b);

}
void lopeta()
{
for(int i = 1; i <= LEHED - 1; i++) {
yhenda(2 * i, D[i], U[i]);
yhenda(2 * i + 1, D[i], U[i]);
}
}
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int main()

{
cin >> N >> K;
for (int i = 1; i <= K; i++) {
int t, v, p, h;
cin >> t >> v >> p >> h;
//1-lisamine, 2-eemaldamine
ehita(v + 1, p + 1, t, h, 1, 1, LEHED);
}
lopeta();
for (int i = LEHED; i < LEHED + N; i++)
cout << min(D[i], U[i]) << " ";
cin >> K;
}

9.3 FENWICKI PUU

Fenwicki puu ehk kahendindekseeritud puu leiutas 1994. aastal Uus-Meremaa arvutiteadlane Peter
Fenwick, kes uuris voimalusi andmepakkimisalgoritmide efektiivsuse suurendamiseks.

Vaatame Ulesannet, kus tuleb leida kumulatiivne summa mingil 16igul. Jallegi — kui seda on vaja teha
ainult ks kord, siis piisab sellest, kui liidamegi vaartused antud 18igul kokku. Kui paringuid on palju,
kuid vaartused ei muutu, siis voib jadas hoida kumulatiivseid summasid: jada esimesel kohal on
esimese elemendi vaartus, teisel kohal esimese ja teise summa, kolmandal esimese kolme summa
jne. Kui on vaja leida summa I8igul [a, b], siis selleks on I6ikude [0, b] ja [0, a — 1] vahe. Seega on
sellise massiivi lilesseadmine keerukusega O (n) ning sellest summa leidmine keerukusega 0(1).

Kolmandaks voimaluseks on kasutada IGikude puud, mille tippudes hoitakse alluvate summasid.
Naiteks:

@ @ @ @ @ ® @ @
POOPOODOOIDDO® DD ®

Lehtedeks on kdikide arvude 0-15 (0000-1111) sagedused. Igas tipus on tema alluvate summa.
Paneme tdhele, et summa leidmiseks on vaja vaadata ainult méningaid tippe:
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1 1 3 6l 2 7 49 219 49 7 3 129 3 4% 149 38

Kumulatiivsete summade leidmiseks on vaja hoida meeles ainult roheliste tippude vaartused.

9.3.1 Summa leidmine

Vaatame, kuidas leida esimese 13 elemendi summat. Iga summat saab esitada mingi mittekattuvate
alamldikude summana.

[T 23 Jals]e 78910111213 [1a[15] 16|
4 1]38J

Ulemisel joonisel on algses massiivis summeeritavad vaartused. Erinevate virvidega on tahistatud
erinevad IGigud. Teises massiivis on Fenwicki puu ja rohelisega on tahistatud esimese 8 elemendi
summa, kollasega 8.-12. elementide summa ja punasega 13. element. 13 esimese elemendi
kumulatiivne summaon 21 + 12 4+ 3 = 36.
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Naiteks kui on vaja leida 13 esimese elemendi summat, siis kuna 13 = 2° + 22 + 23, siis on meil
vaja leida FP[8] + FP[8+4] + FP[8+4+1], sest FP[8] katab I6igu 1...8, FP[12] I0igu 9..12 ja FP[13]
Giheelemendilise 16igu ehk elemendi kohal 13.

Jargnev funktsioon leiab esimese i elemendi summa:

int KumSumma(int i) {
int sum = @; // siin hoiame otsitavat summat
while (i > @) {
sum += FP[i]; // Fenwicki puu
i=1- (i & -1i); // lahutame viimase biti
}

return sum;
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Siin on kasutatud veidi kavalust bittidega. Negatiivsete arvude esitusest tulenevalt annab i & -i
tulemuseks viimase seatud biti arvus. Nditeks 7 & -7=1, 6 & -6=2,8&-8=8jne. i - (i & -i)
nullib viimase seatud biti.

9.3.2 Elemendi lisamine ja muutmine

Iga kord, kui mingi elemendi vaartust muudetakse, tuleb muuta ka vastavad summad. Muutmise
algoritm on sarnane kumulatiivse summa leidmise omale, aga liigume siin vastupidises suunas —
muutmisel tuleb muuta jargnevaid elemente, mida muudatus mojutab. Naiteks kui suurendada 5.
elemendi vaartust 2 vorra, siis suurendame kdigepealt elementi FP[5], seejarel ka FP[6], kuna selles
hoitakse FP[4] ja FP[5] summat. Edasi tuleb suurendada FP[8], kus hoitakse esimese kaheksa
elemendi summat ja loomulikult ka FP[16], kus on kogu jada summa.

N T N sl

T2 3] a6 6] 78191041 ]12]13] 14[15 16
s sl o] afm] o] ]s ] o]+l

Kasutades taas viimase biti leidmist, saame kiirelt arvutada, millised vaartused tuleb muuta:

void lisaVaartus(int i, int v) {
while (i <= N) {
FP[1i] += v;
i=1+ (i & -i);

}

Lisamist voib ka vaadata kui muutmise operatsiooni, seega saab nii lihtsa vaevaga Fenwicki puu
ehitada.

9.3.3 Uksiku elemendi leidmine

Kui maluruumi jagub, siis voib muidugi iga elemendi tegeliku vaartuse hoida harilikus massiivis ja
uksiku elemendi vaartuse leidmine on sel juhul keerukusega 0(1). Uksiku elemendi véaartust on
vOimalik aga taastada ka Fenwicki puust. Pole raske margata, et A[k] = FP[k] — FP[k — 1], kus A
on algandmetega massiiv.

int leiaVaartus(int i) {
return KumSumma(i) - KumSumma(i - 1);
}

Vajadusel saab veidi kavalamalt ka, kasutades dra teadmist, et FP[i] vaartuseks on kas i. elemendi
vaartus voi i. elemendi ja mingite eelnevate elementide summa:

int leiaVaartus2(int i) {
int sum = FP[i]; // summat hakkame vdhendama (vajadusel)
if (i > @) { // erijuht kui i=0
int z =1 - (i & -i); // lahutame viimase biti maha

i--5
while (i != z) { // mingil hetkel z saab vordseks indeksiga
sum -= FP[i]; //vahendame summat
= (i & -i); //lahutame viimase biti
}

}

return sum;
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9.3.4 Indeksi leidmine kumulatiivse summa jargi

Sageli on vaja ka leida etteantud kumulatiivsele summale vastavat indeksit. Uheks v&imaluseks on
proovida lihtsalt iga indeksi jaoks arvutada kumulatiivne summa ja vérrelda seda soovitud summaga.
Kui vaartused voivad olla ka negatiivsed, siis see on tegelikult ainus moodus. Kui aga vaartused on
koik positiivsed, saab kasutada jargmist kahendotsimise algoritmi:

int otsiSumma(int summa) {
int i = @; // vastus
int bitMask = esimeneBitt(N);
while ((bitMask != 0) && (i < N)) {
int mid = i + bitMask; // keskpunkt 16igul
if (summa == FP[mid])
return mid; // leidsime dige summa
else if (summa > FP[mid]) { // kui mahub otsitavasse summasse

i = mid;
summa -= FP[mid]; // otsime, mis veel mahub
}
bitMask >>= 1; // poolitame otsimisldigu
}
if (summa != @)
return -1; // otsitavat summat ei olegi
else
return i;

}

9.3.5 Teatud I6igu summa leidmine

Kui on vaja leida summa teatud |8igul, nditeks elemendist 2 kuni elemendini 7, siis kdige lihtsamaks
lahenduseks on

int loiguSumma(int i, int j) {
return KumSumma(j) - KumSumma(i - 1);

9.4 2-MmOOTMELINE FENWICKI PUU

Vaatame jargmiseks llesannet, kus on vaja punkte tasandile lisada ja eemaldada ning leida parasjagu
mingisse ristkilikukujulisse alasse jadvate punktide arv.

Selle lahendamiseks saab mugavalt kasutada kahemd&dtmelist Fenwicki puud, mis sisuliselt on
Fenwicki puu, mille tippudeks on omakorda Fenwicki puud.
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9.4.1 Lisamine
Lisamise protseduur ndeb valja jargmine:

void lisa(int x, int y, int val) {

int yi;
while (x <= max_x) {
yl=1y;

while (yl <= max_y) {
FP2D[x][y1] += val;
yl += (y1 & -yl1);

}

X 4= (x & -x);
}

Antud Ulesandes voib siis kasutada uue punkti lisamisel vaartust 1 ja olemasoleva punkti
eemaldamisel vaartust -1.

9.4.2 Loendamine
Analoogselt saab laiendada (kumulatiivse summa) leidmise algoritmi kahemdotmelisele puule:

int loenda(int i, int j) {
int ji1;
int sum = 9;
while (i > 0) {
i1 = 7;
while (j1 > 9) {
sum += FP2D[i][j1];
j1 =31 - (31 & -j1);
¥
i=1-(1i&-i);
¥

return sum;

}

Kui on vaja loendada punkte suvalisest ristkilikust:

int loenda(int x1, int y1, int x2, int y2) {
return loenda(x2, y2) - loenda(x1-1, y2) - loenda(yl-1, x2) + loenda(x1-1, y1-1);
}

Sama pohimd&tte jargi saab koostada ka n-m&6tmelisi Fenwicki puid.

9.5 AJALOOGA ANDMESTRUKTUURID

Vahel on meil vaja andmestruktuuri, mis lisaks oma tavalisele funktsionaalsusele ,,maletab“ ka neid
andmeid, mis selles varem olid. Sel juhul Gtleme, et andmestruktuur on ajalooga (i.k. persistent data
structure). Andmestruktuur véib olla taieliku ajalooga (kui kdiki selle varasemaid versioone on
vOBimalik muuta) voi siis osalise ajalooga (kui muuta saab ainult viimast seisu).

Lihtsaim meetod andmestruktuuri ajaloo hoidmiseks on mdistagi sellest iga muudatuse puhul koopia
tegemine, kuid see on jGudluse mottes raiskav. Oluliselt parem on muutumatuks jadvaid andmeid
versioonide vahel jagada.
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Uks vdimalus selleks on nn paksu elemendi meetod — iga iiksikelemendi asemel hoiame
andmestruktuuris isekasvavat massiivi (nt vectorit véi listi). Kui vastavat vaartust muudetakse,
lisatakse massiivi jargmine element. Paksu elemendi meetod sobib naiteks ajalooga massiivi
loomiseks.

Teine oluline vdoimalus on teede kopeerimine. Seda saab kasutada juhul, kui struktuur on ehitatud
Uksteisele viitavatest elementidest (nt ahel véi puu). Selle meetodi korral:

1. Muuda é&ra viited muutunud elemendile.
2. Muuda ara viited eelmises sammus muutunud elementidele.
3. Korda sammu 2 kuni struktuuri alguseni.

9.5.1 Ajalooga l6ikude puu

Ajalooga I6ikude puu (i.k. persistent segment tree) tahendab seda, et sdilitame k&ik tehtud
muudatused, kasutades teede kopeerimise meetodit. Kdige lihtsam on sellest méelda kui
versioneerimisest — iga muudatuse kohta tekib uus puu. Samas on terve uue puu loomine on nii
malu- kui ka ajamahukas. Teede kopeerimise meetod vdoimaldab aga teha muudatusi nii, et
uuendatakse maksimaalselt log (n) tippu. PGhimdtteliselt hoitakse meeles vaid see muudatuste
puu — llejaanud tipud on samad, mis eelmises verisoonis.

(1] (lvr;s\jl ,.{'/7177‘\) [1]
p )5 _.’.\ ___-/ NS .«.'\
//' \\ ,.—’/-4'_ ».\
[2] [ 10\;;4' [3] ( G\':I ' 7\4) (3]
() E(e) ()

Ajalooga l6ikude puu. Vasakul on eelmine versioon (hallid tipud) ja paremal uus versioon (rohelised tipud). Punane nool
tdhistab vasakut alluvat ja sinine paremat alluvat juhul, kui alluv on eelmises versioonipuus (ei ole muutunud).

Ulaltoodud joonisel on tippudes alluvate vaartuste summad. Elemendi asukohas 12 vaartust
suurendatakse Ghe vorra. Selle asemel, et see vaartus (le kirjutada, tekitatakse uus tipp 12’. Kuna see
muudatus muudab ka tippude 6, 3 ja 1 vaartusi, tuleb nende jaoks luua samuti uued tipud 6’, 3’ ja 1’.
Tipu 6’ vasakuks alluvaks on tipp 12’, kuid vasakuks alluvaks tipp 13. Samamoodi kaitub ka tipp 3'.
Juurtipu 1’ vasakuks alluvaks saab tipp 2, paremaks 3’.

Alustades paringut tipust 1, saame seisu, mis oli enne muudatust, alustades aga tipust 1’, labime
muudetud puud.

Peamiselt kerkib tles kiisimus, kuidas pidada arvet versioonide (le. Piisab, kui teada versioonipuude
juuri — neid voib meeles pidada eraldi massiivis. Pane tdhele, et iga muudatus puus kandub edasi
juureni, seega on igal versioonipuul oma versioon algse puu juurtipust.

Vaatame jargmise llesande niitel, kuidas ajalooga I8ikude puud rakendada. Ulesanne on pirit Balti
Informaatikaoliimpiaadilt (BOI) aastast 2015.
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9.5.2 Ulesanne: Tekstiredaktor

Programmeerija Baitasar to6tab uue revolutsioonilise tekstiredaktori kallal. Redaktoril on kaht tlupi
operatsioone: lks v6imaldab redaktoris teksti redigeerida, teine voimaldab eelnevat operatsiooni
tagasi vétta (undo). Uks redaktori innovatiivsetest vdimalustest on mitmetasemeline tagasivétt. See
tootab jargmiselt: me ltleme, et teksti redigeerimine on @ taseme operatsioon. i taseme
tagasivotuoperatsioon (kusi = 1, 2,...)votab tagasi viimase llimalt i-1 taseme operatsiooni,
mis pole veel tagasi voetud. Naiteks 1. taseme tagasivott saab tagasi votta ainult redigeerimis-
operatsioone, aga 2. taseme tagasivOtt saab tagasi votta nii redigeerimisoperatsioone kui ka esimese
taseme tagasivotte (aga mitte kGrgemate tasemete tagasivotte).

Formaalsemalt saab iga juba sooritatud operatsioon olla kahes olekus: aktiivne vdi tagasivoetud.
Olgu X Uks neist operatsioonidest. Kohe parast operatsiooni X sooritamist on ta olekus aktiivne. Kui
X on i. taseme tagasivotuoperatsioon, siis leiame viimase Ulimalt i-1 taseme (tdhistame selle X1)
operatsiooni seisus aktiivne ning muudame operatsiooni X1 seisu tagasivdetud. Kui X1 on samuti
tagasivotuoperatsioon, siis tuleb meil ka see operatsioon, mille X1 tagasi vottis (tdhistame selle X2),
muuta seisu aktiivne. Jatkame samal viisil: kui tagasivotuoperatsiooni X; olek, mis oli enne tagasi
vOtnud operatsiooni X5+1, muutub, siis peame muutma ka operatsiooni X;+1 olekut (mis vdib
omakorda muuta jargmiste operatsioonide olekut). Kogu muutmiste jada I6peb, kui jdutakse
redigeerimisoperatsioonini.

Lihtsuse mottes on tekstiredaktori hetkeseis antud Uksiku tdisarvuga s, mida nimetatakse redaktori
olekuks (alguses vaartusega 0). Iga redigeerimisoperatsioon annab meile uue redaktori oleku.
Redaktori olek sGltub viimasest redigeerimisoperatsioonist, mille olek on aktiivne. Aita Baitasaril
kirjutada programm, mis jalgib tekstiredaktori olekut.

Sisendi esimesel real on positiivne tadisarv n, mis tahistab Baitasari poolt sooritatavate operatsioonide
arvu. Jargmised n rida sisaldavad operatsioone, Uks igal real. Iga operatsioon on taisarv

ai(-n £ a; < n, ai # 0).Kuia; > 9, siis see tahistab redigeerimisoperatsiooni, mis viib redaktori
olekusse a; . Kui a; < 0, siis see tahistab tagasivotuoperatsiooni tasemega -a; . VOib eeldada, et iga
tagasivotuoperatsiooni jaoks on alati moni eelnev madalama tasemega operatsioon, mille seis on
aktiivne, mida saab tagasi votta.

Viljasta n rida. Rida i peaks sisaldama Ghe taisarvu, millel on redaktori seis parast esimese i
operatsiooni sooritamist.
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NAIDE:
11

-1
-1
-3

-2
-1
-1

Vastus:

PORNDBANRNMUNBR

Vaatame jargmist ndidet: jargnev tabel naditab monesid operatsioone, mida Baitasar saab sooritada
ning redaktori olekut parast nende sooritamist. Simbol E tdhistab redigeerimisopratsiooni, mis viib
redaktori olekusse s ja siimbol U; tahistab i. taseme tagasivdtuoperatsiooni:

—mmz-_m-m

|Operatsnoon E: Ez Ux Ux Us Uz
' Olek parast 1 2 5 2 1 2 4 2 1 o 1 |

Alguses sooritas Baitasar kolm redigeerimisoperatsiooni. Redaktor ldaks olekust 0 olekusse 1, siis 2 ja
I6puks 5. Jargmiseks sooritas ta kaks 1. taseme tagasivGtuoperatsiooni, mis votsid tagasi
operatsioonid E5 ja E; (muutes nad olekusse tagasivGetud). Sellega oli redaktori seis ldinud tagasi
olekusse 1. Jargnev 3. taseme tagasivotuoperatsioon vottis tagasi viimase U, operatsiooni (muutes
selle olekusse tagasivoetud). Tagajdrjena taastatakse operatsioon E, (see laheb olekusse aktiivne)
ning redaktor laheb uuesti seisu 2. Operatsioon U, votab tagasi operatsiooni E,, operatsioon U;
vOtab jalle tagasi taastatud operatsiooni E,, siis vGtab viimane U; operatsioon tagasi operatsiooni
E;. Viimane operatsioon on Ej.
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9.5.3 Kood

#include <cstdio>

int max(int x, int y) {
if (x > vy)
return x;
else
return y;
b
int max(int x, int y, int z) {
return max(x, max(y, z));
b

struct PersTree {
PersTree *1, *r;
int key;
int value;
int max_value;

int find(int) const;
PersTree *add(int, int) const;

PersTree(PersTree * 1, PersTree * r, int key, int value, int _max_value) :
1(_1), r(_r), key( key), value( value), max_value( _max_ value) {}

1

int safe_max_value(PersTree *x) {
if (x == NULL)
return 0;
return x->max_value;

int PersTree::find(int mxkey) const {
if (mxkey < key)
return 1->find(mxkey);
else if (mxkey == key)
return max(safe_max_value(l), value);
else // if (mxkey > key)
return max(safe_max_value(l), value, r->find(mxkey));

}

PersTree *PersTree::add(int _key, int nvalue) const {
PersTree *_1 = 1;
PersTree * r = r;
int _value = value;

if (_key < key)

1 = 1->add(_key, nvalue);
else if (_key == key)

_value = nvalue;
else // if (_key > key)

_r = r->add(_key, nvalue);

return new PersTree(_l, _r, key, _value, max(safe_max_value(_l), _value,

safe_max_value(_r)));

}
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PersTree *create_pers_tree(int left, int right) {
if (left > right)
return NULL;
int s = (left + right) / 2;
return new PersTree(create_pers_tree(left, s - 1), create_pers_tree(s + 1, right),
s, 0, 0);
}

int n;

const int M = 3e5 + 5;

PersTree *akt[M];

int wyn[M];

int main() {
scanf("%d", &n);

akt[@] = create_pers_tree(0, n);
wyn[@] = @;
for (int i = 1; i <= n; ++i) {
int op;
scanf("%d", &op);
if (op > 0) {
wyn[i] = op;
akt[i] = akt[i - 1]->add(e@, i);
}
else {
int cof = akt[i - 1]->find(-o0p - 1) - 1;
wyn[i] = wyn[cof];
akt[i] = akt[cof]->add(-op, i);
}

printf("%d\n", wyn[i]);

-
-

9.6 HORE TABEL

Kui andmed ei muutu, siis on voimalik Idikude puu asemel kasutada ,héredat tabelit” (i.k. sparse
table). Tabeli veergudeks on 18igu alguspunktid ning tabeli veergudeks I6ikude pikkuseid, nii et reas
indeksiga j on I&ikudele pikkusega 2/ vastavad vaartused. Esimeses reas, mille indeksiks on 0, on
seega Uheelemendise pikkusega 16igud ehk toodeldava jada algvaartused.

Siin on tabel, mis vastab kumulatiivse summa Ulesandele:

o 1.2 /3 /4 |5 |6 /7 |8 19 10 1112 13 14|15
5 4 5 4 3 3 2 3 1 1 O

o

0 3 1 2 |
3 4 3 7 9 9 9 7 6 5 5 4 2 1 |
6 11 12 16 18 16 15 12 11 9 7 5 |
|
|

(S, TSN

21 24 27 27 28 29 25 22 17
38

H WINE=RO

9.6.1 Tabeli koostamine

Tabeli koostamise tldreegel:
T[i,jl = Froi jipiqUadalkl}kus1<i<n1<j<|logn|

Kiiremaks koostamiseks saab kasutada diinaamilist programmeerimist. Naiteks minimaalse elemendi
leidmise korral on rekursioonivalem jargmine:
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T[i,j1=F(T[i,j — 11, T[i + 2/7%,j — 1]
Tabeli ehitamiseks kuluv aeg on O(n log n).
9.6.2 Tabelist lugemine
Tabelist lugemine soltub mdnevdrra llesande spetsiifikast.
Naiteks minimaalse vaartuse leidmiseks 16igul [i, j] on vaja leida kaks IGiku, mis tervenisti katavad

otsitava Iigu [i, j]. Pikim tabeli 18ik, mis mahub I8iku [i, j] on pikkusega 2[1080U—i+1],

RMO[,j] = {T[i, k],  kuijada[T[i,k]] < Jada[T[j — 2% + 1,k]]

T[T[j — 2% + 1,k]

Samas naiteks kumulatiivse summa tlesandes on oluline, et arvestatavad 16igud ei kattuks, vaid
jargneksid vahetult Gksteisele.

9.7 UHISOSATA HULGAD

Hulk (i.k set) on andmestruktuur, mille kdige olulisemaks tunnuseks on, et iga element saab esineda
selles maksimaalselt Gihe korra.

Mdnikord on aga vaja tervet hulkade komplekti nii, et iga element esineb mitte rohkem kui ihes
hulgas. Sellist struktuuri voib nimetada tihisosata hulkadeks (i. k. disjoint sets).

® & @ e®

Peamised operatsioonid, mida on vaja sooritada, on hulga loomine, kahe hulga (ihendamine ning
leidmine, millisesse hulka element kuulub.

Abstraktselt on tegemist kiillaltki lihtsa struktuuriga, kiisimus on, et kuidas hoida hulki ja nende
elemente nii, et mainitud operatsioonid oleksid véimalikult efektiivsed.

Tavaliselt esitatakse iga hulk elementide puuna ning kogu thisosata hulkade struktuur on seega
mets.

: s

Peamiselt on meil vaja teada, kes on kelle vanem, seega vGib kogu struktuuri hoida loendis, kus kohal
i on i-nda elemendi vanem. Juurelemendi vanemaks loetakse enamasti element ise.

Kahe puu tihendamiseks piisab, kui muuta ihe puu vanemat:
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SO

Elemendi kuuluvuse leidmine on samuti lihtne:

int leia(int x) {
if (hulgad[x] == x) return x;
return leia(hulgad[x]);

}

Probleem on see, et halvimal juhul on selle keerukuseks O (n) — seda kdll juhul, kui kogu mets
koosneb (ihest puust stigavusega n ja soovime leida elemendi n hulka. Seetdttu on kasulik hoida
puud voimalikult madalad.

Elemendi lisamisel on seda kerge teha, kuna meil ei ole piiratud, mitu alluvat tipul olla v&ib, ja seega
saab uue elemendi lisada alati otse juure alla. Puu kdrgus kasvab seega just puude Ghendamise
operatsiooni kdigus. Siingi on esmaseks lihtsaks lahenduseks, et madalam puu ldheb alati kérgema
alla, mitte vastupidi. Nii jadb ka Ghendatud puu kdrgus muutumatuks. Muutus kdrguses toimub vaid
siis, kui thendada tuleb kaks sama kdrgusega puud.

Puu korgust iga kord leida on tiilikas, selle asemel peetakse seda meeles. Selleks antakse igale tipule
veel Uiks vaartus — aste (i.k rank). Kahe puu Ghendamisel lisame vdiksema astmega puu suurema
astmega puu alla ja nii jddb uue puu aste muutmatuks. Kui aga Ghendatavad puud on vordse
kérgusega, siis Uhendame puud ja suurendame juure astet Ghe vorra. Nii ei saa puu aste kasvada
kunagi suuremaks kui log n.

Puus, mille juure aste on n, on vihemalt 2™ tippu. N3itame seda induktsiooniga. Baasjuhuks on
tihetipuline puu, mille asteks on 0: 2° = 1. Puu aste muutub the vdrra, kui lidame kaks sama
astmega puud. Olgu selleks astmeks k ja hiipoteesi jargi on siis kummaski puus vahemalt 2¥ tippu.
Tippude arv uues puus on siis vihemalt 2% + 2k = 2k+1,

Teiseks votteks, et veelgi kiirendada elementide leidmiseks on nn tee pakkimine (i.k. path
compression). Nagu juba lisamisel sai mainitud, siis parim juht on, kui puu on véimalikult madal ehk
koik hulga lilkkmed on puus vahetult juurtipu all. Kui me hakkaks seda tihendamisel tegema, siis
kaotaksime oluliselt thendamise operatsiooni efektiivsuses. Samas hulga leidmise operatsiooni ajal
saame lihtsalt kGikide teele jddvate tippude vanemat muuta:
int leia2(int x) {

if (hulgad[x] != hulgad[hulgad[x]]) hulgad[x] = leia2(hulgad[x]);

return hulgad[x];
}

Pane tahele, et me ei vaevu muutma astmeid, mistottu need ei pruugi enam vastata puu tegelikele
korgustele. Sellele ei ole lihtsalt praktiline aega kulutada. Kuna tee pakkimine ei muuda tippude arvu
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puus, siis jadb kehtima ka varem tdestatud viide, et puus astmega n on vihemalt 2™ tippu. Puu
tegelik kGrgus ei saa kunagi olla suurem kui puu aste.

Koos tee pakkimisega m ihendamise voi leidmise operatsiooni on keerukusega
w2
O((m + n)log™n), kus log*n on poordfunktsioon funktsioonist 22° , kus siis astendatakse n korda.

Selle funktsiooni vaartus kasvab vaga kiiresti: 2, 4, 16, 65 536, 2*101%728, Vastava pdordfunktsiooni
vaartus on jallegi vaga vaike ja ei lahe praktilises kasutuses (le viie, mis tahendab, et lisamise ja
tihendamise operatsioonide keerukus on m operatsiooni korral O0(m + n).

bool yhenda(int x, int y) {
int xx = leia2(x), yy = leia2(y);
if (xx == yy) return false;
if (rank[xx] > rank[yy]) { int t = xx; xx = yy; yy = t; }
if (rank[xx] == rank[yy]) rank[yy]++;
hulgad[xx] = yy;
return true;

9.7.1 Kasutamine

Uhisosata hulki kasutatakse peamiselt graafililesannete juures, nimelt minimaalse toese leidmiseks.
Sellest tuleb tapsemalt juttu jargmises peatiikis.
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9.8 KONTROLLULESANDED

9.8.1 Laoseisud

Reasonn (1 < n < 200000) laochoonet. i-ndas lachoonesonr (@ < r < 1000)
voistlusprogrammeerimise Gpikut. Vahetevahel lisatakse Gpikuid laohoonesse juurde voi vGetakse
neid sealt dra. Samuti tahetakse aeg-ajalt teada, mitu opikut on mingites jarjestikku asuvates
laohoonetes kokku.

Sisendi esimesel real on taisarv n. Jargmisel n real on laohoonetes olevate raamatute arv. Sellele
jargneb Ghelrealarvg (1 < q < 200000) —reas tehtavate operatsioonide arv. Jargmised q rida on
kas kujul ,,L x r“(1 £ x £ n; 1 £ r £ 1000)—tehakse operatsioon, mille tagajarjel on laohoones
X rraamatut, v6i U x y“(1 £ x £ y < n)—uuritakse, mitu 6pikut on laohoonetes vahemikus x...y.
Viljundisse kirjutada mingi hulk ridu. Igale reale on vaja valjastada (iks taisarv: vastava teist tltpi
operatsiooni vastus.

NAIDE 1:

3

100

100
100

OWooONOUVTE WNPR,

(I
®

U1l 1o
Vastus:
55
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9.8.2 Korrutamismang

Sa mangid sGpradega mangu, kus sul on arvujada pikkusega N ning kus sulle antakse K kasku. Iga kask
on kas muutmise kask, kus sa pead Uht arvu jadas muutma, voi korrutamise kask, kus sa pead ttlema,
kas mingis vahemikus olevate arvude korrutis on positiivne, negatiivne voi 0. Seega otsustasid teha
programmi, mis seda mangu mangib.

Sisendi esimesel real on kaks tdisarvuNjaK (1 < N,K < 1@5). Teisel real on N taisarvu — esialgse jada
vaartused x (-100 < x < 100). Jargmisel K real on kasud, mis on kas muutmise v&i korrutamise
kdsud. Muutmise kadsk antakse ette kujulM x y (1 £ x < N; -100@ < y < 100), mis tdhendab, et
arv kohal x on nlilid vaartusega y. Korrutamise kask antakse ette kujul K x y (1 ¢ x <y < N), mis
tdhendab, et on vaja uurida vaartust vahemikus x...y.

Viéljundisse kirjutada Ghele reale (ks string: iga korrutamise kasu kohta peab olema kas +, kui korrutis
on positiivne, -, kui korrutis on negatiivne, voi 0, kui korrutis on 0.

NAIDE 1:
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NAIDE 2:
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9.8.3 Kiilaskdigud

Mae ndlval on tee, mille ddres on n maja. Igal majal on kdrgus merepinnast ning on teada, et majade
kdrgused moodustavad mittekahaneva rea (Jargmine maja ei ole kunagi eelmisest majast
madalamal). Samuti teame, et iga maja laius on 1 ning kahe erineva kdrgusega maja vahel on aste.
Majades elab q paari lapsi, kes kdivad Uksteisel kiilas. Lapsed tahavad teada, kui pikk on pikim teeldik,
mis on Uhel kdrgusel, mida nad kiilla minnes labivad. Laps labib kiilla minnes ka oma maja pikkuse
ning ka oma sdbra maja pikkuse.

Sisendi esimesel real on kaks tdisarvu: njaq (1 < n,q < 100000). Jargmisel real on n taisarvu
vahemikus -100000..180000 — majade kdrgused merepinnast. Jargmisel q real on kaks tdisarvu: x ja y
(1 £ x £y £ n)-—laste elukohad.

Viéljundisse kirjutada q rida: Pikima Ghel kdrgusel oleva teelGigu pikkus, mida laps peab killa minnes
Iabima.

NAIDE:

10 3
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9.8.4 Berliini mir

Tulevane Berliini mldr jagati enne ehitamist tulpadeks. Midri otsustati ehitada osade kaupa, see
tahendab, et valiti mingid 16igud, mille kohta oli teada, et miilir peab ilmtingimata olema sellel IGigul
teatud kdrgusel. Selle jaoks alustati to6d selles I6igus olevate tulpade, mis olid liihemad ndutud
korgusest, korgendamisega. Iga sellise 16igu ehitamise jarel tehti viieminutiline paus. Sinu eesmark on
teada, mitu korda alustati kokku t66d mingisuguse tulba lles ehitamisega.

Sisendi esimesel realonarvn (1 < n < 100000) — vajalike muurildikude arv.

Jargmisel n real on kolm tdisarvu: 1,rjah(1 £ 1 < r < 100000; 1 < h < 10°) —

m{lrijupi otspunktid ning kérgus.
Viéljundisse kirjutada Uks taisarv: t66
alustamiste arv.

NAIDE:

3

511 3
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313 2 \
Vastus:
14

West Berlin East Berlin
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9.8.5 Lambipirnid

ReasonN(1 < N < 1000000) lambipirni. Iga pirn kas pdleb voi ei pole. Vahetevahel pannakse kdik
mingis vahemikus olevad pirnid pdlema, vahetevahel kustutatakse kéik mingis vahemikus olevad
pirnid, vahel muudetakse kdigi mingis vahemikus olevate pirnide olekut ning vahel kisitakse sinu
kdest, mitu pirni mingis vahemikus pdlevad.

Sisendi esimesel real on arv n. Jargmisel real on n margist koosnev séne. i-s mark sGnes on 0, kui
vastav pirn ei pGle, ning 1, kui vastav pirn pdleb. Jargneb Uksikul realarvq (1 < q < 1000) -
paringute arv, mis tehakse. Jargmisel q real on tahemark ning kaks arvu kujulc a b(@ < a < b <
n). Kui c = °F’, pannakse pdlema koik pirnid vahemikus a..b. Kui ¢ = ’E’, kustutatakse kdik pirnid
vahemikus a..b. Kui ¢ = ’I’, muudetakse kdikide pirnide olek vahemikus a..b. Kuic = ’S?,
kiisitakse sinu kaest, mitu pirni pélevad vahemikus a..b.

Valjundisse kirjutada mingi hulk ridu. Iga korra kohta, kui kiisitakse, mitu pirni mingis vahemikus
polevad, védljastada (ihele reale vastav pirnide arv.

NAIDE 1:
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NAIDE 2:
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9.8.6 Taani valimised

Taanis on valimiste eel kogu maa plakateid téis. Uks kohtadest, kuhu plakateid riputati, on
plakatikdrgune sein Holbaekvej tdnaval Sorgs. See nn Sorg miir on 1 = 107 millimeetrit pikk, kus iga
millimeetri jarel on tehtud marge. Plakat, mis seinale riputatakse, peab olema riputatud tapselt
markmest markmeni ning selle pikkus peab olema vahemalt kaks millimeetrit. Valimiste eel
riputatakse Sorg mudrilen (1 < n < 40000) plakatit. Kuna plakat voi osaliselt voi taielikult katta ka
teist plakatit, leida, mitu plakatit on valimispaeval osaliselt vdi taielikult ndahtaval.

Sisendi esimesel real on taisarv n. Jargneval n real on kaks tdisarvu:
vijap(l £ v < p £ 1)- plakati esimese ning viimase kaetud
millimeetri jarjekorranumber. Plakatid on ette antud nende
riputamise jarjekorras.

Vialjundisse kirjutada Uksikule reale Uiks taisarv: Plakatite arv, mis
on kas osaliselt vdi taielikult katmata.

NAIDE:
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Vastus:
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9.8.7 Rivistus

n last seisavad reas. Sul on vaja m korda vastata kiisimusele, kui pikk on k-s kdige lGhem laps
vahemikus i..j.

Sisendi esimesel real on kaks arvu: njam(1 < n < 100000, 1 < m < 5000). Sisendi teisel real on
jada pikkusega n — reas seisvate laste pikkused. Jargneval m real on kolm arvu:

i,jjak(1 £ i<j<n, 1<k<3j-1i+1).
Vialjundisse kirjutada eraldi ridadele m taisarvu: vastused
paringutele.

NAIDE:
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9.8.8 Madalad majad

Linnas on n hoonet ning n - 1 teed hoonete vahel, nii et iga hoone juurest saab iga hoone juurde
sOita. Sinult kisitakse m korda, mis on k-nda k&ige lihema hoone kdrgus, millest méodutakse teel
hoonest u hoonesse v.

Esimesel real on kaks tdisarvu: NjaM (N,M < 100000). Jargmisel real on N tdisarvu: hoonete kdrgused.
Jargneval N - 1 real on kaks tdisarvu: u ja v —hoonete u ja v vahel on tee. Jargneval M real on kolm
tihikutega eraldatud taisarvu: u, v ja k — kiisitakse k kdige lihemat hoonet teel hoonest u hoonesse
V.

Viljundisse kirjutada erinevatele ridadele M tdisarvu: vastused paringutele.

NAIDE:

85
1652938577

Ulutuiulil oo N OYUT A WN

W ON[EKNNNNMNNMDWWWR R PR
©
0 oo
S NP wN PR

105

118



9.8.9 Platvormid

Ruudukujulisel toal, mille kiiljepikkus on N meetrit, on pdrand jaotatud N2 ruutmeetriseks
platvormiks, mille kdrgus véib olla vabalt valitud taisarv millimeetrites. Sulle antakse ette selle ruumi
algseis ning sinu eesmark on 6elda, mis on selle toa mingi alamristkiliku kdige kdrgema ning kdige
madalama platvormi kérgus teatud ajahetkedel. Selliste kiisimuste vahel véidakse muuta mingite
Uksikplatvormide korgusi.

Sisendi esimesel real on tdisarvN (0 < N < 500) — toa kiiljepikkus. Jargneval N real on igal real N
tihikutega eraldatud taisarvu — platvormide esialgsed kérgused. Jargmisel real on taisarv

Q(@ < Q < 40000). Jargmised Q rida on antud ette kas kujul g x1 y1 X» Y., mis tdhendab, et
tahetakse teada, mis on suurima ning vdahima kérgusega platvorm ristkdlikus, mille Gilemine vasak
nurk on (x1, yi) ning alumine parem nurk on (x2, Yy.), vOisiisc x y v, mis tdhendab, et platvormi,
mille koordinaadid on (x, y), on niiid kdrgusega v.

Viéljundisse kirjutada mingi hulk ridu. Iga esimest tidpi paringu kohta valjastada kaks tiihikutega
eraldatud tdisarvu: suurima ning vahima kdrgusega platvorm ndutud vahemikus.

NAIDE:
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9.8.10 Paberi loikamine

Sa IGikad Uht pikka varvilist pabeririba. Pabeririba on n millimeetrit pikk ning iga tiikk, mida sa selle
kiiljest 16ikad, peab olema pikkusega, mis on tdisarv millimeetreid. Samuti vaheldub riba varv ainult
tdisarvu millimeetrite jarel. Sinu Glemused on 6elnud, et lkski sinu Idigatud tiikk ei tohi sisaldada
rohkem kui k erinevat varvi, aga nad unustasid sulle k vaartust 6elda. Leia iga vGimaliku k vaartuse
jaoks, kus 1 < k < n, mis on minimaalne arv I8ikeid, mida sa pead ribasse tekitama.

Sisendi esimesel real on tdisarvn (1 < n < 100000). Jargmisel real on n tiuhikutega eraldatud
tdisarvua (1 < a £ n) —ribaiga millimeetri varv.

Viéljundisse kirjutada n tihikutega eraldatud tdisarvu: iga k (vdiksemast suuremani) vaartuse jaoks
minimaalne I8ikuste arv.
NAIDE 1:

5

13433

Vastus:

31000

NAIDE 2:

8
15781761

Vastus:
73216006060

9.9 VIITED LISAMATERJALIDELE

Kaasasolevas failis VP_lisad.zip, peatlikk10 kaustas on abistavad failid kdesoleva peatiki
materjalidega pohjalikumaks tutvumiseks:

RMQ.cpp, RMQ.java, RMQ.py Léikude puu

Ribad.cpp, Ribad.java, Ribad.py Léikude puu laisa vaartustamisega
Sein.cpp, Sein.java, Sein.py Loikude puu laisa vaartustamisega
RCS.cpp, RCS.java, RCS.py Kumulatiivne summa (Fenwicki puu)
Punktid.cpp, Punktid.java, Punktid.py 2-mddtmeline Fenwicki puu
Redaktor.cpp, Redaktor.java, Redaktor.py Ajalooga Idikude puu

UF.cpp, UF.java, UF.py Uhisosata hulgad

120



10 GRAAFITEOORIA

Raamatu esimeses osas oli juttu pohilistest graafiteooria algoritmidest, kuid see andis valdkonnast
ainult vaikese maitse suhu. Tegelikult moodustab

graafiteooria nii arvutiteadusest Uldiselt kui ka olimpiaadidel

esinevates lilesannetes marksa suurema osa. Viimastel

aastatel on sageli tulnud ette voistlusi, kus graafililesanded

moodustavad Ulesandekomplektist enam kui poole. Seega

tuleme niilid teema juurde t8sisemalt tagasi.

K6rvaltoodud joonis illustreerib veel Ght graafiteooria

uurimisteemat — planaarseid graafe. Graafi nimetatakse

planaarseks, kui selle tippe on vGimalik joonistada nii, et tikski

servade paar ei tarvitse omavahel I16ikuda. Iga hulktahukas on
teisendatav planaarseks graafiks ja joonisel on toodud

korrapéarase dodekaeedri selline teisendus nn Schlegeli diagrammi kujul.

10.1 FLoYD-WARSHALLI ALGORITM

Kuuendast peatikist tuttava Dijkstra algoritmiga saab leida lihima tee kahe tipu vahel graafis (kui
selles ei esine negatiivse kaaluga tsikleid ega servi). Dijkstra algoritmi kasutades kogu graafi labi kaies
saame lihimad teed mingist konkreetsest tipust A selle graafi igasse teise tippu. Mdonikord on aga
vaja leida graafi iga tipupaari jaoks liihim tee nende tippude vahel, nditeks linnadevaheliste kauguste
tabeli loomiseks.

Uheks v&imaluseks on muidugi kasutada Dijkstra algoritmi, valides alguspunktiks k&ik graafi tipud.
Dijkstra algoritmi keerukus on O(T + S * logS),kus T on tippude ja S servade arv. Labides seda
algoritmi T korda, on keerukuseks O (T2 + T * S * logS). Kui graafis on vahe servi, on selline
lahendus tdhus.

Teiseks v6imaluseks on kasutada Floyd-Warshalli algoritmi. 1962. aastal avaldas tollal 26 aastane
Illinois’ Tehnoloogiainstituudis to6tanud Robert Floyd algoritmi, mis kasutab diinaamilist
planeerimist graafis kdigi lihimate teede leidmiseks. Sarnase algoritmini oli samal aastal j6udnud ka
Stephen Warshall. Nagu ka Dijkstra algoritmis, ei tohi Floyd-Warshalli algoritmi puhul graafis olla
negatiivseid tsiikleid, negatiivsed servad on lubatud.
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10.1.1 Ulesanne: Kauguste maatriks

Uhes riigis on N linna, millest méned on omavahel iihendatud otseteedega. Sulle on antud NxN
tabel, kus kohal [i,j] on kirjas otsetee pikkus linnast i linna j, kui selline tee eksisteerib. Kui teed
ei eksisteeri, on tabelis kirjas -1.

Leida ja valjastada kauguste tabel, kus kohal [, j] on kirjas liihima tee pikkus linnast i linna j.
NAIDE:

0141

10 -13

4 -10 2

1320

Vastus:
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Vaatame, kuidas t66tab Floyd-Warshalli algoritm jargmise graafi naitel:

10.1.2 Rekursioonivalem

Nagu mainitud, kasutab Floyd-Warshalli algoritm diinaamilist planeerimist. Uldine idee seisneb selles,
et vaatame teed tipust i tippu j. Valime suvalise tipu k ning proovime seda lisada teesse tipus 7 tippu
J. Kui teepikkus tipust i tippu j véheneb, siis oleme leidnud liihema tee tipust i tippu j ldbi tipu k.

Koigi teede leidmiseks tuleb seda teha iga tipupaari (i, j) ja iga tipu k jaoks. Saame jargneva
rekursioonivalemi:

PG, j), kuik =0

T(,j),k) = {min(T(i,j, k—1),T(,kk—1)+T(k,jk—1))

Siit on ndha, et kdigepealt tuleks leida k&ik teepikkused k = 0 korral, seejarel k = 1 korral jne, kuni
k = n, kus n on tippude arv graafis.

10.1.3 Tabeli tditmine

Nagu ikka — kus on diinaamiline planeerimine, seal on tabel. Graafide juures on juba tuttavaks
maisteks kauguste maatriks kui graafi tiks vdimalikke esitusviise. Sellisel juhul on kauguste maatriksis
vaid otseteed iga tipupaari (i, j) vahel. Sama tabelit pisut laiendades saamegi minimaalsete kauguste
tabeli.

Esimesel sammul, kui k = 0, ongi valemi kohaselt tabelis ainult servade pikkused. Kui serv kahe tipu
vahel puudub, on kauguseks [6pmatus:
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Jargmisel sammul k = 1 proovime minna igast tipust igasse tippu labi tipu 1.
T(2,3,1) = min(T(2,3,0),T (2,1,0) + T(1,3,0)) = min(e0,1 +4) =5
T(2,4,1) = min(T(2,4,0),T7(2,1,0) + T(1,4,0)) =min(3,1+ 1) =2
T(@3,4,1) =min(T(3,4,0),T(3,1,0) + T(1,40)) = min(24+1) =2

o 1 . 1 /2
4 3 4 3 4 3
(3) 4
2 2

Sinisega on mdrgitud otsetee tippude vahel (k=0), punasega tee
labi tipu 1 (k=1).

k=11 ]2 13 |4
1 o |1 ][4 |1 |
2 0 5 2
'3 0o 2
4 0
Labi tipu 2:

T(1,3,2) = min(T(1,3,1),T(1,2,1) + T(2,3,1)) = min(4,1+5) = 4
T(1,4,2) = min(T(1,4,1),T(1,21) + T(2,41)) =min(1,1+2) =1
T(3,42) = min(T(3,4,1),T(3,21) + (24,1) = min(2,5 + 2) = 2

Siin on oluline silmas pidada, et k&ige lihemad teed labi tipu 1 ehk juhul, kui k=1 on meil juba leitud
ja eelnevas tabelis kirjas! See, kas need tegelikult tippu 1 kasutasid vdi mitte, pole minimaalse tee
kaalu leidmise juures enam oluline.

(k=2 1112 13 [4 |
1 o |14 |1 |
2 0 5 2
'3 0o 2
4 0
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Sinisega on seni leitud parim tee (ihest tipust teise. Kuna eelmisel etapil (k=1) ei parandanud (htki teed (1,3), (1,4) ega (3,4)
siis on need koik juhtumisi tiheservalised. Punasega on mdrgitud Iiihim tee Iébi tipu 2, mis praeguseks teada. Nditeks tipust 3
tippu 4 minemiseks tuleb minna kéigepealt tippu 2 Iébi tipu 1 ja seejdrel tipust 2 tippu 4 (taas lébi tipu 1, kuna eelmisel
sammul leidsime, et see on liihem kui otsetee tippude 2 ja 4 vahel).

Labi tipu 3:
T(1,2,3) = min(T(1,2,2),T(1,3,2) + T(3,2,2)) =min(1,4 +5) = 1
T(1,4,3) = min(T(1,4,2),T(1,3,2) + T(3,4,2)) = min(1, 4+2) =1
T(2,4,3) = min(T(2,4,2),T(2,3,2) + T(342)) =min(2, 5+2) =2
Seekordki midagi ei parandata ja tabel jadb muutumatuks:
——

0 5

1
2
2
0

A WNPR
o

Kaugused tipu 3 kaudu. Kolmandal graafil on ndha, et kasutame (iile) eelmisel sammul (k=1) leitud teed tipust 2 tippu 4
saamiseks.

Labi tipu 4:
T(1,2,4) = min(T(1,2,3),T(1,4,3) + T(4,2,3)) =min(1,1+2) =1
T(1,3,4) = min(T(1,3,3),T7(1,4,3) + T(4,3,3)) = min(4,1+2) =3
T(2,3,4) = min(T(2,3,3),T(2,4,3) + T(4,3,3)) = min(5,2+2) =4
Leidsime liihemad teed tippude 1 ja 3 ning 2 ja 3 vahel:
0|13 |1 |
0 4 2
0o 2
0

A WNR
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Funktsioon, mis seda teeb, on tdesti vaga lihtne ja lGhike:
int** maatriks;

void LeiaKaugused(int n) {
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
for (int j =0; j < n; j++) {
for (int k = 0; k < n; k++) {
if (maatriks[j][i] + maatriks[i][k] < maatriks[j][k]) {
maatriks[j][k] = maatriks[j][i] + maatriks[i][k];
}

}

Nagu siit ndha, on Uks oluline eelis Dijkstra algoritmi mitmekordse rakendamise ees just realisatsiooni
kompaktsus.

10.1.4 Floyd-Warshalli algoritmi kasutusi

Viikese tipuhulgaga graafide korral on monikord kiirem kasutada Floyd-Warshalli algoritmi Dijkstra
algoritmi asemel liihima tee leidmiseks kahe konkreetse tipu vahel. Keerukus on oluliselt suurem,
kuid aeg koodi kirjutamiseks lihem ning kood ise lihtsam.

Kdllaltki lihtsalt saab Floyd-Warshalli algoritmi muuta nii, et minimaalse tee asemel leiame
maksimaalse. Praktikas enamasti just pikimat kaugust ei otsita, kuid kaaluks vdib olla hoopis nt
labilaskevGime ja tahetakse leida suurima labilaskevdimega teid/kanaleid. Sellisel juhul (teede
pikkuse) summa asemel leida miinimum (kdige kehvema labilaskevéimega koht ehk pudelikael
otsustab, kui suur on kogu tee labilaskevéime).

Lisaks saab selle algoritmiga tuvastada negatiivseid tsikleid ja leida kdige odavama (lihema) tstkli
graafis. Selleks tuleks diagonaalil asuvad vaartused [i,i] seada vaga suureks. Kui parast algoritmi
jooksutamist ei ole mdne i vaartuse puhul diagonaalil asuv [i,1] vaartus enam Idpmatu, siis leidub
graafis tstikkel, mis labib tippu i. Kdige vaiksema vaartusega selline tsiikkel ongi minimaalne tsiikkel
graafis. Kui méni vaartus [1,i] on negatiivne, siis on graafis negatiivne tsiikkel.

Floyd-Warshalli algoritmi abil saab leida ka graafi diameetri ehk suurima véimaliku minimaalse
kauguse kahe graafi tipu vahel. Selleks on loomulikult leitud minimaalsete kauguste tabelis
maksimaalne vaartus. Eelpool vaadeldud graafi diameeter on 4.

Lahendiks olevast kauguste tabelist saab lihtsalt ndha, kas kahe punkti vahel tldse leidub tee vGi
mitte. Kui ainult seda infot vaja on, véimegi tabelis meeles pidada vaid tee leidumist (voi
mitteleidumist). Taas on see praktiline ainult siis, kui tippude hulk on viike.

Sel moel aga saab tuvastada ka tugevalt sidusad komponendid suunatud graafis. Parast algoritmi
jooksutamist kontrollime tulemuseks saadud tabelit. Naiteks mingi tipuga i kuuluvad samasse
sidususkomponenti need tipud j, kus [1,3] = [j,1].
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10.2 TOESE MOISTE

Tuletame meelde, et puud saab vaadelda kui graafi erijuhtu. Graaf G on puu, kui G on sidus ja
tslikliteta.

Sidusa graafi G toeseks ehk aluspuuks nimetatakse tema alamgraafi T, mis on puu ja mis sisaldab
graafi G kdiki tippe. Uhel graafil v8ib olla mitu erinevat toesepuud. Niiteks graafi

(s —(6 ) —(1)—(8)

toesepuudeks véivad olla jargmised graafid:

(s) 2 2)(1)(s)(e)<(1)(8)a)3)
1 ()
(s) 2 (@) . A
& @ @ 5 )
‘\1/‘ \8 ' ( 8 )
(a) (3) 3) (4

10.2.1 Servade liigitamine

Graafi stigavuti labides tekib nn sligavuti otsimise puu, mis on graafi aluspuu. Milline see puu tapselt
on, sbltub sellest, millisest tipust stigavuti labimist alustatakse ning mis jarjekorras naabreid valitakse.
Sitigavuti otsimisel saab suunatud graafis eristada nelja tiilipi servi:

e Puu servad (tree edges) ehk servad, mis antud valiku juures moodustavad graafi toesepuu.

e Tagasiviivad servad (back edges) ehk servad, mis (ihendavad tippu mdne lGlema tipuga.

e Edasiviivad servad (forward edges) ehk servad, mis Uhendavad tippu méne alama tipuga,
kuid ei ole puu servad.

e Ristuvad servad (cross edges) ehk servad, mis ei kuulu Ghtegi eelnevasse liiki.

Alustades jargmise suunatud graafi labimist tipust numbriga 6 ja toodeldes alati enne vadiksema
numbriga naabri

> =
k4

4: ~N
<

| W

=

[
Y
| -
.-!n
[~
Y
|
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saame jargneva toesepuu koos lisaservadega:

e

L
{

k\.
{ W |«
./

:/‘ s, k\.
e

Joonisel mustad servad on puu servad, punane serv on tagasiviiv serv, roheline edasiviiv serv ning
sinine on ristuv serv.

Suunamata graafis radgime harilikult kahest esimesest tiilibist, kuna muud tidpi servad tegelikult
langevad kokku.

10.2.2 DFS koos servade liigitamisega

Votame tavalisel sligavuti [abimisel abiks veel (ihe tipu oleku, eristades vaatlemata, leitud ja
toodeldud tippe. Peame meeles ka tipu vanema toesepuus ehk tipu, mille kaudu antud tipp esmalt
leiti. Nii saame lihtsa algoritmi, kuidas eristada loodavas toesepuus puu servad, tagasiviivad servad ja
edasiviivad/ristuvad servad. Algoritm ise on jargmine:
1. Vaata graafi tippu u, margi see leituks.
2. Vaatle tipu u naabrit v
a. Kui seda naabrit pole veel leitud, pane u selle vanemaks ja jatka punktist 1 tipu v
kohta. Serv (u, v) on puu serv.
b. Kuinaaber on varem leitud ja u ei ole v vanem, siis on serv (u, v) tagasiviiv serv.
c. Kui naaber on juba uuritud, siis on serv (u, v) edasiviiv vGi ristuv serv.
3. Kui koik u naabrid on toodeldud, margi tipp u téodelduks.
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Funktsioon, mis liigitab servad:

void liigitaServ(int u) {
tipud[u] = LEITUD;
for (int j = 0; j < (int)graaf[u].size(); j++) {
int v = graaf[u][j];
if (tipud[v] == UUS) {
vanem[v] = u;
cout << "Puu serv " << u+l << " " << v+l << endl;
liigitaServ(v);

}
else if (tipud[v] == LEITUD) {

if (v != vanem[u]) {
cout << "Tagasiviiv serv " << u+l << " " << v+l << endl;
}
}
else if (tipud[v] == UURITUD) {
cout << "Edasiviiv vOi ristuv serv " << u+l << " " << v+1 << endl;
¥

tipud[u] = UURITUD;

10.3 SILLAD JA ARTIKULATSIOONIPUNKTID

Sidusa graafi G = (T, S) serva s € S nimetatakse sillaks, kui selle serva eemaldamisel graafis G
muutub graaf mittesidusaks. Voib 6elda ka, et sild on graafi serv, mille eemaldamisel kasvab graafi
sidususkomponentide arv.

Naiteks graafis:

-
{N
L\
@
i /
{&)

PN /
| 5 ) 16 —
\ \G

|~ )
./
l\
-

on sildadeks servad (6,7) ja (7,8) (joonisel margitud punasega).

Sidusa graafi G = (T, S) tippu t € T nimetatakse artikulatsioonipunktiks, kui selle tipu eemaldamisel
graafist koos sellesse suunduvate ja sellest vdéljuvate servadega muutub graaf mittesidusaks. Voib
Oelda ka, et artikulatsioonipunkt on graafi tipp, mille eemaldamisel kasvab graafi
sidususkomponentide arv.

Naiteks graafis

{N
L9\
(@)
{4 )

P /
1) |
\&

(5 \b 6\ } (1\} 4_/;\_'1

on tipud 6, 7 ja 8 (joonisel punased) artikulatsioonipunktid.

Sillad ja artikulatsioonipunktid on omavahel lsna tihedalt seotud. Silla otsatipud on
artikulatsioonipunktid, valja arvatud juhul, kui sild on ainus otspunkti sisenev vdi sealt valjuv serv.
Samas iga kahe artikulatsioonipunkti vahel asuv serv ei pruugi olla sild.

128



10.3.1 Ulesanne: Muinastulede 66

Juba viikingiajal oli kombeks meie esiisadel ohust marku anda stidatud IGketega. Siis toimis rannikul
laevateede ldheduses juba Gihtne valveslisteem, mis ulatus ka sisemaale. Sellesse pidi iga kogukond
andma I6kke stititamisel ja hoidmisel oma kindlaksmaaratud panuse ja kandis killalt ranget vastutust
teate mitteedastamise korral. Stisteem oli ise lihtne — kui I6ket nahti, tuli siitidata ise teine, et see
paistaks jargmiste elupaikadeni jne. On arusaadav, et moned Iokked on sdnumi levimiseks igasse
maanurka olulisemad kui teised. Sinu tlesanne on leida, milliseid |6kkeid ei tohi kindlasti stiitamata
jatta. Ulesandes eeldatakse, et kui I5ke kohas A paistab kohta B, siis I6ke
kohas B paistab kohta A.

Sisendi esimesel real on Uks arv n — I6kkekohtade arv. Jargneval n real on
igatihel 0 — n-1 arvu — n.dast I6kkest paistvate I6kete jarjekorranumbrid.
Viljastada nende I6kkekohtade jarjekorranumbrid, mida ei tohi kindlasti
jatta siutamata. Jarjekorraumbrid valjastada kasvavas jarjestuses.
NAIDE:

a

a PN

Vastus:
14

Selles tilesandes on I6kked graafi tippudeks ja kahe I6kke vahel on serv, kui Gihest I6kkekohast paistab
teine I6ke. Kui graaf loodud, tuleb leida need |I6kked, mis ei tohi kindlasti stilitamata jadada ehk mille
valjaltlitamise korral ei ole moodustunud graaf enam sidus, st need Iokked, mis on
artikulatsioonipunktideks.

| |
(=)
o,
L)
N

Ulesande néiteandmetele vastav graaf

Vahetu ldhenemine oleks selline, et eemaldame graafist iga tipu ning kontrollime seejarel
sidususkomponentide arvu. Kui sidususkomponentide arv suureneb, oleme leidnud
artikulatsioonipunkti, kui mitte, siis antud punkt ei ole artikulatsioonipunkt. Selle keerukuseks oleks
o=V +E)).

Saab ka paremini. Kasutades stigavuti labimist, nimetame tipu u tipu v eellaseks, kui tippu v
joudmiseks labisime tipu u. Tipp u on artikulatsioonipunkt kui

e U onjuur toeses ja tal on vahemalt 2 alluvat.
e 1 eiolejuurjatal on selline alluv v, millest algavas alampuus ei ole ihtki serva méne u
eellasega.
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Nii on artikulatsioonipunkti leidmise algoritmi aluseks toesepuu. Hakkame seda looma, aga iga tipu
juures peame meeles lisaks kahte numbrit — tipu avastamise jarjekorranumbrit ehk leidmise aega ja
Giht teist numbrit, mida nimetame minimaalseks leidmise ajaks — see on vdahima jarjekorranumbriga
tipu, millesse tema alampuust jéuda voib, number. Lisaks peame meeles, kes on tipu vanem.
Alustades tipust 1 ja vOttes tippe jarjekorras, saame esialgu jargmise toesepuu alguse:

4

/’ 4 min=3
vanem=4

J | rknr=4
min=4

/5 | vanem=2
| J
\ &

,/-
[

["ﬂ w)

NuUud tipust 3 laheb tagasiviiv serv tippu 1. Uuendame tipu 3 minimaalset leidmise aega milleks on
kas tipu 3 senine minimaalne leidmise aeg voi tipu 3 naabri 1 jarjekorranumber — see, mis on neist
kahest vaiksem. Saame:

/A vanem = -1
(&1 jrknr=1

\l
/—/ min = 1

X | vanem=1
2 )| jrknr=2
- min=2

N

/; vanem = 2

( | irknr=
jrknr=3

/\-/ min=3

Kuna tipu 3 naabrid on niid koik toodeldud, Iaheme tagasi tipu 4 juurde ja uuendame selle
minimaalset aega, milleks saab tema alluva, tipu 3 minimaalne aeg:

vanem = -1
jrknr=1
min = 1
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Hetkel tipp 4 ei kvalifitseeru artikulatsioonipunktiks, kuid sel tipul on veel naabreid, nimelt tipp 6:

/7, | vanem=-1
' 1 )| jrknr=1
_4 min = 1

y- vanem = 1
(2 )| jrknr=2

/*—/ min=2
X | vanem=2

>€/< 'm:in =

/X | vanem=4 ™, | vanem =4
[ J| jrknr=4 || 6 )| jrknr=5
= min =1 \ 4 min=5

Kuna tipul 6 naabreid ei ole, siis sellega midagi teha ei ole vaja. Selline tipp ei saa olla ka
artikulatsioonipunktiks. Kiill aga on artikulatsioonipunktiks tipp 4, sest see on ainus tipp, mille kaudu
saab tippu 6. Margime tipu 4 artikulatsioonipunktiks (joonisel edaspidi kollane).

Tipu 4 naabrid on nild koik tle vaadatud ja laheme tagasi tipu 2 juurde. Siin saame taas parandada
madalaimat aega tipu 4 andmete pdhjal ning otsustada, et 2 hetkel ei ole artikulatsioonipunktiks:

vanem = -1
jrknr=1
min=1

Ka tipul 2 ei ole rohkem alluvaid ja liigume tagasi tipu 1 juurde. Veel ei muutu seal midagi, jatkame
tipu 1 naabriga, tipp 5-ga. Lisame selle puusse:

™ | vanem=-1
J | jrknr=1
min =1

vanem = 1 ‘_\ vanem = 1

jrknr=2 | | jrknr=86
! G|

min=6

(2

/
— min = 1
yd

/‘_‘\/ vanem = 2
(4 ) jrknr=3

y />‘—’< min = 1

--»\/
/I

7 | vanem = 4 pa= vanem=4
( || jrcknr=4|( 6 ) | jrknr=5
\ 4 min =1 \ 4 min=5

Kuna tipul 5 naabreid pole peale tema vanema, siis analoogselt tipuga 6 see mingit tootlemist ei vaja.
Nild aga, kuna tipp 1 on puu juur ja tal on kaks alluvat, on ka tipp 1 artikulatsioonipuntiks.
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vanem = -1
jrknr=1
min =1

vanem=1 R vanem=1

jrknr=2 5 jrknr=86
min=1 _) min =6
vanem = 2
jrknr=3
min =1
4 - vanem =4
( 3) jrknr=4 I§> jrknr=5
\= min=1_| - min=5

Selle algoritmi autoriteks on John Hopcroft Cornelli Ulikoolist ja Robert Tarjan Princetoni Ulikoolist
ning see parineb aastast 1973. See algoritm on lineaarse keerukusega - O(V + E).

int n // tippude arv

int jrk_nr = @; // mitmendana tipp leitakse

bool ap[n] = { @ }; // leitud artikulatsioonipunktid

bool kylastatud[n] = {@}; // kas tipp on kilastatud

int aeg[n] = {@}; // kilastamise jarjekorranumber ehk ,,aeg”

int madalaim[n] = {@}; // vahim sellise tipu kilastusaeg, millel on antud tipuga serv.
int vanemad[n]; // hoiame iga tipu jaoks meeles tema vanema

void leiaAPd(int u)

{
int alluvaid = ©; // loendame alluvaid alampuus
kylastatud[u] = true; // siin me oleme
aeg[u] = madalaim[u] = ++jrk_nr; // alguses on madalaim avastamise aeg
vector<int>::iterator i;
for (i = graaf[u].begin(); i != graaf[u].end(); ++i) {
int v = *i; // v on u naaber
if (lkylastatud[v]) { //Kui v ei ole veel kiilastatud, siis on see u alluv puus
alluvaid++; // loeme selle u alluvaks
vanemad[v] = u; // ja paneme u v vanemaks
leiaAPd(v); // jatkame v-ga
madalaim[u] = min(madalaim[u], madalaim[v]);
// u on artikulatsioonipunkt, kui:
if (vanemad[u] == -1 && alluvaid > 1) // u on juur ja tal on mitu alluvat
ap[u] = true;
if (vanemad[u] != -1 && madalaim[v] >= aeg[u]) // u alt ei ole tagasiserva
ap[u] = true;
}
else if (v != vanemad[u]) // kui v ei ole u vanem
madalaim[u] = min(madalaim[u], aeg[v]);
}
}

132



10.3.2 Sildade leidmine

Sildade leidmise algoritm on sarnane artikulatsioonipunktide leidmisele. Tipp u on
artikulatsioonipunkt siis, kui madalaim[v] >= aeg[u], serv (u,v) on sild siis, kui madalaim[v] >
aeg[u]. Kuna otsime servi, siis mingid erandid juurtipu jaoks ei ole sildade leidmisel vajalikud.

Eelmises Ulesandes saadud andmete p&hjal on sildadeks servad (1, 5) ja (4, 6):

/7 | vanem=-1
A1 )| jrknr=1

o min = 1
>l
/ X | vanem=1 —, | vanem=1
/ (2 )] jrknr=2 | ]| jrknr=86
= min = 1 \ 4 min=6
f G vanem = 2
' { jrknr=3
min =1

< |vanem=4|% | vanem=4
(3 )| jrknr=4|( 6 ) jrknr=5
\ 4 min =1 \ 4 min=5

Siin on protseduur, mis leiab sillad:

void leiaSild(int u)

{
kylastatud[u] = true; // siin me oleme
aeg[u] = madalaim[u] = ++jrk_nr; // leidmise jrk
// vaatame koéiki naabreid
vector<int>::iterator i;
for (i = graaf[u].begin(); i != graaf[u].end(); ++i) {
int v = *i; // v on u naaber
if (!kylastatud[v]) { //kui ei ole enne leitud
vanemad[v] = u; // paneme u vanemaks
leiaSild(v); // ja tootleme graafi sealt edasi
madalaim[u] = min(madalaim[u], madalaim[v]);
//Kas v-1 on lhendus méne u eellasega? Kui mitte, siis on u-v sild
if (madalaim[v] > aeg[u])
cout << u << " " << v << endl;
}
// kui oleme enne kiilastanud, muudame madalamat aega
else if (v != vanemad[u])
madalaim[u] = min(madalaim[u], aeg[v]);
}
}
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10.4 EuLERI GRAAF

Kunagi oli populaarne ajaviitemang, kus tuli joonistada paberile lahtine kirjaimbrik ilma pliiatsit
paberilt tdstmata ja Ghtki joont topelt tdmbamata. Selleks on rohkem kui
iks voimalus, aga neid koiki GUhendab see, et alustada tuleb Ghest
alumistest punktidest ning [6petada teises alumises punktis.
Graafiteoorias nimetatakse graafis sellist teed ehk ahelat, mis labib iga
selle graafi serva tapselt tks kord, Euleri ahelaks.

Euleri tsiikliks nimetatakse sellist Euleri ahelat, mis algab ja |6ppeb samas tipus. Sellist graafi, milles
leidub Euleri tstikkel, nimetatakse Euleri graafiks, graafi, milles leidub Euleri ahel aga Euleri
semigraafiks.

Selle kindlaks tegemine, kas graaf on Euleri graaf, on vaga lihtne. Graaf peab olema sidus ja selles
peavad olema k&ik tipud sellised, et sinna viivate teede arv on paarisarv. See tingimus on nii tarvilik
(kehtib igal Euleri graafil) kui ka piisav (kehtib ainult Euleri graafidel). Euleri semigraafis tohib olla
tapselt kaks tippu, mille korral see ei kehti. Sel juhul algab Euleri ahel (ihes nendest tippudest ja
I6ppeb teises, nagu ka kirjalimbriku naites. Kontrolli, kas graaf on Euleri graaf v6i semigraaf, saab
teha lisna lihtsalt ajaga O(V + E) ning seda tehakse sageli juba graafi sisselugemisel.

10.4.1 Euleri tsukli leidmine

Keerulisem on aga leida tegelik tee vdi tsiikkel. Selleks on kaks tuntud algoritmi: Fleury algoritm
aastast 1883 ja Hierholzeri algoritm aastast 1873.

Fleury pohiideeks on ,dra poleta sildu!“:

1. Kui graafis on 2 paaritut tippu, alusta tihest neist. Kui selliseid tippe pole, alusta, kust
tahad.
2. Vaata tipust valjuvaid servi: kui nende seas on selline, mis ei ole sild, vali see esimesena.

Fleury algoritm on kill viaga elegantne, kuid kuna selle jaoks on vaja leida graafist sillad, on selle
keerukuseks 0(5?), kus S on servade arv graafis. Samuti ei saa Fleury algoritmi kasutada suunatud
graafidel.

Hierholzeri idee pohineb tstiklite eemaldamisel — kui eemaldada Euleri graafist kéik mingi tstkli
servad, siis allesjaanud alamgraafid on samuti Euleri graafid. Algoritm ise on jargmine:

1. Alusta suvalisest tipust u.
Mine suvaliselt moé6da servasid, kuni oled tagasi tipus u (kui graafis on Euleri tsiikkel, pole
kinnijadmine véimalik). Tulemuseks on tsikkel.

3. Niikaua, kui meie leitud tstiklis on moni tipp v, millest valjub mdéni serv, mis pole leitud

tsikli osa:
a. Koosta uus tsikkel alustades tipust v.
b. Lisa uus tslikkel esialgsele.

Kui hoida meeles, kus on Ulejadvaid servi, to6tleme iga serva vaid Ghe korra ja sellisel juhul on kogu
algoritmi keerukus O(E).

Hierholzeri algoritmi saab kasutada ka suunatud graafidel.
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Vaatame jargmist Ulesannet:

10.4.2 Loomanimed

Taas Uks tuntud laste ajaviitemang on selline, et 6eldakse jarjestikku kordam6é6da loomanimesid, aga
nii, et iga jargmise looma nimi peab algama selle tahega, millega eelmine IGppes. Naiteks ttleb
esimene mangija ,rebane”, teine peab (tlema e-tdhega algava looma, nt ,eesel”, kolmas selle peale
I-iga algava looma, nt ,IGvi“ ning seejarel esimene i-ga algava, nt ,,ilves” jne.

Sulle on antud hulk tahestiku jarjekorras loomanimesid ja sa pead leidma, kas neist saab moodustuda
terve mang ja kui saab, siis leidma vahemalt tihe sobiva jarjestuse.

Sisendi esimesel real on loomade arv n ja jargneval n real igaiihel iks loomanimi. Loomanimed
koosnevad kdik vaikestest ladina tdhtedest.

Viljastada loomanimed selles jarjekorras, mis moodustaks mangu, iga nimi eraldi real. Kui koikidest
nimedest mangu moodustamine pole voimalik, valjastada tGhele reale ,ei saa“.

NAIDE 1:
8

eesel
lehm
lammas
mutt
rebane
siil
tigu
tiiger
Vastus:
tiiger
rebane
eesel
lammas
siil
lehm
mutt
tigu
NAIDE 2:
4

karu
koer
rott
makaak

Vastus: Pildil skulptuur Breemeni linna moosekantidest.
el saa Kui pole veel lugenud, siis loe nende lugu!

Selle iilesande lahendamiseks tuleb k&igepealt analiiiisida, milline graaf tekib. Uks v&imalus ongi
esitada graaf kujul, kus tippudeks on kdikvéimalikud erinevad algus ja I6pptahed ning loomanimed on
suunatud servad nende tippude vahel:

lammas
lehm mutt tigu
S D)
siil
eesel iger
E )< R
rebane
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Lahendiks on Euleri tee selles graafis, kui selline leidub. Seega teiseks (ilesandeks on teha kindlaks,
kas see tee leidub ning tihes sellega, milline on tee alguspunkt. Seda teeb jargnev funktsioon:

bool onTee()
{

int alguseid = 9;
int loppe = 9;
for (int i = 0; i < 26; i++) {
int valja = graaf[i].size();
if (sisse[i] > valja + 1 || sisse[i] + 1 < valja)
return false; //sisse ja valjatulevate vahe on rohkem kui 1
if (sisse[i] == valja + 1) {
loppe++; // voimalik 1opp

if (sisse[i] + 1 == valja) {
alguseid++; // vdimalik algus
algus = i;

}
if (valja == 0 && algus == i)
algus++; // tsikli jaoks esimese tipp, kust on servi;

}
if (alguseid < 2 && alguseid == loppe) { // liks 1opp ja lks algus voi ei kumbagi
return true;

}

return false;

Kui on kindlaks tehtud, et Euleri tee eksisteerib ning thes sellega selle algustipp (tstkli korral sobib
milline tahes, alustame tahestikus esimesest tahest, kust servi véljub). Antud naites valjub tipust T 2
serva, siseneb aga 1, seega peab tipp T olema Euleri tee alguseks. Tee I6puks on tipp U, millest
valjuvaid servi pole.

Alustame tipust T ja votame suvalise serva, naiteks ,tigu”:

lammas

Eemaldades selle serva, proovime edasi liikuda tipust U. Kuna aga sealt valjuvaid servi (rohkem) pole,
siis oleme joudnud tee |Oppu. Praegu on meil kogu teeks ,tigu”, aga graafis on veel servi. Léheme
tagasi algusserva T juurde ja valime sealt teise véljuva serva ,tiiger”. Sellest omakorda viljub

,rebane” jne:
lammas
TN lehm mutt tigu
siil
eesel liger
: ®

rebane
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Nendest kahest kdigust saame kokku tee tiiger-rebane-eesel-lehm-mutt-tigu. T-st rohkem
valjuvaid servi ei ole, M-ist ka mitte, aga L-ist on. Alustame jargmist teejuppi sealt:

lammas
o lehm mutt tigu
O (e DO
siil
eesel iiger
E R

rebane

Saame lisada olemasolevale teele veel kaks looma ja tee on niilid tiiger-rebane-eesel-lammas-
siil-lehm-mutt-tigu. NuUd on ka kasutatud kéik loomanimed (servad) ja vastus on kaes.

Funktsioon, mis leiab Euleri tee ja viljastab selle:

void leiaTee()

{

tipud.push(algus);
int u = algus; // vaadeldav tipp

while (!tipud.empty()) {
if (!graaf[u].empty()) { // on veel vadljuvaid servi
tipud.push(u);
int v = graaf[u].top();
graaf[u].pop();
u=v;

else { // joudsime tippu, kus pole vdljuvaid servi
tee.push_back(u); // u on viimane tipp, mis pole veel tees
u = tipud.top(); // votame jargmise (eelmise) tipu
tipud.pop();

}

// tee valjastamine

for (int i = tee.size() - 1; i > 0; i--) {
cout << servad[tee[i]][tee[i - 1]].top() << endl;
servad[tee[i]][tee[i - 1]].pop();

10.5 MINIMAALNE TOES

Minimaalsest toesest saab raakida siis, kui tegemist on kaalutud graafiga. Nimetame toesepuu
kaaluks koigi tema servade kaalude summat. Erinevate toesepuude kaalud véivad olla erinevad.

Naiteks graafis

o Y 1 £ Y /'_.\ 2 /'_'\
1) —2) G)>—a
S 1 J 4
5 —(6)—(1)—{8)
2 T a4 T 2

on eelpool toodud toesepuude kaalud

137



esimesel puul 21, teisel 20 ja kolmandal 18.

Probleemide lahendamisel tuleb ette, et on vaja leida just graafi kdige vaiksema ehk minimaalse

kaaluga toes. Antud néditepuudest pole tikski minimaalse kaaluga, selleks on hoopis puu kogukaaluga
15:

‘fi H { (5 6 1 ) é } ‘:/:; —4)
\ =/ \ </ \ Q4 \%/ & \ ¥ &
1 3 2 a4 2 1 2 7

10.5.1 Minimaalse toese leidmine

Minimaalse toese leidmiseks on kaks tuntud algoritmi. Esimene neist on Kruskali algoritm, mille idee
on jargmine:

1. Alusta tihjast puust.

Kuni lisatud on vahem kui n — 1 serva, lisa liihim serv nende hulgast, mis ei tekita
eelnevatega koos tsuklit.

3. Abiks on, kui sorteerime alguses kdik servad kaalude jargi

4. Meil tekib hulk sidususkomponente — nende tihendamiseks saab kasutada Ghisosata hulki
(disjoint sets, union-find)

Primi algoritmi tootab aga jargmiselt:

1. Valisuvaline tipp toesepuu alguseks.

2.  Kunileidub veel tippe, mis puusse pole lisatud, leia lihim serv, mis seob mdnda puu tippu
seal mitteolevaga,

3. Lisa see serv puusse.
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10.5.2 Ulesanne: Elektrikatkestus

Meie linnakeses oli suur torm ja seetGttu langes rivist valja hulk elektriliine ning praktiliselt kogu linn
on elektrita. Kuna varasem elektrivérk oli iles ehitatud eri aegadel tdmmatud liinidest, siis ei
pruukinud iga tarbija olla lhendatud vorguga just kdige liihemat teed pidi ning kokku sarnanes kogu
siisteem nagunii rohkem taldrikutdie spagettidega. Igatahes tuleb nlld pea kogu elektrisisteem Ules
ehitada nii kiiresti ja odavalt kui vdimalik. Sulle on antud tarbijate nimekiri ja nendevahelised
kaugused, kus Ghendus tdmmata vdimalik on. Véljasta uute liinide minimaalne kogupikkus, mis
varustab koik tarbijad elektriga.

Sisendi esimesel real on kaks taisarvu: tarbijate arv m ja Glhenduste arv n. Jargneval n real on igalihel
3 taisarvu x, y ja k, kus x ja y on tarbijate numbrid, kelle vahele Ghenduse tekitada saaks ja k on nende
tarbijate vaheline kaugus.

Viljastada Uks taisarv minimaalne liinide kogupikkus,
millega saab kd&ik tarbijad omavahel ihendada.
NAIDE:

W NOOORKR RFP WV
wwhANODNO N
0o wWwhND

<
Q
g'_b
)

15

Esiteks, kuna tegu on graafillesandega, tuleb luua graaf. Visuaalselt ndeb nditeandmetel péhinev
graaf vilja selline:

8 (3)
/_\T J‘\?‘/I
l\_g_ P / \
4 P - | 9
. {o) *
/‘*‘\’__.-*” ’ \‘-)‘—--"'- .,1/'"‘\
I\l/ 4 3 l\i/l

See on killaltki lihtne ja labipaistev minimaalse toese ililesanne. Kasutame llesande lahendamiseks
Kruskali algoritmi. Hakkame looma graafi aluspuud ja kdigepealt valime sinna k&ige kasulikuma ehk
koige vaiksema kaaluga serva, milleks on (1,2):

139



Niid on meil valida kahe serva vahel, mis on vordse kaaluga: (0,1) ja (0,2). Proovime lisada neist
esimese, mis ka dnnestub, kuna tsiklit ei teki:

\\3/1

2 (0)
R~ =~ -.‘./.7\
"\ 1 /l 4 3 '\_! 4

Siin tasub tdhele panna, et uus serv ihendas kaks enne iseseisvat komponenti. Seejarel proovime
lisada serva (0,2). Seda aga toesesse lisada ei saa, kuna tipud O ja 2 on juba samas komponendis ja nii
tekiks tsukkel:

( 2)
2.
.,

Seega serv (0,2) ei kuulu minimaalsesse toesesse, jatame selle kdrvale ja jatkame servaga (0,3). Selle
saab taas lisada olemasolevale komponendile:

,/-_‘

| )
‘:\_g_/i

P 6
. (0).
A NG -

(R~ — — R
| !/l a 3 1\3 /A\

Kindlasti ei tasu ka dra unustada, et toesepuus, nagu igas puus, on tapselt n — 1 serva, kus n on
tippude arv. Kuna graafis on 5 tippu ja oleme lisanud juba 4 serva, siis lilejddnud servi enam vaatama
ei pea — minimaalne toesepuu on leitud.

Kui oleksime valinud serva (0,2) enne serva (0,1), saanuksime jargmise minimaalse toesepuu:

2 o).
/£ ‘A\ ~ T Par~\
"\ !/ ' 3 1\3 /"

Seega ka minimaalseid toesepuid v&ib olla mitu.

Konkreetse llesande teeb lihtsamaks asjaolu, et tegelikku toest leida pole vajagi — piisab selle
kaalust. Seega toesesse kuuluvate servade meelespidamise asemel piisab, kui toesesse kuuluva serva
leidmisel lisame selle serva kaalu summale. Kuna tegelikke minimaalseid toesepuid vdib olla mitu, siis
tegelikult selline kogukaalu leidmine on kiillaltki tavaline.

Siin on funktsioon, mis leiab minimaalse liinide pikkuse, kasutades Kruskali algoritmi:
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int leiaPikkus()

{
int servi_puus = 0;
int jrgm_serv = 0;
int vastus = 9;
sort(servad.begin(), servad.end()); // sorteeritud kauguse (kaalu) jargi
UF hulgad = UF(m); // iga tipp on eraldi hulk
while (servi_puus < m - 1) // puus on m-1 serva
{
int kaugus = servad[jrgm_serv].first;
pair<int, int> otsad = servad[jrgm_serv].second;
//kui ei teki tsiiklit, lisame serva puusse
if (!hulgad.connected(otsad.first, otsad.second)) {
vastus += kaugus;
servi_puus++;
hulgad.merge(otsad.first, otsad.second);
}
jrgm_serv++;
}
return vastus;
}

10.6 MAKSIMAALNE VOOG JA MINIMAALNE LOIGE

Probleem sellest, kui suur on mingi vargustiku (milleks vdib olla veevark, teedevork,
kommunikatsioonistruktuur vms) summaarne ldbilaskevdime, oli aktuaalne juba enne arvutite
laialdast kasutuselevottu. Probleemiga seonduvad kaks peamist mdistet on maksimaalne voog ja
minimaalne |Gige. 1956. aastal panid Ameerika matemaatikud Lester Ford ja Delbert Fulkerson
tahele, et need mdisted on omavahel tihedalt seotud ning leiutasid sellele tahelepanekule toetudes
Ford-Fulkersoni algoritmi. Enne algoritmi kirjelduseni jdudmist tutvume veel moningate graafiteooria
mdistete formaalsemate definitsioonidega.

10.6.1 Vork

Vorguks nimetatakse suunatud sidusat graafi, mille igale kaarele on vastavusse seatud
mittenegatiivne reaalarv ehk kaare labilaskevéime (i.k. capacity).

Vorku, millel on tapselt ks tipp, kust kaared ainult valjuvad ja tapselt ks tipp, kuhu kaared ainult
sisenevad, nimetatakse transpordivorguks (i.k. flow network, transportation network). Tippu, kust
kaared véljuvad, nimetatakse ldhteks (i.k. source) ja tippu, kuhu kaared suunduvad, suudmeks (i.k.
sink). Kuna edaspidi kasitleme peamiselt transpordivorke, siis edaspidi moeldakse s6na , vork”
tahenduses justnimelt transpordivorku.
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Transpordivork. Roheline tipp on Idhe ja kollane tipp suue. Kaartel on ldbilaskevéimed.

10.6.2 Voog

Transpordivorgu kaartele seatakse sageli vastavusse veel tks arv: kaare voog (i.k flow).
LabilaskevGimest ja voost arusaamiseks on hea ette kujutada naiteks teedevorgustikku. Teedel on
labilaskevGime ehk mitu autot ajalihikus seda maksimaalselt labida saab. Samas on arusaadav, et
alati nii palju autosid seal ei sGida. See, kui palju autosid tegelikult ajatihikus teelGiku labib, ongi voog.
Voog ei saa olla suurem kui labilaskevdime.

Vool on veel selline omadus, et tippu sisenevate kaarte voogude summa on vordne sellest tipust
valjuvate voogude summaga. Erandiks on lahe ja suue. Samas ldhtest viljuvate kaarte voogude
summa on vordne suudmesse jdudvate voogude summaga. ldeaalses maailmas ei lahe midagi teel
kaduma, kdik, mis lahtest valjub, jGuab suudmesse.

|1 \:l
A
1/3 , 1/3
= 171 _ _ 2/2
y My
r\ _/} > g/’ u\?//} O
1/5 /
0/4 ’
Y —~ 0/3
| -S/O » §//l
0/2

Voogudega vork. Esimene arv kaare juures on voog ja teine Idbilaskevéime.

Voime ette kujutada, et joonisel alustab teed ldhtest kaks sGidukit: iks liigub lahtest suudmesse labi
tippude 1 ja 3 ning teine labi tippude 2 ja 3. Kaart tipus 3 suudmesse labivad molemad sdidukid.

10.6.3 Maksimaalne voog

Vorkude puhul on enamasti kdige huvitavamaks kiisimuseks, kui palju maksimaalselt saab midagi
vOrku labides jduda ldhtest suudmesse ehk leida vorgu maksimaalne voog.
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V6rgu maksimaalne voog. Maksimaalse voo vddrtus on 3 — nii palju jouab ldhtest suudmesse.

10.6.4 Maksimaalse voo leidmine

Vaatame, kuidas leida maksimaalset voogu. Selleks kdigepealt leiame suvalise tee ldhtest suudmesse,
naditeks labi tippude 2 ja 3. M66da seda teed saab liikuda voog suurusega 1, kuna sel teel on serv,
mille labilaskevéime on 1

IS
0/3 / ~._0/3
o 171 - — 12
( _/; > g/} » 3/) ;\ )
1/5
0/4 ¢
Yy — 0/3
( 4/» —§ )
0/2

Kaarel lahtest tippu 2 on voog vordne ldbilaskevdimega ehk see kaar on kiillastunud ja sel voogu
enam suurendada ei saa, kuid paneme téhele, et kaartel (2,3) ja (3,S) on vood kiillastamata ja neid
kaari saaks kasutada vorgu voo suurendamiseks. Jargmise sammuna loome jadkvorgu — samade
tippude ja sarnaste servadega graafi, kus iga kaare labilaskevdimeks on vooga graafi vastava kaare
labilaskevGime ja voo vahe. Seda vahet nimetatakse jaak-labilaskevoimeks (i.k. residual capacity),
luhidalt lihtsalt jaagiks. Kaared, mis on esialges graafis kiillastunud (mille jadk on 0), jatame lisamata.
Lisaks lisame tagasikaared nende tippude vahele, kus voog on positiivne. Nende ldbilaskevdoimeks on
voo vaartus algses graafis:

A
3 / L3
_ . 4" 1 _
£ X Y
( ) (2} > )
— N 4
y - 3
(4 } "5 )
3 2 =

Eelmisele joonisele vastav jddkvork. Sinisega on téhistatud tagasikaared.

Kui vooga vorgu jaakvorgus leidub selline tee, mis algab ldhtest ja I6peb suudmes ning mida moéoda
saab veel ressursse liigutada ehk iga kaare labilaskevdime on positiivne, saame algse graafi voogu
suurendada selle tee labilaskevoime vorra. Sellist teed jadkvorgus nimetatakse tdaiendavaks teeks
(i.k. augmenting path).
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Vorgul on leitud maksimaalne voog siis ja ainult siis, kui selle vooga vorgu jadkvorgus ei leidu
taiendavat teed.

Ulaltoodud jaakvdrgus selline tee leidub, niiteks L-1-3-S. Kuna serva (3,S) labilaskevdime on vaid 1,
saame nii suurendada algset voogu lihe vorra. Selleks liidame algse graafi vastavate servade
voogudele lihe juurde:

L,
1/3 1/3
_ 171 _ 202
/, - \
| } » } »| )
2 D—0
1/5
0/4 '
Y _ 0/3
(4) »5)
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ja leiame tekkinud vorgu jaakvorgu:
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1 A~ b
2 ) 2
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4
N —~ 3
(4) » 9 )
& 5 =

Nild tuleb jadkvorgu tegelik olemus ja vajadus paremini ilmsiks, sest kui eelmisel sammul oli tee
lahtest suudmesse olemas ka algsel vérgul, siis praegu enam ei leidu selles Uhtki teed, mida méoda
saaks voogu suurendada. Kill aga leidud tee algusest I6ppu jaakvorgus:

{ b"'r‘
. 1 1
2 2
y = 4 L -
X g ™
( ) (2 ) » 3 ) )
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See tee kasutab tagasikaart (3,2). Kuna taas on minimaalse ldbilaskevGimega serv selles tees
vadrtusega 1, saame suurendada voogu Uihe vorra. Kanname selle tee algsele vorgule, pidades silmas,
et tagasiviiva tee puhul tuleb voog esialgse graafi vastava serva voost liitmise asemel lahutada.
Tulemuseks on eelpool toodud maksimaalse vooga vork. Selle jaakvdrguks on
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ning pole keeruline veenduda, et selles ei leidu enam htki teed ldhtest suudmesse.

Kirjeldatud juhis ongi Ford-Fulkersoni algoritm. Md&nikord nimetatakse seda ka Ford-Fulkersoni
meetodiks, kuna puudub tdpne eeskiri, kuidas leida tdiendavat teed jadkgraafis, vimasest aga voib
sOltuda algoritmi keerukus.

Taisarvuliste labilaskevGimete korral on selle keerukuseks O (Ef), kus f on maksimaalse voo vaartus.
Reaalarvuliste labilaskevGimete korral ei pruugi antud algoritm t66d IGpetada.

Kdige tuntum Ford-Fulkersoni meetodi implementatsioon on Edmonds-Karpi algoritm. See kasutab
taiendava tee leidmiseks laiuti Idbimist ning on keerukusega O (VE?).

10.6.5 Mitme ldhte ja suudmega lilesanded

Monikord vdib olla, et Idhtellesandes on mitu ldhet ja/v8i mitu suuet, naiteks vdivad rongid viljuda
mitmest depoost v&i kaup liikuda vélja mitmest tehasest.
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10.6.6 Kaaludega tipud vorgus

Teiseks sagedaseks olukorraks on, kus ka tippudel on kaalud ehk ldbilaskevGimed. Naiteks kauba
vedamisel ladude vahel voib olla igal laol laadimisvdimsus, mis piirab kauba liikumist sellest laost
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edasi. See lahendatakse nii, et tipp dubleeritakse ja sinna vahele lisatakse ekstra kaal tipu
labilaskevGimega:
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10.6.7 Loige

Vooga seotud on veel ks mdiste, nimelt 16ige (i.k cut). Vérgu G (T, S) 16ikeks nimetatakse graafi G
kaarte sellist hulka S; € S, millesse kuuluvate kaarte eemaldamisel ei sisaldaks G enam iihtegi
(suunatud) ahelat Idhtest suudmesse. Loike G; labilaskevdoimeks nimetatakse tema kaarte
labilaskevGimete summat. Minimaalse véimaliku labilaskevGimega |6ikeid nimetatakse
minimaalseteks loigeteks.

Naiteks jargmise graafi

(1)
A=A
3 / 3
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Minimaalseks 16ikeks on kaared (L,2) ja (3,S) ning |Gike vaartuseks 1+2=3.

Ford ja Fulkerson panid tahele, et vérgu maksimaalsete voogude vaartused on vordsed selle vorgu
minimaalsete |Gigete labilaskevGimetega. Seega saab maksimaalse voo leidmise algoritmi kasutada
ka minimaalse 16ike leidmiseks.

Seda kasutame ka jargmise llesande lahendamisel. See (ilesanne oli 2017. aastal Eesti Lahtisel
Programmeerimisvoistlusel.
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10.6.8 Vangid

SGjavangide grupp plaanib pdgenemist. Ainus tee laagrist valja viib 1abi P meetri pikkuse ja L
meetri laiuse kanjoni. Kanjonis on N valvurit, kes seisavad igaiiks oma postil ja kelle ndgemisraadius
on tapselt 100 meetrit. Vahelejaamise valtimiseks tuleks labi kanjoni hiilida nii, et kaugus lahima
valvurini on alati rangelt suurem kui 100 meetrit, nagu naha alloleval joonisel.

NN\ P

{0:0-;; — \ / x

Vangid, kellel on vagivallast juba kdrini, tahavad pdgenemistee vabastamiseks kdrvaldada minimaalse
vOimaliku arvu valvureid. Kirjutada programm, mis neile selle arvu leiab. V6ib eeldada, et vangid on
vOimelised kérvaldama tksk&ik milliseid valvureid (isegi neid, keda mdni teine valvur naeb).

Sisendi esimesel real on kolm tdisarvu P (1<P<50 000), L (1<L<50 000) jaN (1<N<250). Faili
jargmisel N real on igaiihel Ghe valvuri taisarvulised koordinaadid X; ja Yi (@<Xi<P, @<Yi<L). Kanjoni
edelanurga koordinaadid on (@; 0) ja kirdenurga koordinaadid (P; L). Vangid vdivad kanjonisse
siseneda mistahes punktis (0; Y:), kus @<Ys<L, ja valjuda mistahes punktis (P; Yy), kus @<Y,<L.
Seejuures ei pea Ys ja Yy olema taisarvud.
Viljundi ainsale reale valjastada mittenegatiivne
taisarv, mis naitab vahimat v&imalikku b — (P:L)

kdrvaldatavate valvuritearv. | f/_ o _}x _________
o \

NAIDE:

r‘ - —_ |
530 340 5 / ‘\_-_ L
210 50 |"f ( PR

330 130 . T‘L-" |
270 170 & \/) ;|

- b}
200 180 -

i
260 260 | ¢ _,/
S S -

Vastus: - L
T (0; 0) . X

Esimeseks Ulesandeks on jallegi koostada graaf. Vétame kdigepealt graafi tippudeks valvurid ja lisaks
kaks tippu - kanjoni servad. Serv on kahe tipu vahel siis, kui nende valvealad puutuvad vai kattuvad.

On kllaltki ilmne, et kui leidub tee tipust O tippu 6 ehk kanjoni seinte vahel, on pdgenemine
vOimatu. Tuleb leida vahim arv tippe, mis tuleb graafist eemaldada, nii et tipp O ja tipp 6 ei ole enam
Uhendatud. Aga minimaalse |Gike leidmiseks on tippude asemel vaja servi!
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Selleks jagame iga valvurit tahistava tipu i kaheks eraldi tipuks i ja i, ja lisame suunatud serva

(is, i,,). Iga algse graafi suunamata serva (i, j) jaoks tekitame suunatud servad (j,, i) ja (i, is). Loeme
Gihe kanjoni seina ldhteks ja teise suudmeks. Kui tipp i puudutab Idhteseina, lisame serva (L, i), kui
suudmeseina, siis analoogselt serva (i, S), kus L ja S on vastavalt lahe ja suue. Saame:

Ulesande néiteandmetele vastav vork.

Kuna kisitakse, mitu valvurit on vaja minimaalselt eemaldada, on iga valvuri eemaldamise hind sama
ehk Uks. Seega graafil punasega margitud servadel on labilaskevoimeks (iks, teiste servade
labilaskevGime on piiramata — neid servi me nagunii eemaldada ei soovi. Samas véib arvestada ka iga
serva labilaskevdimeks Uhe, sest graafi lilesehitus on selline, et rohkem nagunii Ghestki tipupaarist
edasi ei paase.

Edasi leiamse sellel graafil maksimaalse voo, mis teoreemile vastavalt on ka minimaalseks |3ikeks
selles graafis ehk minimaalseks valvurite arvuks, keda on vaja vangidel kérvaldada.

Siin on kood, mis Gilesande lahendab:
#tinclude <iostream>

#tinclude <vector>

using namespace std;

int p, 1, n;

int** kaarte_maht; // jaak-labilaskevdimed

bool* vaadatud; // kas tippu on juba vaadatud

vector<int>* naabrid; // tippude naabrid

int* naabrite_arv; // hoiame meeles iga tipu jaoks naabrite arvu

bool dfs(int tipp) // sigavuti ldbimine

{
if (tipp == n - 1) { // joudsime seinani e suudmesse
return 1; // maksimaalne voog leitud teel on alati 1
}
vaadatud[tipp] = 1; // siin me oleme
for (int i = @; i < naabrite_arv[tipp]; i++) {
int naaber = naabrid[tipp][i];
// kui naabertippu saab minna (ldbilaskevdime on positiivne)
// ja me ei ole seal veel olnud, otsime teed naabrist edasi
if (kaarte_maht[tipp][naaber] > © && !vaadatud[naaber] && dfs(naaber)) {
// kui see tee viib 1d&ppu
kaarte_maht[tipp][naabrid[tipp][i]]--; // kaare ldbilaskevdime
kaarte_maht[naabrid[tipp][i]][tipp]++; // tagasikaare labilaskevdime
return 1;
}
}
return @; // teed ei leidunud
}
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int main()

{
cin >> p >> 1 >> n;
int* x = new int[n];
int* y = new int[n];
for (int i =0; i < n; i++) {
cin >> x[1] >> y[i];
}
int valvureid = n;
n *= 2; // iga valvuri jaoks on vaja 2 tippu graafis
n += 2; // lisaks on vaja seinte jaoks tipud. need on ldhe ja suue
vaadatud = new bool[n];
kaarte_maht = new int*[n];
naabrid = new vector<int>[n];
naabrite_arv = new int[n];
for (int i = 0; i < n; i++) {
naabrite_arv[i] = 0;
vector<int> vi;
naabrid[i] = vi;
vaadatud[i] = ©;
kaarte_maht[i] = new int[n] {0};
}
for (int i = @; i < valvureid; i++) {
if (y[i] <= 100) { // kui on alumise serva ldhedal
kaarte_maht[@][i * 2 + 1]++; // lisame serva
naabrid[@].push_back(i * 2 + 1);
naabrid[i * 2 + 1].push_back(®@); // tagasiserv
naabrite_arv[0]++;
naabrite_arv[i * 2 + 1]++;
if (y[i] + 100 >= 1) { // kui on Ulemise serva ldhedal
kaarte_maht[i * 2 + 2][n - 1]++;
naabrid[n - 1].push_back(i * 2 + 2);
naabrid[i * 2 + 2].push_back(n - 1);
naabrite_arv[n - 1]++;
naabrite_arv[i * 2 + 2]++;
}
for (int j = ©; j < valvureid; j++) {
if (COX[L]-x[3D)*(x[1]-x[FI))+((y[i]-y[3D*(y[i]-y[3])) <= 4eeee) {
if (j == 1)
kaarte_maht[i * 2 + 1][i* 2 + 2]++; // kaar iseendaga
else
kaarte_maht[i * 2 + 2][] * 2 + 1]++;
naabrid[j * 2 + 1].push_back(i * 2 + 2);
naabrid[i * 2 + 2].push_back(j * 2 + 1);
naabrite_arv[j * 2 + 1]++;
naabrite_arv[i * 2 + 2]++;
}
}
}
int vastus = 9;
while (dfs(@)) {
vastus ++;
for (int i =0; i < n; i++) {
vaadatud[i] = @; // nullime jargmiseks labimiseks
}
}
cout << vastus << endl;
}
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10.7 KLIKID

Klikiks (i.k cligue) nimetatakse graafi taielikku alamgraafi. Formaalsemalt on lihtgraafi G tippude
alamhulk § € V (G) klikk, kui iga kahe tipu u, v € S jaoks, kusu # v, leidub graafis G serv nende
kahe tipu vahel. Alamhulka S € V (G) nimetatakse s&ltumatuks hulgaks siis, kui tihegi kahe hulka S
kuuluva tipu vahel ei ole graafis G serva.

T 1‘/' \
N
4 4 .
-~ ]\._) L _/"' o \'|
(Y ‘/_ ) I/‘\
_ &Y

Klikke nimetatakse selle jargi, mitu tippu klikis on. Ulaloleval joonisel on néiteks 9 tihetipulist klikki
(iga tipp on klikk), 12 kahetipulist klikki (iga tipupaar, mille vahel on serv), 5 kolmetipulist klikki
(tekkivad kolmnurgad roheliste tippudega alas ja kollaste tippudega kolmnurk) ning (ks 4-tipuline
klikk (rohelised tipud).

Maksimaalseks klikiks (i.k. maximal clique) nimetatakse sellist klikki, millele ei saa lisada Ghtki
naabertippu, st sellist klikki, mis ei ole tihegi suurema kliki alamgraaf. Joonisel on viis maksimaalset
klikki: rohelise tipuhulgaga klikk, kollase tipuhulgaga klikk ja kolm kahetipulist klikki, servaga rohelise
ja punase tipu vahel, kahe punase tipu vahel ning punase ja kollase tipu vahel.

Monikord moeldakse ka lihtsalt kliki all maksimaalset klikki.

Maksimumklikiks (i.k. maximum clique) nimetatakse kdige suurema tipuhulgaga klikki graafis.
Joonisel oleva graafis on tiks maksimumklikk — rohelise tipuhulgaga klikk.

Klikkide leidmise tGlesanne on NP-keeruline.

10.7.1 Bron-Kerboschi algoritm

Bron-Kerboschi algoritm on nime saanud Hollandi teadlaste Coenraad Broni ja Joep Kerboschi jargi,
kes avaldasid selle algoritmi kirjelduse aastal 1973.

Algoritmi ndol on tegemist rekursiivse labivaatusalgoritmiga, mis leiab kdik maksimaalsed klikid
graafis. Tapsemalt, kui on antud kolm hulka R, P, ja X, leiab see maksimaalsed klikid, millesse
kuuluvad koik tipud hulgast R, moned tipud hulgast P ja mitte tkski tipp hulgast X. Hulkade P ja X
Uhend on selliste tippude hulk, mis saavad klikki R laiendada. Kui P ja X on tiihjad, on R maksimaalne
klikk.

Algoritm ise on jargmine:

BK(R,P,X):
kui P=0 ja X=0:
R on maksimaalne klikk
Vve P:
BK(RU{v}, PNN(v), XN N(v)))
P=P\{v}
X =XU{v}
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10.7.2 Sobrad

Keskkoolis on kdige tahtsam olla vinges sGprade grupis. Sobrad korraldavad omavahel pidusid, kus
koik kohalolijad on omavahel s6brad ja millest tikski Gpilane, kes on kd&igi kohalolijate sdber, ei
puudu. Loomulikult v6ib iga dpilane osaleda erineva kosseisuga pidudel, kui eelnev tingimus on
tdidetud. Pidu aga pole paris see, kui kellelgi on méned sébrad peolt puudu.

Leia, mitu erineva koosseisu saab moodustada pidude tarbeks, nii et ihegi peo lihelgi osalejal ei oleks
korraga rohkem kui p sdpra, kes sellel peol ei osale. SOprus on siimmeetriline, st kui A on B sGber, siis
B on ka A sGber.

Sisendi esimesel real on kaks mittenegatiivset tdisarvu n ja p. Jargneval n real on info iga Gpilase
kohta alates Gpilasest 1=0. Iga rida algab taisarvuga m; — i .nda Gpilase vdidetav sGprade arv. Selle
jarel on mi tdisarvu @. .n-1 —tema sGprade numbrid. On teada, et dpilane ei nimeta kunagi ennast
oma sobraks.

Viéljundi ainsale reale valjasta liks tdisarv — tGlesande
tingimustele vastavate peokosseisude arv.

NAIDE:

1

WINWNNPENMNNO®
U NN DNERE O R
NO wph wNn

Vastus:
2

Selles lilesandes on vdimalikud peokosseisud kdik graafis leiduvad klikid, seega on vaja kdigepealt
leida k&ik klikid sOprade graafis. Selleks saab kasutada eelpool kirjeldatud Bron-Kerboschi algoritmi:

vector<int>* graaf;
vector<vector<int>> klikid;

vector<int> yhend(vector<int> a, vector<int> b)
{
vector<int> vastus;
sort(a.begin(), a.end());
sort(b.begin(), b.end());
int bi = 0;
int ai = 9;
while (ai < a.size()) {
while (bi < b.size() && b[bi] < a[ai]) {
bi++;
¥
if (bi == b.size() || b[bi] > a[ai]) {
vastus.push_back(a[ai]);
}-
ai++;
}

return vastus;
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vector<int> yhisosa(vector<int> a, vector<int> b)
{
vector<int> vastus;
sort(b.begin(), b.end());
sort(a.begin(), a.end());
int bi = 0;
int ai = 9;
while (ai < a.size()) {
while (bi < b.size() && b[bi] < a[ai]) {
bi++;
¥
if (bi == b.size()) break;

if (b[bi] == a[ai]) {
vastus.push_back(a[ai]);
}
ai++;
}

return vastus;

}

vector<int> lisa_element(vector<int> a, int b)
{

vector<int> vastus;

vastus = a;

vastus.push_back(b);

return vastus;

}

void BronKerbosch(vector<int> r, vector<int> p, vector<int> x)
{
if (p.size() == 0 && x.size() == 0) {
klikid.push_back(r);
return;
}
if (p.size() == @) return;
int rp = p[e];
vector<int> pr = yhend(p, graaf[rpl);
for (int i = 0; i < pr.size(); i++) {
BronKerbosch(
lisa_element(r, pr[i]), yhisosa(p, graaf[pr[i]]), yhisosa(x, graaf[pr[i]]));
vector<int> dmp;
dmp.push_back(pr[i]);
p = yhend(p, dmp);
x.push_back(pr[i]);

Niid, kui koik klikid on leitud, tuleb leida nende seast selliseid, mille Ghelgi tipul ei ole rohkem kui p
naabrit, mis ei kuulu antud klikki:
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int leia_vastus()

{
int vastus = klikid.size();
for (int i = ©; i < klikid.size(); i++) {
int kliki_suurus = klikid[i].size();
for (int j = 0; j < kliki_suurus; j++) {
int v = klikid[i][j];
if (graaf[v].size() - kliki_suurus + 1 > q) {
//lahutame need klikid, kus on ménel tipul rohkem klikist valjuvaid
//servi kui lubatud
vastus--;
break;
}
}
}
return vastus;
}

10.8 KONTROLLULESANDED

10.8.1 Laadimispunktid

Uus Euroopa Liidu seadus naeb ette, et iga linn, mida peab kindlasti Iabima, et saada mingist teisest
linnast kolmandasse linna, oleks varustatud elektriautode laadimispunktiga. Seega pdd6rdus valitsus
sinu poole, et teada saada, mis linnades peavad uue seaduse kohaselt laadimispunktid olema.
Sisendi esimesel real on arv n (2<n<100): vorgus olevate linnade arv. Jargmisel n real on vaikeste
ladina tahtedega linna nimi. Nendele jargneb eraldi real arv m: teede arv. Jargneval m real on kaks
sOnet: tee alguslinn ning |6pplinn.

Viéljundi esimesele reale kirjutada tdisarv d: mitmes linnas peavad laadimispunktid olema. Jargmisele
d reale kirjutada tahestiku jarjekorras vastavate linnade nimed.

NAIDE:

6

tallinn

tartu

narva

parnu

kuressaare

kardla

7

parnu narva

narva tallinn
parnu tallinn
tartu kardla
tallinn tartu
kuressaare tallinn
kardla kuressaare
Vastus:

1

tallinn
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10.8.2 Internetilihendus

Kord ennemuistsetel aegadel polnud igal Eesti koolil ligipddsu internetile ning valitsus otsustas
probleemi lahendada. Kuna internet oli sel ajal veel vaga haruldane asi, oleks igale koolile
otselihenduse kindlustamine vaga kallis olnud, seega otsustati selle asemel (ihendada koole
omavabhel. Koolil on ligipaas Internetile juhul, kui sellel on kas otseiihendus v6i on see ihendatud
kooliga, millel on ligipaas Internetile. Leida minimaalne hind, millega kindlustada igale koolile ligipaas
Internetile ning mitu otselihendust on selle jaoks vaja. Kuna riigile meeldib hea vélja ndha, vadljastada
samahinnalistest plaanidest see, mis sisaldab rohkem otselihendusi.

Sisendi esimesel real on kolm tiihikutega eraldatud tdisarvu: n, m jaa (1<n<10000, 1<m<100000,
0<a<10000) — koolide arv, véimalike koolide Glhendamise viiside arv ning otselihenduse loomise hind.
Jargmisel m real on info Ghenduste kohta. Igal real on kolm tiihikutega eraldatud tdisarvu: x, y ja c
(12x,y<n, B8<c<10000) — Uhenduses esimene kool, teine kool ning ihenduse hind. Tuleb tahele
panna, et kahe kooli G(hendamiseks vGib olla mitu erihinnalist plaani.

Viljundi ainsale reale valjastada kaks tihikutega eraldatud tdisarvu: a ja b — projekti labiviimiseks
vajalik minimaalne hind ning selle jaoks vajalik internetiga otsetihenduste arv.

NAIDE 1:
4 4 100
12 10
4 3 12
4 1 41
2 3 23
Vastus:
145 1
NAIDE 2:
5 3 1000
12 20
4 5 40

TIGRIHUPE

Vastus:
2090 2
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10.8.3 Kiviheitemasin

Keskajal oli ainus praktiline viis Gihe sGnumi Ghest kohast teise saamiseks kiviheitemasina
kasutamine*. Kiviheitemasin saab visata teateid igasse linna, mis on selle viskekauguse ulatuses.
Konfliktide valtimiseks otsustati, et igal linnal on kiviheitemasin véimeline tapselt sama kaugele
laskma ning et see kaugus on minimaalne vajalik, et kdik linnad oleksid omavahel kuidagi ihendatud
(A ja B on Gihendatud parajasti siis, kui A saab B-ga otse ihendust pidada vG&i kui A saab mingi B-ga
Uhendatud linnaga Gihendust pidada). Leida see minimaalne kaugus.

Sisendi esimesel real on taisarv p (0<p<500) — linnade koguarv. Jargmisel p real on kaks tihikuga
eraldatud taisarvu: x jay (0<x,y<10000) linna x ja y koordinaat.

Viéljundisse kirjutada lks reaalarv: minimaalne
kaugus, mis kiviheitemasinal peab olema, et kdik
linnad oleksid ihendatud.

NAIDE:

4

0 100

0 300

0 600
150 750
Vastus:
300
*fakt!
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10.8.4 Uus tee

Riigis on n (1<n<50) linna, mis on Ghendatud omavahel m (1<m<1225) teega. Riigil Iaheb hasti ning
seega otsustatakse kahe linna, millel puudub otselihendus, vahele luua otselihendus. Selle jaoks
vOetakse arvesse parima kasumi valemit: kasum(u, v)=Sum(pc(i,j)-cc(i,j)), kus iga linnapaari
i, jjaoks on pc(i,j) lihima tee pikkus linnast i linna j, kui tee u ja v vahel puudub, ning cc(i,j)
on lihima tee pikkus linnast i linna j, kui tee u ja v vahel eksisteerib. Leida, milliste kahe linna vahel
on selle valemi jargi kdige parem teed ehitada. Juhul, kui selliseid maksimume on mitu, valjastada
nendest teedest lihim. Juhul kui selliseid teid on ikka mitu, véljastada vahimate otspunktidega tee.
Sisendi esimesel real on kaks arvu: n ja m. Jargmisel n real on kaks tiihikuga eraldatud taisarvu: x ja 'y
(-1000<x,y< 1000), linna koordinaadid. Jargmisel m real on kaks tiihikuga eraldatud tdisarvu: aja b
(12a,bzn), tee otspunktid. Valjundi ainsale reale kirjutada kaks tiihikuga eraldatud tdisarvu: uue tee
algus- ja 16pp-punkt. Juhul, kui parim kasum < 1 vdi pole véimalik uut teed luua, valjastada arvupaar
9, O.

NAIDE 1:
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10.8.5 MGjuvéim

Kuritegelikud organisatsioonid uurivad, kui palju neil méjuvéimu on. Iga organisatsioon mdjutab
mingit hulka teisi organisatsioone ning on ka teada, et kui organisatsioon A mdjutab organisatsiooni B
ning organisatsioon B mdjutab organisatsiooni C, mdjutab organisatsioon A kaudselt organisatsiooni
C, aga organisatsioon A ei mdjuta otseselt organisatsiooni C. Samuti ei ole tsikleid, nii et
organisatsioon A ei mdjuta kaudselt iseennast. Me teame iga organisatsiooni kohta, mitu
organisatsiooni see otseselt ja kaudselt mojutab. Leida selle info pdhjal, mis organisatsioone mojutab
iga organisatsioon otseselt.

Sisendi esimesel real on taisarv n (1<n<120), organisatsioonide arv. Jargmisel n real on (ks sone —
organisatsiooni nimetus. Seejarel on eraldi real tdisarv m (1<m<n), organisatsioonide arv, mis
mdjutavad mingeid teisi organisatsioone. Jargmisel m real on tiihikutega eraldatud sGned. Esimene on
mdojutava organisatsiooni nimi. Seejarel on arv k — mojutatavate organisatsioonide arv. Siis on k
sdnet — mdjutatava organisatsiooni nimi.

Viljundisse kirjutada tahestiku jarjekorras m organisatsiooni nime, millele jargneb tiihikuga
eraldatuna selle organisatsiooni poolt otseselt m&jutatavate organisatsioonide arv ning nende
organisatsioonide nimetused tdhestiku jarjekorras.

NAIDE:

5 ‘
maranzano v o,
profaci E’ | /?‘
mangano -
luciano gt

Ve
gagliano //v\v)u
Wi
/

: ’

mangano 4 gagliano luciano maranzano profaci
gagliano 3 luciano maranzano profaci

luciano 1 profaci

Vastus:

gagliano 2 maranzano luciano

luciano 1 profaci

mangano 1 gagliano
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10.8.6 Civilization

Arvutiméangus ,,Side Meier’s Civilization VI“ kontrollivad méangijad riike, kellel on maavarad. Mangus
on korraga n (2<n<10) riiki ning m (5<m<25) erinevat maavara. lgal riigil on igast maavarast mingi
arv koopiat (koopiate arv voib olla ka @). Riigid saavad omavahel vahetada maavarasid kursiga 1:1,
aga enamus riikidest vahetavad ara ainult varasid, millest neil on rohkem kui liks koopia, varade
vastu, millest neil on null koopiat. Juku taipas, et kui eesmark on saada vdimalikult palju erinevaid
maavarasid, on vahepeal kasulik teha selliseid tehinguid, kus ta annab dra olemasoleva maavara teise
maavara vastu, mida tal juba on. Aita Jukul leida, mis on maksimaalne erinevate maavarade arv, mis
tal saab olla, kui kdik teised mangijad vahetavad ainult eelnevalt mainitud reeglite pdhjal.

Sisendi esimesel real on kaks tihikutega eraldatud tdisarvu: n ja m. (n sisaldab ka Jukut). Jargmisel n
real on kirjeldus iga mangija maavarade kohta. Esimene nendest kirjeldab Juku maavarasid. Igal real
on mingi arv tiihikutega eraldatud taisarve, millest esimene on k; (0<ki<50), sellele riigile kuuluvate
maavarade arv ning sellele jargneb k; arvu, riigile kuuluvate maavarade indeksid.

Vialjundisse kirjutada Uks tdisarv: Maksimaalne vdimalik erinevate maavarade arv, mida Juku véib
saavutada.
NAIDE 1:

25
6111111
3122
Vastus:

1

NAIDE 2:
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10.8.7 Pogenemine

Indiana Jones on kogemata kaivitanud I6ksu, mille tagajarjel variseb enamus toast, kus on ka palju
teisi inimesi, kokku. Tuba on méotmetega N * M (1<N,M<30) ning koosneb viiest erinevast ruudust:
* —inimene ohtlikul platvormil. Inimene tahab siit vGimalikult ruttu ara saada, sest |6puks kukub see
ka kokku. Inimene saab liikuda tksk&ik missuguse pdhiilmakaare poole ning platvorm kukub
dramaatilisuse huvides alla kohe sel hetkel, kui inimene selle pealt maha astub.

~ — kuristik. Kui inimene satub kuristikku, kukub ta alla ning hukkub.

. —ohtlik platvorm. Kui inimene astub sellele peale, kaitub see nagu ,,inimene ohtlikul platvormil”
tuupi ruut.

@ - vahem ohtlik platvorm. See on platvorm, mis kill kukub I6puks alla, aga see ei taha olla
dramaatiline ning kukub alla alles siis, kui aeg labi saab. Tuleb tdahele panna, et ohtlikul ning vdhem
ohtlikul platvormil tohib korraga peal olla maksimaalselt (iks inimene.

# - ohutu platvorm. See platvorm ei kuku kunagi alla. Igal ohutul platvormil voib olla maksimaalselt P
(1<P<10) inimest.

Sulle antakse ette toa kirjeldus. Sinu eesmark on leida, mis on maksimaalne voimalik ellujadjate arv,
kui eeldada, et aega on piisavalt palju, et vastavat strateegiat kasutada.

Sisendi esimesel real on kolm tiihikutega eraldatud tdisarvu arvud N, Mja P.

Jargmisel n real on m tdhemargist koosnev jada: toa kirjeldus.
NAIDE 1:

342
*nonh

..@
« N *
Vastus:

2

NAIDE 2:
351

~nKan
#.0.#
~nKan
Vastus:

2

NAIDE 3:

142
*kfha,

Vastus:
1
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10.8.8 Teepuhastus

Tartu linnas on ainult ks lumepuhastusmasin. Leida minimaalne aeg, mis kulub, et see puhastaks
koik Tartu tanavad lumest ning jouaks oma koju tagasi. Lumepuhastusmasina kiirus puhastamisel on
20km/h ning puhastatud teel sditmine on 50km/h. Iga tdnav on mdlemas suunas Gherealine ning
alguses puhastamata olekus. Lumepuhastusmasin saab korraga ainult Ghte sdidurida puhastada.
Sisendi esimesel real on kaks tiihikuga eraldatud taisarvu: x ja y, lumepuhastusmasina jaama
koordinaadid. Jargmisel real on tanavate arv n (1<n<109). Jargmisel n real on neli tihikutega
eraldatud tdisarvu: x1, yi, X2, Y2-tadnava otspunktide koordinaadid. On teada, et jaamast saab
igale tanavale soita ainult tdnavaid moddda. Iga koordinaat on antud meetrites ning on taisarv
vahemikus -100000 kuni 100000.

Viéljundi ainsale reale kirjutada aeg tundides ja minutites, mis on vaja, et kogu I|nn dra puhastada.
Vastus valjastada tapsusega 1 minut. ' '
NAIDE:

00

3

© 0 10000 10000

5000 -10000 5000 10000
5000 10000 10000 10000

Vastus:
3:55

10.8.9 Doomino

Sulon n (1<n<1000) doominoklotsi, mida sa tahad jarjest ringi panna, nii et kahel jarjestikusel klotsil
on Ghendumiskohal sama number ning viimane klots on ihendatud esimesega. Leida, kas selline
jarjestus eksisteerib.

Sisendi esimesel real on taisarv n. Jargmisel n real on kaks tihikutega eraldatud tdisarvu: ajab
(12a,bz50), doominoklotsile kirjutatud arvud.

Viljundi ainsale reale valjastada (ks sOna. Kui kdiki klotse on véimalik ringi panna, valjastada JAH, kui
ei saa, valjastada El.

NAIDE 1:
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10.8.10 Valimised

USA-s on mangusaade, mida nimetatakse USA presidendivalimisteks, kus osaleb d demokraati ja v
vabariiklast (1<d,v<100). Parast saadet hdaletavad n (0<n<500) vaatajat (ihe inimese poolt, kellest
nad tahavad, et jadks saatesse alles ning lihe inimese poolt, keda nad tahavad valja visata. Kuna iga
ameeriklane on ise kas demokraat voi vabariiklane, valivad demokraadid alati demokraadi, kes
saatesse peaks jaama, ja vabariiklase, keda valja visata, ning vabariiklased alati vabariiklase, kes
saatesse peaks jaama, ja demokraadi, keda valja visata. Saatejuhid otsustasid inimesi valja visata nii,
et oleks voimalikult palju hailetajaid, kelle mdlemad haaled Iahevad arvesse — see tdhendab, et
nende lemmik jadb saatesse ja vihatu lahkub. Leida see haaletajate arv.

Sisendi esimesel real on kolm tiihikutega eraldatud taisarvu: d, v ja n.Jargmisel n real on kaks
tihikuga eraldatud sonet. Esimene on osaleja kood, keda vaataja tahab alles jatta ning teine on
kandidaat, keda vaataja tahab vilja visata. Osaleja kood koosneb tdhest D voi V — demokraat voi
vabariiklane ning Gihest arvust, mis nditab, mitmenda demokraadi voi vabariiklasega tegu on.
Vialjundisse kirjutada 1 tdisarv: maksimaalne arv rahulolevaid haaletajaid.

NAIDE 1:
Sisend:
112
D1 V1
V1l D1
Vastus:

1

NAIDE 2:
124
D1 Vi1
D1 V1

D1 V2
V2 D1

Vastus:
3

10.9 VIITED LISAMATERJALIDELE

Kaasasolevas failis VP_lisad.zip, peatiikk9 kaustas on abistavad failid kdesoleva peatiiki materjalidega
pohjalikumaks tutvumiseks:

Tuleb hiljem Floyd-Warshall

Servad.cpp, Servad.java, Servad.py Graafi servade liigitamine

Sillad.cpp, Sillad.java, Sillad.py Sildade leidmine graafis
Muinastuled.cpp, Muinastuled.java, Artikulatsioonipunktide leidmine
Muinastuled.py

Loomad.cpp, Loomad.java, Loomad.py Euleri tstikkel (Hierholzer)
Elektrikatkestus.cpp, Elektrikatkestus.java, Minimaalne toes (Kruskal)
Elektrikatkestus.py

Vangid.cpp, Vangid.java, Vangid.py Maksimaalne voog/minimaalne 16ige
Sobrad.cpp, Sobrad.java, Sobrad.py Klikid graafis
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11 TEKSTIALGORITMID

Enamik seni kasitletud algoritme t66tavad arvulistel andmetidpidel, mis on oma olemuselt ,lihtsad”:
ks vaartus vastab tldjuhul Ghele malupesale ning protsessori kasud on optimeeritud nendega
operatsioonide sooritamisele. Inimesed eelistavad aga enamasti tekstiga to6tamist arvudele,
seetOttu ei paase ka arvutid teksti kasitlemise kohustusest.

Arvutustehnika levides ja <?xml version="1.0" encoding="utf-8"?>
. . <xs:schema attributeFormDefault="unqualified" elementFormDefault="qualified"
abstrakts|00n|taseme xmlns:xs="http://www.w3.org/2001/XMLSchema">
tSust nva levin d k <xs:element name="points">
dustes on viga levinud ka pibasome- el
mitmesuguste andmete S e ; s e
<xs:element maxOccurs="unbounded" name="point">
esitamine ,inimloetaval” <zs:complexType>
<xs:attribute name="x" type="xs:unsignedShort" use="required" />
kuJul’ na|teks XML V6| JSON <xs:attribute name="y" type="xs:unsignedShort" use="required" />
. </xs:complexType>
formaadis, sealhulgas ka </xs:element>
’
. . </!S:SEQUEHCE>
juhul, kui samade andmete </z81conplaxType>

</xs:element>
</xs:schema>

kahendesituses kaitlemine
oleks tuhandeid kordi
kiirem. See tdhendab, et kaasaegne arvuti kulutab enamiku oma protsessoriajast just nimelt
tekstitlilipi andmetega tegeledes.

Kui arvudel on tavalisteks operatsioonideks liitmine, korrutamine, bitinihutamine ja muud
aritmeetilised operatsioonid, siis teksti puhul on péhikohal erinevate tekstijuppide vordlemine,
kokkupanek véi siis ihest tekstildigust teise otsimine. Et aga neid operatsioone véimalikult
efektiivselt sooritada, muutub vaga tdhtsaks see, kuidas me teksti arvuti malus hoiame. Kui arvu
liigutamine Ghelt maluaadressilt teisele votab protsessoril vaid nanosekundi, siis pika teksti
kopeerimine on palju pikem protsess.

Enamiku siin peatiikis toodud algoritmide peamine idee seisnebki selles, kuidas selliseid liigutamisi ja
kopeerimisi voimalikult palju valtida.

11.1 TeKSTI PARSIMINE

Enamik tekstist, millega inimesed tegelevad, on / / —y
,proosatekstid”, mis koosnevad sdnadest ja ga.  3b - 3ab )
lausetest, kuid millel pole kuigi palju tdiendavaid %— %: ( ar-pt )
reegleid. Peale selle on olemas aga vaga palju ab
tekstivormis andmeid, millel on keerulisem - b-a  ab _ (b-a) _ab

- - 3ab a4a‘-pt Bab C(atbya-h)
struktuur: programmeerimiskeeltes kirjutatud
kood, algebralised avaldised, HTML-tekst jne. -1

= (b)) _ab _ _ __/

Inimene naeb sellise teksti struktuuri tervikuna, Jsly  carb)a-b) 3ca+b)

kuid arvuti jaoks on tegu margijadaga nagu iga

teine. Et infoga midagi intelligentset teha, tuleb tekst teisendada mingiks andmestruktuuriks (naiteks
puuks), millel saab juba taiendavaid operatsioone labi viia. Sellist teksti paremini kasitletavale kujule
viimist nimetatakse parsimiseks.
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Vaatame jargmist klassikalist Gilesannet:

11.1.1 Ulesanne: arvutustehe

On antud aritmeetiline avaldis, mis sisaldab positiivseid taisarve, liitmis-, lahutamis, korrutamis- ja
jagamismarki (+, -, *, :) ning sulge ((, )). Leia tehte vastus.

NAIDE:

4*(5+3)-(2*6+3):15+11

Vastus:

42

Tavaparaselt matemaatikas kasutatav tehtekuju, kus tehtemark ehk operaator on arvude
(argumentide) vahel, nimetatakse infiks-kujuks.

Infiks-kujul tuleb tehteid sooritada tsna suvalises jarjekorras,
naiteks siin ei saa esimest tehet (korrutamine) enne sooritada,
kui oleme teinud sulgudes oleva liitmistehte. Sellele jargnev
lahutamistehe jaab aga juba jargneva kolme tehte ootele.

Seet6ttu on antud lGlesandes mugavam viia tehe postfiks-
kujule. Postfiks-kuju ehk pooratud Poola notatsioon on selline
tehete esitus, kus operaator jargneb argumentidele. Naiteks
tavaparane liitmistehe 5 + 6 on postfiks-kujul 5 6 +.
Naiteavaldisest esimene osa 4 * (5 + 3) saab kuju 53 + 4 *
ning kogu tehe on postfiks-kujul jargmine:

Lx

453 +%x 26 x3 +15: —11 +

Uheks postfiks-kuju eeliseks on see, et puudub vajadus
sulgude jarele ning tehetel ei ole erinevat kaalu — nii voib
,unustada“” algklassides Gpitud reegli: ,,Enne korrutan ja jagan,
siis liidan ja lahutan”.

!

CLX
ARD

HEWLETT «PACHK

Kuidas siis teisendada avaldis postfiks-kujule ja leida selle
vaartus? Selleks on siiski vaja teada just eelpool nimetatud reeglit. Siin on vaike abifunktsioon, mis
tehetele prioriteedid annab:

int pref(char ch)

{
switch (ch) {
case '*':
case ':': return 1;
case '+':
case '-': return 2;
case ('('): return 3;
default: return 0;
}
}

Kui vaadata ndidet, on ndha, et arvud on tehtes ikka samas jarjekorras, vaid operaatorid ja nende
omavaheline jarjestus muutub. Seega arvud saab kohe no Uihest stringist teise sdidutada,
tehtemargid tuleb aga vahepeal kdrvalteele (pinusse) ootele panna, et need siis digel ajal arvude
sekka tagasi liikata:
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string postfix(string s) {

string vastus = 5
stack<char> op;

int index = 9;
while (index < s.length()) {
while (index < s.length() && isdigit(s[index])) {
vastus += s[index];
index++;
}

vastus += ;

if(index < s.length()) {
char mark = s[index];
if (mark == '+' || mark == '-' || mark == "*' || mark ==
while ('op.empty() && pref(op.top()) <= pref(mark)) {
vastus += op.top();

op.pop();
}
op.push(mark);
}
else if (mark == '(') op.push(mark);
else if (mark == ")") {
while (op.top() != "(") {
vastus += op.top();
op.pop();
}
op.pop();
}
¥
index++;

}

while (lop.empty()) {
vastus += op.top();
op.pop();

}

return vastus;
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Postfiks-kujul avaldist on lihtne arvutada, kasutades taas pinu:

int arvuta(string s) {
stack<int> vastus;
int index = 0;
while (index < s.length()) {
if (isdigit(s[index])) {
int d = s[index++] - '0';
while (index < s.length() && isdigit(s[index])) {
d=d* 10 + s[index++] - '9’;

}
vastus.push(d);

}

if (s[index] == ' ') index++;

else {
int d2 = vastus.top();
vastus.pop();
int d1 = vastus.top();
vastus.pop();
switch (s[index++]) {
case '+': vastus.push(dl + d2); break;
case '-': vastus.push(dl - d2); break;
case '*': vastus.push(dl * d2); break;
case ':': vastus.push(dl / d2); break;
}

}

}

return vastus.top();

11.2 ALAMSTRINGI LEIDMINE

Nagu sissejuhatuses 6eldud, on tekstitodtlusalgoritmide Giheks peamiseks tlesandeks etteantud
stringist mingi teise, samuti etteantud alamstringi leidmine.

11.2.1 Moisted

Tuletame kdigepealt meelde pShimdisted. String on tervikuna kasitletav samalaadsete elementide,
naiteks markide, jarjend. Mark on andmete esituseks, korralduseks voi juhtimiseks kasutatava
elemendihulga liige. Margistik on maaratud otstarbeks taielik erinevate markide |16plik hulk.

Enamasti tahistame stringi S = 545, ... S, kus s; on mark kasutatavas margistikus M ehk Vs; € M.

Stringi S = 15, ... S, alamstringiks nimetame sellist jarjendit A = a,a, ... a;, kusm < n ja leidub
selline indeks i, et Va; € 4,a; = s;4; ja s;;; € S. Naiteks stringi pesukaru alamstringiks on string
suka, aga mitte string suru.

Stringi S sufiksiks nimetatakse sellist stringi S alamstringi, mis 10peb stringi S [6pus. Naiteks stringi
pesukaru sufiksid on pesukaru, esukaru, sukaru, ukaru, karu, aru, ru ja u. Stringil pikkusega n on
tapselt n sufiksit.
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Stringi S prefiksiks nimetatakse sellist stringi S alamstringi, mis algab stringi S algusest. Naiteks
stringi pesukaru prefiksid on p, pe, pes, pesu, pesuk, pesuka, pesukar ja pesukaru. Nii nagu
sufikseidki, on stringil pikkusega n tapselt n prefiksit.

11.2.2 Lihtne alamstringi otsimise algoritm

On antud kaks stringi T ja S. Leia k&ik stringi S esinemised stringis T.

Sisendi esimesel real on string T. Teisel real on string S.

Viljastada Uhel real tihikutega eraldatuna kéik asukohad tekstis T, millest algab alamstring S. Kui
string S ei sisaldu stringis T, vdljastada -1.

NAIDE 1:

varvas
va
Vastus:
14
NAIDE 2:
varvas
aas
Vastus:
-1

Kbige vahetum lahenemine on muidugi hakata stringe mark-margilt omavahel vérdlema: kui
esimesed margid langevad kokku, vérdleme teisi jne, kuni alamstring saab vérreldud (ja on leitud!)
vOi kuni margid ei lange kokku, millisel juhul otsime edasi kdrvutades alamstringi esimest marki
stringi teise margiga jne.

Siin on funktsioon, mis seda teeb:

string tekst, sona;

void lihtne_alamstring() {
for (int i = @; i <= tekst.length() - sona.length(); i++) {
for (int j = ©; j < sona.length(); j++) {
if (tekst[i + j] == sona[j]) {
if (j == sona.length() - 1) {

non

cout << i + 1 << 5
s
}

else break;

}

Huvitav on see, et suvalise teksti korral on selline lahenemine paris hea ja keskmise keerukusega
0(n), kus n on stringi ehk teksti pikkus. Suvalises juhuslikus tekstis on meil enamasti kasutusel ca 200

. . el m . N . R
erinevat tdhemarki ja tGendosus, et esimene vorreldav mark kokku langeb, on vaid 700" TAendosus, et

kaks esimest kokku langevad, aga juba vaid jne — seega tekib tliharva olukord, kus tuleb

200%200
mitmeid mérke vorrelda otsustamaks, et kokkulangevust tegelikult ei ole.

Samas isegi tavalised kirjatekstid ei ole taiesti juhuslikud. Esiteks ei esine kdik margid sama
sagedusega, teiseks on ka tahejarjenditel oma esinemissagedused. Naiteks, kui otsida siit raamatust
alamstringi ktsea, siis olenemata sellest, et kdik kasutatud margid on paris sagedased, ei tule ilmselt
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teha vaga palju vordlusi, kuna ei leidu eriti sdnu, mis algaks tahelihendiga kt. Samas, kui otsida
stringi arvustus, siis tuleb teha markimisvaarselt vordlusi, mis tulemust ei anna, kuna ilmselt on siin
raamatus kdillalt sénu arv, arvu, arvus ja arvust.

Ka siis kasvab prefiksite kokkulangevuse osakaal, kui kasutusel on vaiksem margistik. Naiteks, kui
otsime telefoninumbrite seast mingit konkreetset numbrit, siis on kullaltki suur tdendosus, et
otsitava numbri algus langeb kokku paris mitmete teiste telefoninumbrite osadega. Eriti muidugi
algustega, kuna selleski osas ei ole tegemist tdiesti suvaliste arvujarjenditega.

Void kindel olla, et programmeerimisvdistlustel on testid nii koostatud, et tekstid ei ole sugugi
juhuslikud ja sellisel juhul Idheneb keerukus halvimale juhule ehk O (mn), kus m on otsitava
alamstringi pikkus ja n teskti pikkus.

11.3 KNUTH-MORRIS-PRATTI ALGORITM

1970. aastatel maotlesid Stanfordi Glikooli professor (ja lildse Uks kuulsamaid arvutiteadlasi) Donald
Knuth ja tema Gpilane Vaughan Pratt valja algoritmi, kuidas tekstist efektiivsemalt alamstringi leida.
Enam-vdahem samal ajal joudis sarnase algoritmini ka kolmas mees, James H. Morris Carnegie-Melloni
Ulikoolist. Kolmekesi avaldasid nad vastavasisulise t66 aastal 1977. Sellest ajast tuntakse seda kui
Knuth-Morris-Pratti algoritmi (lihendatult tihti lihtsalt KMP-algoritm).

Algoritmi peamiseks motteks on see, et juba vaadatud
teksti ei peaks uuesti tle vaatama. Oletame, et meil on
tekst pannkook kohupiimaga kook koorega
pannkook kodujuustuga ja otsime sellest alamstringi
kook kodu. Tahistame parasjagu vaadeldava asukoha
tekstis i-ga ja parasjagu vaadeldava asukoha
alamstringis j-ga

Alguses ei erine algoritm sugugi eelnevalt tutvustatud
lihtsast algoritmist, sest esimene tdht juba kokku ei
lange ja sellest oluliselt rohkem infot saada ei ole.
Seisuks on 1=0, j=0 ja s[i]#a[]j]:

1 2 3 4 5
012345678901234567890123456789012345678901234567890
p
k

Jargmiseks suurendame i-d Uhe vOrraja j jdab samaks:

1 2 3 4 5
012345678901234567890123456789012345678901234567890
pa

k

Kuna ka siin kokkulangevust pole, jatkame samamoodi, kuni i=4. Kuna s[4]=a[®@], siis suurendame
edasi nii i-d kui ka j-i, kuni enam kokkulangevust pole. See juhtub kohal j=7:

1 2 3 4 5
012345678901234567890123456789012345678901234567890
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pann h

Nid lihtne algoritm alustaks taas kohast i=5 ning j=0. KMP aga jatkab kohast i=11 ja j=2:

1 2 3 4 5
012345678901234567890123456789012345678901234567890
pannkook h

(0]

Kuna siingi kokkulangevust pole, siis edasi on veel likshaaval minekut kuni i=21, millele jargnevad
taas kokkulangevused, kuni i=28 ja j=7:

1 2 3 4 5
012345678901234567890123456789012345678901234567890
pannkook kohupiimaga o}

d

Nild saame taas jatkata kohalt i=28 ja j=3 ja kuigi s[28]=7[3], siis juba s[29]#a[4]:

1 2 3 4 5
012345678901234567890123456789012345678901234567890
pannkook kohupiimaga kook r

k

Kuna ka siin kokkulangevust pole, ligume alates i=29 ja j=@ lkshaaval kuni i=34:

1 2 3 4 5
012345678901234567890123456789012345678901234567890
pannkook kohupiimaga kook koorega

Sellest naitest on ilusti ndha, kuidas tekstis tagasi lilkkumist ei toimu, kuigi vérdusi voib sama
positsiooni korral olla vaja teha rohkem kui ihe korra. Pigem aga on kisimus selles, et kuidas me
teame, kui palju tuleb otsitavat alamstringi nihutada, et arvestaksime esiosa ehk prefiksi
kokkulangemisega?

11.3.1 Kokkulangevuste tabel

Kokkulangevustega arvestamiseks kasutatakse osaliste kokkulangevuste tabelit. Selleks t66deldakse
enne otsitavat stringi.

a[i] K o o k "/ K o d u
nhe 0 1 1 0 1 0 1 3 1
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Vaatame nditena juba esimesest peatlikist tuttavat tilesannet Eesti 2016. aasta
informaatikaoliimpiaadi eelvoorult.

11.3.2 Hulknurgad

Juku 6pib koolis hulknurkade sarnasust ja saab teada, et hulknurgad on sarnased, kui nende
vastavate nurkade suurused on vordsed ja vastavate kiilgede pikkused vérdelised. Sarnased
hulknurgad véivad olla omavahel péoratud, peegeldatud ja nihutatud. Sarnaste hulknurkade
vastavate kiilgede pikkuste jagatist nimetatakse nende sarnasusteguriks.

Koduttona saab ta hulga hulknurki, mille sarnasustegureid on vaja maarata. Jukul on fanaatiline
matemaatikadpetaja, kes andis téona vaga paljude nurkadega hulknurki. Aita Juku hadast valja.
Sisend. Tekstifaili esimesel real on hulknurga tippude arv N (3<=N<=200 000).

Faili teisel real on 2 - N taisarvu I6igust —1079 kuni 1079: esimese hulknurga tippude x- ja y-
koordinaadid. Kolmandal real on samuti 2:N arvu: teise hulknurga tippude koordinaadid. Tipud
voivad olla antud nii paripaeva kui vastupdeva jarjekorras. Antud punktid moodustavad alati
hulknurga, milles pole ihtelangevaid punkte, sirgnurki, ega endaga I6ikumisi.

Viljund. Kui hulknurgad on sarnased, siis kirjutada valjundi esimesele reale tapselt ks reaalarv, mis
naitab, mitu korda on esimene hulk-

nurk suurem kui teine (kui esimene A
hulknurk on vaiksem, on ka vastus
vaiksem kui 1).

Teisele reale kirjutada taisarv, mis
naitab, mitmes teise hulknurga tipp —
vastab esimese hulknurga esimesele
tipule (m&lema hulknurga tipud on
nummerdatud alates lihest nende
failis esitamise jarjekorras).

Kui hulknurgad ei ole sarnased,
kirjutada valjundi ainsale reale -1.
NAIDE:

4

00404602

-25-21-30 -52 |
Vastus:
1.414213
3

Vastuse teine osa on 3, sest teise hulknurga kolmas punkt (-3; 0) vastab esimese hulknurga esimesele
punktile (0; 0).

Nditele vastav joonis

Sellel Glesandel oli kaks poolt: geomeetriline ja tekstitootluse pool. Kui esimest kasitlesime raamatu
alguses, siis nidd uurime teksti osa.

Kui moelda kiljepikkuse ja nurgasuuruse kombinatsioonist kui tdhemargist, siis taandub (lesanne
kontrollile, kas kaks stringi on saadud Uksteise esimese ja tagumise jupi dravahetamise teel. Naiteks
stringid CABAABBA ja BBACABAA on selles mottes ekvivalentsed.

Uks vdimalus sellise ekvivalentsuse kontrollimiseks oleks proovida stringi kdiki rotatsioone. Kavalam
on aga tdhele panna, et (iks string on teise rotatsioon juhul, kui ta on teise stringi kahekordse koopia
alamstring. Seega eeltoodud naites CABAABBA ja BBACABAA ekvivalentsus jareldub sellest, et
CABAABBA on BBACABAABBACABAA alamstring (ja ka BBACABAA on CABAABBACABAABBA alamstring).
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NUld aga on juba lihtne ndha, et ekvivalentsuse kontroll taandub lihtsalt efektiivsele alamstringi
leidmisele. Kasutame seekord Knuth-Morris-Pratti algoritmi.

Kbigepealt funktsioon, mis arvutab kokkulangevuste tabeli:

Segment** pat;
Segment** str;
int* lps;

int m;

int n;

void ComputelLpsArray()

{
int len = 0;
int i = 1;
1ps[@] = 0;
while (i < m) {
if (pat[i]->Equals(pat[len])) {
len++;
lps[i] = len;
i++;
¥
else {
if (len !=0) {
len = lps[len - 1];
¥
else {
lps[i] = e;
i++;
}
}
}
}
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Stringide sobimist kontrolliv osa:
int KmpMatch() {

int i = 0;

int j = ©;

lps = new int[m];

ComputeLpsArray();

while (i < 2 * n) {
if (pat[j]->Equals(str[i % n])) {

J++;
i++;
}
if (3 ==m) {
int vas =i - j + 1;
return vas;
¥
else if (i < 2 * n && !pat[j]->Equals(str[i % n])) {
if (j '= 0)
j = 1ps[j - 1];
else
i++;
}
}
return -1;

11.4 SUFIKSIPUUD

Mitmesugustes tekstiotsingualgoritmides on kasulik organiseerida stringid nii, et nende kattuvad
osad on arvuti malus samas kohas. Loomulik struktuur selliste kattuvuste kokkupanekuks on puu.

11.4.1 Prefiksipuu

Prefikispuu (i.k trie, digital tree, prefix tree) ingliskeelne nimetus trie tuleb sGnast retrieve, mis
viitabki otsimisele. Tuletame meelde, et otsingupuu on puu, kus hoitakse votme jargi vaartusi ning
oluline ongi, et vaartus on votme jargi kiiresti ja efektiivselt leitav, st vétmed on mingil moel
sorteeritud. Kahendotsingupuus naiteks kehtis reegel, et tipu vasakus alampuus on selle tipu vtmest
vaiksemad votmed, paremas aga suuremad votmed. Igas tipus hoitakse (iht votit.

Juhul, kui vétmeteks on s6nad, saabki kasutada otsingupuuks prefiksipuud. Prefiksipuu vahetippudes
hoitakse osa votmest ning kogu voti moodustub labitavates tippudes voi servades oleva info p&hjal.
Iga tipu koigil jarglaste votmel on sama prefiks.
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Prefiksipuu. Rohelisega on tdhistatud need tipud, milles on ka vddrtused. Vétmed selles puus on ai, kui, kuu, ta, tai ja te.

Kompaktne prefiksipuu (i.k compact prefix tree, radix tree) on selline prefiksipuu, kus iga alluv, mis
on oma vanema ainsaks alluvaks, ihendatakse vanemaga:

()
@) (w ()

QO@E®

Kompaktne prefiksipuu
Moned prefiksipuu eelised paisktabeli ees:

e Halvim juht info leidmiseks on O(m) , kus m on vGtme pikkus
e Kokkupdrgete ehk kollisioonide puudumine
e Saab esitada votmed kiiresti tahestikulises jarjekorras

Prefiksipuid kasutatakse naiteks sGnade draarvamisel (autocomplete) ja spellerites.

11.4.2 Sufiksipuu

Nimetame stringi S i-ndaks sufiksiks sellist stringi s sufiksit, mis algab positsioonilt i. Naiteks stringi
S="abbabaaba’ sufiksid on:

i-s abbabaaba bbabaaba babaaba abaaba baaba aaba aba ba a
sufiks
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Sufiksipuuks (i.k suffix trie) nimetatakse stringi sufiksitest moodustatud prefiksipuud.

Stringi ‘abbabaaba’ sufiksipuu

Samuti nagu prefiksipuust sai teha kompaktse prefiksipuu, véime esitada ka sufiksipuu kompaktsel
kujul:

Stringi ‘abbabaaba’ kompaktne sufiksipuu
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Veelgi enam: me véime puus hoida ainult algusindeksi ja pikkuse:

11.4.3 Sufiksipuu kasutamine

11.4.3.1 Alamstringide leidmine

Kui alamstring A leidub tekstis, siis see on mingi selle teksti sufiksi prefiksiks. Proovime naiteks leida
alamstringi ‘aba’ eelpool toodud stringist ‘abbabaaba’. Kui vaadata k&iki selle stringi sufikseid, siis
pole raske veenduda, et ’aba’ on tapselt kahe —4. ja 7. sufiksi prefiksiks.

Alamstringi ‘aba’ leidmine sufiksipuust.
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Seda teeb ka jargnev kood:

using namespace std;
struct Tipp {
char* voti;
map<char, Tipp> alamad;

1

int leia_alamstring(Tipp *tipp, char* str, int indeks) {
if (tipp == NULL) {
return -1; // ei leidnud
}

int vas = -1;
//kui tipp t ei ole juur
if (tipp->voti != @)

{
int vastus = kontrolli(str, indeks, tipp->voti);
if (vastus != 0)
return vastus;
}

//suurenda indeksit
indeks += strlen(tipp->voti);
//Kui on o6ige algusega valjuv serv
if (tipp->alamad.find(str[indeks]) != tipp->alamad.end())
return leia_alamstring(&(tipp->alamad[str[indeks]]), str, indeks);
else
return -1; // ei leidnud

int kontrolli(char *str, int indeks, char *voti)

{
if (str[indeks] == '\@")
return 1; //korras
//kontrollime, kas on kattuvus
for (int i = @; i < strlen(voti); i++, indeks++)
{
if (voti[i] != str[indeks])
return -1; // ei kattu
}
return @; // siiani korras, vaatame edasi
}

Alamstringide leidmine on keerukusega O(m + k), kus m on alamstringi pikkus ja k alamstringi
esinemise arv tekstis. Pane tdhele, et keerukus ei séltu lldse teksti pikkusest!
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11.4.3.2 Pikim korduv alamstring
Pikim korduv alamstring on selline alamstring, mis esineb tekstis vahemalt kaks korda. Kui meil on
olemas sufiksipuu, siis tuleb leida kdige stigavamal asuv hargnemine:

P P QN
(a) vabagva vaana b3

ap3

void leia_pikim_korduv(Tipp *tipp, int sygavus, int* max_sygavus,
int* algus)

{
if (tipp == NULL) {
return;
}
if (tipp->voti == '\@') { //sisemine tipp
for (int i = @; i < MAX_CHAR; i++) {
if (tipp->alamad.find(str[indeks]) != tipp->alamad.end()) {
otsi_pikim_korduv(tipp->alamad[i], sygavus +
strlen(tipp->voti), max_sygavus,
algus);
}
}
else if (tipp->voti > 0 &&
(*max_sygavus < sygavus - strlen(tipp->voti)))
{
*max_sygavus = sygavus - strlen(tipp->voti);
*algus = tipp;
}
¥
void otsi_pikim_korduv()
{
int max_sygavus = 0;
int indeks = 9;
leia_pikim_korduv(puu, ©, &max_sygavus, &indeks);
int k;
for (k = @; k < max_sygavus; k++)
cout << tekst[k + indeks];
cout << endl;
¥

Selle I1ahenemise keerukus on O(n).
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11.4.3.3 Pikim {hine alamstring

Ehitame mdlema stringi ihise sufiksipuu. Ainsaks nipiks on, et tuleb eristada kuidagi, mis sufiksid
millisesse puusse kuuluvad. Kéige stigavamal asuv hargnemine, mis on prefiksiks mdlemale (voi

koigile) stringidele, ongi vastuseks:

/._{ \i/—*—\ ./- “' ) “"'7/-_‘\.
@_b/ { I_)/' La) bag_a/aba

V- /‘“\ /“’\’/ /“\
@ PPty @

V-
)
S
b w4 N
(a) (b).
\
AR /B Ve W4
le_ 9 |\ E/} ( e) |\Ea/ )
G /5 /*\ /-\ £\
|\ 3) |\_bv_a ) \\b ) |eb9 beaya
\

@b3aaba faba (b3
Ja iihendatud sufiksipuu.
Pikim Ghine alamstring on ‘abba’.
Selle leidmise keerukus on O(n).

1144 Sufiksipuu loomine

Y—

—
{2

\ T

£ &\\'
XY

Y

O
o

Sufiksipuu on vaga kasulik struktuur, kuid puu loomine ise ei ole just kdige lihtsam, kuigi see on
teostatav keerukusega O(n). Samas kuna vdistlusel on oluline ka koodi kirjutamisele kuluva aja

kokkuhoid, siis jouame jargmise struktuuri juurde.

11.5 SUFIKSILOEND

Kuna sufiksipuu loomine ise on keeruline ning probleemiks on ka see, et puu on vérreldes tekstiga
vaga ruumimahukas, siis sageli kasutatakse selle asemel sufiksiloendit (i.k. suffix array).

Sufiksiloendi leiutasid Udi Manber ja Eugene Myers aastal 1990.

177



Vaatame taas tuttava stringi “abbabaaba’ sufikseid:

abbabaaba
bbabaaba
babaaba
abaaba
baaba
aaba

aba

ba

a

OCoONOOTUVAE, WNR

Sorteerime need tdhestiku jarjekorras:

a
aaba
aba
abaaba
abbabaaba
ba
baaba
babaaba
bbabaaba

N WUOE A~_ANOOO

Sellist loendit nimetataksegi sufiksiloendiks.

11.5.1 Loomine

Sufiksiloendi saab konstrueerida otse sufiksipuust seda laiuti labides. Ajakulu on vaid O (n). Aga selle
jaoks peab muidugi olemas olema sufiksipuu, mis votab palju ruumi ning mille loomise algoritm on
kiillaltki keerukas. Seega ei ole selline sufiksiloendi koostamine kuigi praktiline.

Esimese ideena tuleb vast pdhe, et leiame k&ik sufiksid (lihtne ju!) ning sorteerime dra. Sorteerimise
keerukus on ju O(n log n). Siin tuleb aga tdhele panna, et kuna kahe pika sufiksi vérdlemine ei vta
mitte 0 (1) vaid O(n), siis selline triviaalne meetod on keerukusega 0 (n? log n).

Selle asemel sorteerime sufiksid ainult esimese tahe jargi, seejdrel esimese kahe tahe jargi, siis
esimese nelja tihe jargi jne. Kui meil on sorteeritud sufiksid 2iesimese tahe jargi, siis saame the
vérdlemisega paari kohta sorteerida need esimese 2+ tshe jargi.

Tavalist sorteerimist kasutades on sellise Iahenemise keerukuseks sufiksipuu loomisel O(n log?n)
Enamasti on see véistlustel piisav ning koodikirjutamise ja testimise aja kokkuhoiu méottes
optimaalne. Kui aga on vaja veelgi kiiremini, siis saab kasutada kiiremat sorteerimisalgoritmi.
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Siin on funktsioon sufiksiloendi loomiseks koos kiire sorteerimisega

string tekst, sona;
int* sufiksid, *tmpS;
int* kohad, *tmpkK;
int loendur[256];

void sorteeri(int k, int n) {
memset(loendur, @, sizeof(loendur)); //nullime loenduri
for (int i = 9; i < tekst.length(); i++) {
if(i + k < n) loendur[kohad[i + k]]++; //loendame
else loendur[0]++;

int sum = @;

for (int i = 9; i < 256; i++) {
int t = loendur[i];
loendur[i] = sum; //kumulatiivsed algused
sum += t;

for (int i = 9; i < tekst.length(); i++) {
if (sufiksid[i] + k < n)
tmpS[loendur[kohad[sufiksid[i] + k]]++] = sufiksid[i];
else
tmpS[loendur[@]++] = sufiksid[i];

for (int i = @; i < tekst.length(); i++) {
sufiksid[i] = tmpS[i];
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void loo_sufiksiloend(int n) {

11.5.2

sufiksid = new int[n];
kohad = new int[n] {};
tmpS = new int[n] {};
tmpK = new int[n] {};
for (int i = 0; i < n; i++) {

sufiksid[i] = i; //ko6ik sufiksid, igast indeksist alates
kohad[i] = tekst[i]; //algsed kohad

for (int k = 1; k < n; k <<= 1) {

sorteeri(k, n);
sorteeri(@, n);
tmpK[sufiksid[@]] = ©;
int r = 9;
for (int 1 = 1; i < n; i++) {
if (kohad[sufiksid[i]] != kohad[sufiksid[i - 1]] ||
kohad[sufiksid[i] +k] != kohad[sufiksid[i-1] + k]) {

r++;
}
tmpK[sufiksid[i]] = r;
}
for (int i = @; i < tekst.length(); i++) {
kohad[i] = tmpK[i];
}

if (kohad[sufiksid[n - 1] == n - 1]) break;

Sufiksiloendi kasutamine

11.5.2.1 Alamstringi leidmine

Alamstringi otsimisel sufiksiloendist kasutame sama omadust, et iga otsitav string, mis tekstis leidub,
on mingi selle teksti sufiksi prefiksiks. Kuna sufiksiloendis on sufiksid sorteeritud, siis saame kasutada
kahendotsingut. Selle keerukuseks on O(m * log n), kus m on alamstringi pikkus ja n teksti (ja ka
sufiksiloendi) pikkus.
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int leia_prefiks(string str)

{
int m = str.length(); // otsitava stringi pikkus
//kahendotsing
int vasak = @, parem = tekst.length()-1;
while (vasak <= parem)
{
int mid = vasak + (parem - vasak) / 2; // leiame keskmise
char* prefiks = new char[m];
int res = strncmp(str, tekst + sufiksid[mid], m);
// leitud
if (res == 0)
{
return suffArr[mid];
}
// Otsi vasakult
if (res < @) parem = mid - 1;
// otsi paremalt
else vasak = mid + 1;
}
return -1; ei leidnud;
}

Seegi on enamasti piisav, kuid vajadusel saab sedagi kiiremini teha, kui luua abitabel, kus on kirjas,
mitu marki on vorreldavate sufiksite alguses samad. Siis saab vérdlemist alustada juba sellest
positsioonist, kust vajalik.

11.6 RAsI

Veel Uiks stringitootluses sageli vajaminev operatsioon on kahe stringi vordsuse kontroll. Kui juba
stringide esimesed margid on erinevad, on see operatsioon kiire, aga mida teha juhul, kui esimene
erinev mark on alles tuhandendal positsioonil? Sel juhul saab arvutada valja stringide rasid (i.k. hash)
ja hoopis neid omavahel vorrelda.

Rasifunktsioon on funktsioon, mis seab mingitele andmetele, sageli suvalise pikkusega, vastavusse
mingi vaartuse ehk rasi, mille pikkus ja formaat on fikseeritud.

Ideaalis saaksid samad andmed sama rasi ja vastupidi- Ghele rasile vastavad samad andmed. Kuna
aga rasid on tldjuhul kompaktsemad kui andmed ise, esineb olukordi, kus erinevatele andmetele
vOib vastata sama rasi. Sellist olukorda nimetatakse kokkuporkeks ehk kollisiooniks.

PShimd&tteliselt voib rasifunktsioon olla milline iganes, aga hea rasifunktsioon peab olema kiiresti
arvutatav ning ei tohi tekitada palju kollisioone.

Vaatame néiteks stringi S = 5;5,55 ... s,,. Milline v&iks olla sellele vastav rasifunktsioon? Uheks
lihtsaks funktsiooniks on kokku liita iga tahemargi kood, kuid sellisel juhul tekib palju kokkupdrkeid,
sest naiteks stringid ‘OAR’ ja 'MAT’ saaksid sama rasi.
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Enamasti on tekstitootlusalgoritmide juures oluline ka markide jarjekord stringis, seega tuleks valida
kindlasti selline rasifunktsioon, mis arvestab tdhemargi positsiooni.

Uheks heaks funktsiooniks on
n-1

f$)=) sixp

i=0
kus p on vabalt valitud arvud.

Valtimaks kokkupdrkeid voiks p olla suurem kui markide arv kasutatavas tahestikus.

11.6.1 Alamstringi leidmine rasi abil

Vaatame aga, mis kasu on rdsist alamstringide leidmisel. Oletame, et meil on tekst S = 515553 ... S, ja
me soovime leida sellest alamstringi A = a,a,as; ... a; Otsitava alamstringi rasi saame lihtsalt valja
arvutada: f(4) = {-‘;01 a; * p, kuid kuidas leida seda tekstist? Oletame, et otsitav alamstring algab
tekstis positsioonilt u ja I6peb positsioonil v. Sellisel juhul

v-u
FA) = FS,0v=w) = ) sy +p!
i=0
Sellest (iksi ei ole palju kasu. Aga pane tdhele, et
v
£(5,0,0)= ) sip
i=0
ja
u—-1
f(S,0,u—1) = Zsi * pt
i=0
Ning nende vahe on:
v u—-1 v
F5,0,0) = fS0u=1)= Y spxpi= ) spepl= ) sixpi= f(A)=p"
i=0 i=0 i=u

Sellest on muidugi kasu vaid siis, kui peame meeles kdigi tekstis esimesest positsioonist algavate
alamstringide rasid. Samas teksti rasi arvutades on see vaid meelespidamise kulu. Vaatame ka
pisikest naidet. Oletame arvutuste lihtsuse mottes, et meie tahestik koosneb neljast margist
(a=1,b=2,c=3,d=4), sellisel juhul véime valida p=5. Oletame, et meil on tekst S = abcab.

f(abcab’) =ax5°+b*«51+ c*52+a=53+bx*5*
=1%*14+2*5+3%x25+ 1125+ 2 %625 = 1461

Arvutuste kdigus saame ka koik prefiksid:

A A abc [ Aba _ labab |
11 86 211

1 1461 |

Leiame niilid ‘ca’ rasi kdigepealt tabelist

182



f(Cabca’) — f(ab’) 211-11 g
52 25

Ja kontrolliks otse:

fCca)=c+x5°+a*51=3%x1+1x5=8

11.6.2 Rasi moodularvutusega

Kuna aga paris tekstid vGivad olla pikad, siis selliselt arvutatud rasi laheb vaga suureks. Selle
valtimiseks vBetakse tihti rasi leidmisel jadk mingi suure arvuga jagamisel ehk mooduli m jargi.

Mooduli m valikul tuleb Arvutamine mooduhtega:

silmas pidada, et see oleks
kallaltki suur, et vihendada

amodm=a, kuil<a<m
(amodm) modm = amodm
kokkupdrkeid, samuti v3iks m (a+b)modm = [(amodm)+ (bmodm)] modm
olla algarv. Eelpool toodud (a—b)modm = [(amod m)— (bmodm) +
rasifunktsioon omandab siis m] mod m
kuju (ab) mod m = [(a mod m)(b mod m)] mod m

n-1 a? mod m = (a mod m)? mod m

f) = (Z S *pi>mod m, 7. (a+b)modm = [(amodm)-

(b~* mod m)] mod m, kus b=1 on arvu b modulaarne

PwnNR

o w

1=0

mis omakorda on samavaarne

n-1

(S = (Z (s; * pH)mod m) mod m.

i=0

Uurime, kuidas muutub meie eelpool toodud arvutuskaik, kui leiame rasi mooduli m = 101 jargi. (Nii
vaikese mooduli valime muidugi arvutuste néitlikustamiseks.)

Liitmine, lahutamine, korrutamine ja isegi astendamine eriti probleeme ei tekita, kuid mis saab
jagamisega? Uheks vdimaluseks on leida modulaarne p&érdvairtus (vt meeldetuletuseks vajadusel
arvuteooria peatiikki) ehk selline arv p’, mille korral p * p’ = 1 (mod m).Kui p = 5, nagu meie néites,
siis sobib p’ = 81, sest

5% 81 (mod 101) = 405(mod 101) = 1.

Sellisel juhul saab prefiksite tabel mooduli 101 jargi jargmise sisu:
1 11 86 9 47
Arvutame niitid tabeli pdhjal moodularvutuse reegleid kasutades stringi 'ca’ rési:

f(ca") = (f(Cabca’) — f(ab’)) * (p')? (mod 101) = ((9 — 11) » 81%)(mod 101)
= (9 — 11)mod 101 * 812 mod 101 = 99 * 97 mod 101 = 8.
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11.6.3 Jagamise vdltimine

Kuna aga modulaarse vastandarvu leidmine pole triviaalne ja nduab ka kas koodikirjutamist voi
kusagilt jarele vaatamist, siis iheks véimaluseks on ehitada rasifunktsioon ja prefiksitabel tles nii, et
jagamise asemel saame kasutada korrutamistehteid. Naiteks kasutades rasifunktsioonina

n-1

£8)= () si+p™ iy modm
i=0

Prefiksite arvutamine laheb niitid veidi ponevamaks, kuna iga prefiksi pikkus on ju erinev. Esimene
prefiks a on ikka a * 5°(mod 101) = 1. Jargmine, f(‘ab’) = a *5* + b * 5°(mod 101) = 7 ja
kolmas, f('abc’) = a = 5% + b * 51 4+ ¢ * 5°(mod 101) = 38. Selline iikshaaval algusest peale
arvutamine on muiudgi liiga ajamahukas, aga taas saab arvutada jargmise prefiksi rasi eelmist
valjaarvutatud rasi kasutades. Pane tahele, et
f(abc") =a=5%+b 5+ c*5%mod 101) = 5(a * 5 + b * 5°) + ¢ * 5° (mod 101)
= 5(a*5'+ b * 5% mod 101 + ¢ * 5° (mod 101)
= (5= f(ab") + ¢) (mod 101)

Siin on taas uus prefiksite rasivaartuste tabel:
1 7 38 90 48

Arvutus tabelist:
f(ca") = f('abca’) — f('ab") * p¥(mod 101) = 90 — 7 * 52 = 16.
Veendume, et sama tulemuse saame ka otse arvutades:

f(ca') =c*5'+ax5%mod 101) = 16.

11.6.4 Rabin-Karpi algoritm

Ulesannetes on enamasti vaja leida tekstist S alamstring A. Vaatame niiiid, kuidas seda teha
kasutades rasi.

Joumeetodiga lahendades peaksime hakkama vordlema algusest peale kdigepealt s1 ja al. kui need
langevad kokku, siis s2 ja a2 jne. Kui kdik langevad kokku, oleme leidnud (ihe alamstringi esinemise
tekstis. Kui mingil kohal i s; <> a;, siis hakkame otsima teksti jargmisest positsioonist ja vérdleme s2 ja
al jne. Selle keerukuseks on O(n*m), kus n on teksti pikkus ja m ostitava alamstringi pikkus.

Rési abil otsimine kaib tegelikult samamoodi, aga selle asemel, et vGrrelda alamstringi tdhemarke
likshaaval, saab arvutada valja rasid ja vorrelda neid.

Esmalt arvutame alamstringi A rasi f(A). Seejarel arvutame teksti esimese m margi rasi f(S,0,m-1). Kui
need on vordsed, oleme tdendoliselt leidnud alamstringi tekstist. Kui mitte, siis kokkulangevust
kindlasti ei ole ja meil on vaja leida jargmise n pikkusega alamstringi rasi tekstist ehk f(S, 1, m). Kui me
peaksime kogu rasi uuesti valja arvutama, siis mingit voitu vorreldes jdumeetodiga ei tule. Parem on
kasutada eelpool toodud prefiksite ettearvutamist voi kui otsimine on tihekordne, siis libistada réasi
mododa teksti: eemaldame eest esimese margi vaartuse ja lisame IGppu uue margi vaartuse. Nii
saame rulluda labi kogu teksti ja leida kéik kattuvused. Sellist meetodit alamstringi leidmiseks
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nimetatakse Rabin-Karpi algoritmiks ja selle motlesid valja Richard M. Karp California Berkeley
Ulikoolist ja Michael O. Rabin Harvardi Ulikoolist 1987. aastal.

Vaatame, kuidas leida stringi ‘ca’ tekstist ‘abcab’. f('ca’) = 16. Arvutame k&igepealt tavaparasel moel
stringi ‘ab’ rasi: f(ab) = 7. Kuna 16 # 7, siis kokkulangevust kindlasti pole ja leiab jargmise rasi:

fCbc’) = ((7—1%5% mod 101) x5+ 3) mod 101 = 13

Kuna ka 16 # 3, saame asuda jargmist rasi arvutama:
fCca) =((13-2%5% mod 101) x5+ 1) mod 101 = 16

Kokkulangevuse korral kontrollime tle, kas on tegelik kokkulangevus voi rasi kollisioon. Antud juhul
on tegelik kokkulangevus.

11.6.5 Ulesanne

Monikord on vaja otsida ja /vdi loendada etteantud tekstidest mingeid teatud pikkusega sénu:
naiteks leida lepingutest etteantud isikukoode v&i teatud telefoninumbreid vms.

Sulle on antud tekst T ja n stringi, igaliks pikkusega k. Leia iga stringi kohta, mitu korda see tekstis T
esineb.

Sisendi esimesel real on kaks taisarvu n — otsitavate stringide arv ja k — otsitavate stringide pikkus.
Jargmisel n real on igaihel string pikkusega k. Viimasel real on tekst T.

Viljundisse kirjutada n rida, kus iga real on otsitav string ja selle esinemissagedus tekstis T.

NAIDE:

54

koer

hiir

kass

kukk

kana

kass ronis puu otsa ja kukkus alla koer viisakana aitas kassi.

Vastus:

koer
hiir
kass
kukk
kana

R RN R

Kasutame selle lahendamiseks Rabin-Karpi algoritmi. Kuna antud llesandes on paring Ghekordne ja
sonad ette teada, siis tegelikult ei ole vaja koiki rasisid alles hoida: voime lihtsalt teksti algusest rasid
arvutada ja neid kohe otsingusdnade rasidega vorrelda. Aega see oluliselt kokku ei hoida, kuid ruumi
kall.
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#define ull unsigned long long
using namespace std;

char* tekst; // pikk tekst

ull
ull
int

m = 1000000007; // suur algarv jaagi jaoks
p = 256; // markide arv
k, n; //k-otsisdone pikkus, n-otsisdnede arv

//hoiame otsisdnu dinaamilises massiivis paaridena, kus esimeseks paaris on sona
//esinemissagedus, teisel kohal paar, milles esimesel kohal on sona rasi ja teisel
//kohal 16puks sdna ise.

vector<pair<int, pair<ull, char*>>> otsisonad;

ull

}

arvuta_rasi(char *str) { //arvutab k pikkusega rasi
ull rasi = OLL;
for (int i = 0; 1 < k; i++) {
rasi = (p*rasi + str[i]) % m;
}

return rasi;

void loenda_sonad()

{
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int teksti_pikkus = strlen(tekst);
int teksti_rasi = arvuta_rasi(tekst); // esimese rdsi vadartus teksti algusest
int h = 1;

// h vaartus on pow(d, k-1)%q"
for (int i = 0; 1 < k - 1; i++)
h = (h*p) % m;

// libistame rasi
for (int i = 0; i <= teksti_pikkus - k; i++)

{
for (int ii = @; ii < n; ii++) { //iga otsisdna jaoks
if (otsisonad[ii].second.first == teksti_rasi) { //kui on kattuvus
int j = 0;
for (35 J < k5 J++) {
if (tekst[i + j] != otsisonad[ii].second.second[j])
break; // kollisioon
}
if (j == k) //kui kollisiooni polnud ja oli tegelik kattuvus
otsisonad[ii].first++; //sona leitud!
}
}
// arvutame jargmise rasi eemaldades esimese tdhe ja lisades jargmise
if (i < teksti_pikkus - k)
{
teksti_rasi = (p*(teksti_rasi - tekst[i] * h) + tekst[i + k]) % m;
if (teksti_rasi < @) //kui jaak on negatiivne
teksti_rasi += m; //teeme positiivseks
}
}



11.7 KONTROLLULESANDED

11.7.1 Telefoninumbrid

Kunagi ammustel aegadel, kui loomad veel raakisid ning inimesed taevas lendasid, kasutati selliseid
riistapuid, mida nimetati klahvidega telefonideks. Nendel telefonidel oli 10 numbriklahvi, millest osad
vOisid ka tahti tahistada jargneva skeemi pdhjal:

2-ABC

3-DEF

4-GHI

5-JKL

6-MNO

7-PQRS

8-TUV

9-WXYZ

Siis taibati, et mingeid telefoninumbreid saab meelde jatta, asendades véimalusel numbri Gihe tdhega
nende hulgast, mis vastavad sellele numbrile. Naiteks voib numbrile 340833 vastata tahekombi-
natsioon EIOTEE. Sulle on niilid antud ks sarnasel viisil kirjutatud telefoninumber, mille pikkus ei
Uleta 30 tahemarki ning mis koosneb vaid suurtahtedest ning
numbritest 0 ja 1, ning sa pead vialjastama sellele vastava
telefoninumbri.

NAIDE 1:

EIOTEE

Vastus:

340833

NAIDE 2:

MUKODUKEONTILLUKE1

Vastus:

685638536684558531

NAIDE 3:

MINUARMASKASS

Vastus:

6468276275277

187



11.7.2 Enigma

Teise maailmasdja ajal oli sakslaste Enigma kodeerimismasina murdmine vaga oluline samm, mis
lubas liitlastel lugeda Saksa sGjavae teateid. Teatavasti oli iga Enigmaga saadetud sGnumi pikkusega n
ees n fibonacci arvu, millele jargnes suvalise pikkusega tekst, mis koosnes erinevatest markidest, kuid
milles oli tapselt n suurtdhte. Enigma desifreerimiseks pidi alguses lihttekstist kdik simbolid, mis ei
olnud suurtdhed, vélja viskama. Originaalse teksti saamiseks tuli vaadata kohal i olevat fibonacci
arvu, mis on fibonacci jadas kohal j. See tdahendas, et taht kohal i on originaaltekstis kohal j. Antud
kriipteering eeldab, et fibonacci jada esimene arv on 1, teine on 2 ning f(n+1) = f(n) + f(n-1),
kus f(x) tahistab kohal x olevat fibonacci arvu. Kui mingile kohale j ei vasta likski antud fibonacci
arv, kuid eksisteerib koht k, kus k > j ning k-le vastab mingi fibonacci arv, siis oli sellel kohal
originaaltekstis tiihik. Naiteks sGnumit, mis koosnes jadast 317 987 1587 8 2 13 144 610 34 3 1
89 55 ning lausest ,, Jah, MA OlEN RASKE SUU.“ sai dekodeerida, eemaldades kdigepealt kdik
margid, mis ei ole suurtdhed, et saada JMAOENRASESUU. Kuna 317 on 13. fibonacci arv, laheb tdht J
kohale 13. Protsessi jatkates, saame sGnumi SEE ON SUUR JAMA. Paneme tdhele, et tiihikud tekivad
sellel pohjusel, et neile vastavaid arve (5, 21 ja 233) ei ole kasutusel. Sulle on ette antud (iks Enigma
abil saadetud s6num, mille pikkus ei Gleta 100 tahemarki. Leia, mis on originaaltekst.

Sisendi esimesel real on arv n - fibonaccide arvude
hulk. Jargmisel real on n fibonacci arvu. Kolmandal
real on saadetud tekst.

Viljundisse kirjutada deSsifreeritud tekst.

NAIDE 1:

13

377 987 1597 8 2 13 144 610 34 3 1 89 55
Jah, MA OlEN RASKE SUU.

Vastus:

SEE ON SUUR JAMA

NAIDE 2:

14

55 13 144 89 5 1597 1 377 987 3 2 34 610 21
Vastus:

GLooBUs VALITsEs AIa TagaplaanIl

LAEV LIIGUB ITTA

11.7.3 Universaalgeen

On olemas tulnukate rass, kelle genoomi kirjeldamiseks on vaja kasutada k&iki vaikesi ladina tahti.
Need tulnukad otsustasid otsida nn universaalgeeni, mis on defineeritud kui genoomis kdige
tihedamini esinev alamstring pikkusega n (0<n<11). Leia see universaalgeen.

Sisendi esimesel real on arv n. Jargmisel real on
string, mille pikkus on maksimaalselt 1000 —
tulnukate genoomi kirjeldus.

Viéljundisse kirjutada Uks string: kdige tihedamini
esinev alamstring. Kui vastuseid on mitu, valjasta
neist leksikograafiliselt vahim.

NAIDE 1:

3
baababacb

Vastus:
aba
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11.7.4 Arelofansi keel

Arelofansi keel on austroneesia keelkonda kuuluv keel, mida kdneldakse peamiselt Arelofansi saarel
Indoneesias ning mida kdneleb umbes 100-150 inimest. Keele Uks omaparadest on see, et
tdishaalikutel vahet ei tehta, mistéttu eurooplased, kes on varem Uritanud keele omaparasid kirja
panna, ei suutnud kokku leppida sGnade tolgetes. Aidake neid.

Sisendis on antud kahel real kaks sGna arelofansi keeles. SGnade pikkused ei lileta 100 tahemarki.
Leida, kas antud sonad on sama tahendusega voi mitte. Antud juhul on kaks sGna sama tahendusega
parajasti siis, kui arelofansi keele kdneleja teeb neil vahet.

Vialjundisse kirjutada ks sdna. Kui sGnad on sama tahendusega, valjastada SAMA, kui erinev, siis
ERINEV.
NAIDE 1:
arelofansi
erilufenso
Vastus:
SAMA
NAIDE 2:

ai

ei

Vastus:
SAMA
NAIDE 3:
mina

nina
Vastus:
ERINEV
NAIDE 4:
saen

san

Vastus:
ERINEV
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11.7.5 Koodigeneraator

Tanapdaeval on olemas mitmeid keskkondi, kus inimene saab programmeerimist harjutada, saates
Ulesandeid testerile testimiseks. Paljud saidid aga kontrollivad vaid naidistesti lahendamise digsust,
mistottu tootab ka programm, mis tagastab vaid nadidisvaljundi. Sinu eesmark on katsetada, kas
selline programm |aheb |abi, kuid kuna llesandeid on mitu, otsustasid teha oma koodigeneraatori.
Naidisvaljund asubn (@ < n < 100) real. Sinu programm peab vastama kujule

#include<string.h>
#include<stdio.h>
int main()

{

<koodiread>
printf(,,\n“);
return 0;

}

kus <koodiread> asemel peab olema n rida kujul printf(,,<rida>\n*); kus <rida> asemel on
vastav rida naidisvaljundis.

Sisendi esimesel real on arv n. Jargmisel n real on tekst, mille pikkus ei tleta 1000 tahemarki -
naidisvaljund.

Viljundisse kirjutada naidisvaljundit kirjutav programm.
NAIDE:

2

Mina Olen Tubli Tudeng

M.O.T.T.

Vastus:

#include<string.h>

#include<stdio.h>

int main()

{

printf(,,Mina Olen Tubli Tudeng \n®);
printf(,M.0.T.T.\n%);

printf(,,\n);

return 0;

}
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11.7.6 Automaathelistaja

Uus dpp lubab sul valida telefoninumbri nii, et kui ekraanil olev number on sinu kontaktnimekirjas
olemas, hakkab see kohe antud numbrile helistama. See vGib aga probleeme tekitada, sest su sGbra
Juku telefoninumber on 11234478, mistdttu Ghendatakse sind hdirekeskusega, enne kui Juku
numbrini jduad. NtUtd motled sa, kas Jukul oleks sellisest dpist kasu, voi on tal ka olemas selline
numbrite paar, millest ihe valimisel annab see dpp poole pealt teise.

Sisendi esimesel real on tdisarv n (8<n<10001) — Juku telefoniraamatu suurus. Jargmisel n real on n
kuni kimnekohalist telefoninumbrit.

Vialjundisse kirjutada ks sdna. Kui Jukul oleks apist kasu, valjastada JAH, kui mitte, valjastada EI.
NAIDE 1:
3

911
97625999
91125426
Vastus:
EI
NAIDE 1:
5

113
12340
123440
12345
98346
Vastus:
JAH
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11.7.7 Risti-rasti

Juhal on n*mtabel (0 < n, m < 51), kus igas lahtris on mingi ladina tdht. Ta peab sealt tabelist Ules
otsimak (@ < k < 21) s6na. Sona vdib olla tabelis kirjutatud sirgjooneliselt mistahes kaheksast
vOimalikust suunast. Suur- ja vaiketdahed ei m&juta sdna korrektsust. Naiteks kui otsitav séna on LEGO,
aga tabelis on lego, on tabelis olev sGna Gige. Leida kdikide otsitavate sGnade esimese tdhe
koordinaadid tabelis. Esimene koordinaat tahistab rea numbrit, teine tahistab margi numbrit. Kui
otsitavat sGna esineb tabelis mitu korda, tuleb valida véimalikest koordinaatidest kdige vaiksema
reanumbriga ning seejarel kbige vdiksema veerunumbriga koordinaat.

Sisendi esimesel real on taisarvud n ja m. Jargmisel n real on sdned pikkusega m —tabeli read. Siis tuleb
Uksikul real arv k. Jargmisel k real on otsitavad sdnad.

NAIDE 1:

8 11

abcDEFGhigg

hEbkWalDork

FtyAwaldORm

Ftsimrlgsrc DHOBSHNEPTUMEY VENUS

byoArBeDeyv UEJ I HUNYSTHADOR EARTH

K1cbgwikomk DMNAUUEEEMAEHNWA MARS

strEBGadhrb WHNAIPLUTONAOGDH CERES

yUiglxcnBjf AGHPLIZOOERUSU ASTEROIDS
4 = D=z I HS T MHMWIT MEH JUFITER
Waldorf FHY HS FEB EQOQOQHI UE SATUEN
Bambi woa O E A AFEFETLT EDATE MEFTUMNE
Bett U5 A TUWUEWKNLCPLAMMET LIRAMLIS
y T A EHFTWEWLEE E PLUTO

Dagbert | EUCUFAROQOVYGCE I O DWARF

Vastus: ARFAIRAYADEIRH PLANET
25 TOAIMNIABEARMNAE MOON

23 Ol ATEDQDEMAAEHLUA

12 ED I DDOEDUTSETS

S ESZEEHOPHSLUMS

11.7.8 Ahvitembud

Kuulus zooloog Jane Goodall pani tahele, et paeva jooksul teevad ahvid maksimaalselt 26 erinevat
tegevust, kuid iga ahv ei pea neid tegema samas jarjekorras. Ta otsustas uurida, mis on maksimaalse
pikkusega tegevuste nimekirja pikkus, mille kohta saab kindlalt vdita, et mingi paar ahve teeb kdik
nimekirjas antud tegevused jarjekorras, st et tegevust loetakse tehtuks, kui ahv teeb parasjagu seda
tegevust ning koik varasemad tegevused nimekirjas on juba tehtud. Aidake teda. Sisendi esimesel
real on kaks stringi, mille pikkused on kuni 100 tahemarki — kummagi ahvi tegevuskava.

Viéljundisse kirjutada tks arv — pikima Uhise tegevuskava
pikkus.

NAIDE 1:

abcd

acdb

Vastus:

3

NAIDE 2:

abcd

dacb

Vastus:

2
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11.7.9 Palindroomid

Rannarile meeldivad palindroomid. Tal on string pikkusegan (@ < n < 1001) ning ta tahab saada
sellest palindroomi, lisades sellele véimalikult vahe tahti juurde. Aidake Rannarit ning leidke, mis on
minimaalne vajalik tahtede arv.

Sisendi ainsal real on string pikkusega n — Rannari string.

Viljundisse kirjutada (iks tdisarv — minimaalne vajalik tahtede arv, mis on vaja lisada, et Rannaril
oleks palindroom.

NAIDE 1:

siga

Vastus:

3

NAIDE 2:

ees

Vastus:

1

NAIDE 3:
kuulilennuteetunneliluuk
Vastus:

(%]

NAIDE 4:

pgrsabcdpqgrs

Vastus:

9
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11.7.10 Otsing

Andmebaasis on n marksdna (@ < n < 20000), mis on nummerdatud arvudega 1 kuni n. Iga
marksdna on pikkusega kuni 100 tdhemarki ning koosneb vaikestest ladina tahtedest.
Otsingualgoritm peab v6tma vastu stringi, mille pikkus on samuti kuni 100 tdhemarki ning valjastama
esimese kiimne marksdna numbrid, milles on otsitav string marksdnas alamstringina. Marksénad
sorteeritakse alguses suuruse jarjekorras — vaiksemad enne. Sama pikkusega marksonad
sorteeritakse leksikograafiliselt ning kui andmebaasis on kaks tGihesugust marksona, tuleb enne
valjastada vdiksema numbriga marksna number. Kui tingimusele vastavaid marksdnu on vahem kui
kiimme, tuleb valjastada kdikide marksénade numbrid, mis vastavad antud tingimusele, ning kui
tingimusele vastavaid marksdnu andmebaasis ei ole, tuleb viljastada arv -1. Kirjutage see
otsingualgoritm.

Sisendi esimesel real on arv n. Jargmisel n real on andmebaasis hoitavad marksdonad. Marksénad on
antud nummerdamise jarjekorras — esimene on numbriga 1, viimane on numbriga n. Jargmisel real
onarvm (0 < m < 100001) — paringute arv. Jargmisel m real on otsitavad stringid.

Viljundisse kirjutada m rida — iga paringu kohta dige arv tihikutega eraldatud numbreid.

NAIDE 1:

17

tere

minu

nimi

on

kuuli

lennu

tee

tunneli

luuk

ja

ma

tulen

tartust

anne
linnast ﬂ'
anne -'_

kanalist " . - !

5 2 > : b

a . i i - . - % . "
an L = | — Vo v -
jah {EL- s | | ...p '

r P =3 —34 D ' i

z :::} .

Vastus:

16 11 14 16 13 17 -
14 16 17 f

z P
Z 7Q o N
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11.8 VIITED LISAMATERJALIDELE

Kaasasolevas failis VP_lisad.zip, peatiikk11 kaustas on abistavad failid kdesoleva peatiki
materjalidega pdhjalikumaks tutvumiseks:

arvutus.cpp, arvutus.java, arvutus.py Teksti parsimine
alamstring.cpp, alamstring.java, alamstring.py = Lihtne alamstringi leidmine
hulknurgad.cpp, hulknurgad.java, Knuth-Morris-Pratti algoritm
hulknurgad.py

Spuu.cpp, spuu.java, spuu.py Sufiksipuu

sloend.cpp, sloend.java, sloend.py Sufiksiloend

rk.cpp, rk.java, rk.py Rabin-Karpi algoritm
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12 ARVUTUSGEOMEETRIA

Viimases peatiikis tuleme ménede teistega \Z
vOrreldes vaga vana valdkonna juurde, milleks on
geomeetria. Geomeetrial on seoses
maamao&G6tmise ja ehitusega vaga praktilised
valjundid ning sellele pandi alus juba vanas
Kreekas, kuuendal sajandil enne meie aega.
Kolmandal sajandil e.m.a I6i Eukleides oma
teosega ,Elemendid” distsipliinile ka

formaalsema raamistiku. Eukleidese t606 seadis ka | -
paljudeks jargnevateks sajanditeks standardi, | y
millele kogu seonduv uurimist6o tugines. .

Nagu ka teiste matemaatilise taustaga 1
Glesannete puhul, annab arvuti kasutamine meile .
vOimaluse kasitleda palju suuremaid andmehulki N
ja teha nendega rohkem arvutusi. Praeguses X

kontekstis tdhendab see voimalust uurida suuremaid punktide, I6ikude ja muude kujundite hulki kui
see paberi ja pliiatsiga vGimalik oleks.

Arvutiga lahendatavad geomeetrialilesanded véibki jagada laias laastus kaheks: tihed on sellised,
mida on siiski realistlik enne paberi ja pliiatsiga lahendada ja edasi on ka kdllaltki lihtne kirjutada
programm, mis seejarel seda tilpi Glesannet lahendada oskab. Teised on sellised (ilesanded, mis
nouavad keerulisemaid algoritme — neid nimetataksegi arvutusgeomeetria tlesanneteks.

Arvutusgeomeetria ilesanded nGuavad enamasti nii head algoritmitundmist kui ka vaga tapselt
programmeerimist. Vorreldes paljude teiste lilesandeklassidega tuleb arvestada paljude
erijuhtudega, mis teeb maksimumpunktidele lahendamise vaevalisemaks. Naiteks:

- Mis siis, kui jooned on paralleelsed?
- Mis siis, kui punktid kattuvad?
- Mis siis, kui hulknurk ei ole kumer?

Taiendavat keerukust lisab see, et tehteid tuleb enamasti teha ujukomaarvudega, mis toob kaasa
vajaduse arvestada arvutuste tapsusest tulenevate probleemidega.

12.1 GEOMEETRILISED OBJEKTID

12.1.1 Punkt

Punkt on lihtsaim geomeetria objekt, sellel puuduvad mé6tmed ja seda iseloomustab ainult asukoht.
Tasapinnal saab selle edasi anda kahe koordinaadiga, mida enamasti tahistatakse tahtedega x ja y.
Seega on ka programmeerimises vaja, et sailitame iga punkti kohta tema asukoha ehk koordinaadid.
Punkti tahistame P(x, y).

12.1.2 Loik

Loik (i.k. line segment) on kaht punkti Gihendav sirgjoon. Neid punkte nimetatakse 16igu
otspunktideks. Loik on tiheselt maaratud oma otspunktidega. Léigul on pikkus ja siht. Léigud on
naiteks kolmnurga kiljed. Loiku tahistame AB,kus A ja B on 16igu otspunktid. AB = BA.
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12.1.3 Vektor

Vektor (i.k vector) on suunatud 18ik, sellel on pikkus, siht ja suund. Kui kéik kolm parameetrit (ihtivad,
on vektorid vérdsed. Vektoreid, mis on samal sirgel, nimetatakse kollineaarseteks. Vektorit

tahistame AB. AB = —BA .

Vektori maarab lheselt selle algus ja I16pp-punkt. Abstraktsemalt saab aga kéik vektorid esitada ka
Uhtsest alguspunktist (enamasti siis koordinaatide alguspunktist). Sellisel juhul piisab vektori
maaramiseks ainult I6pp-punktist.

ol

A

Vektorid on peamiselt huvitavad just seet6ttu, et neil on suund ja nendega saab teha tehteid — neid
saab liita, lahutada, korrutada arvuga ja teise vektoriga.

Punkti asukohta saab maarata ka tema kaugusega koordinaatide alguspunktist ja nurgaga x-telje
suhtes. Sellisel moel on lles ehitatud kompleksarvud ja seega saab punktide hoidmiseks kasutada ka
kompleksarvu klassi, kui selline on su kelle teegis defineeritud. Siin on vaike llevaade, mida saab teha
keeles C++:

I, Kompleksarvu reaalosa a on punkti x koordinaadiks ja
imaginaarosa kordaja b punkti y koordinaadiks. Kui meil on kaks
b a -+ bi punkti u ja v, siis u + v on vektorite summa, mille alguspunkt on

(0,0) ja I6pp-punktid vastavalt u ja v.

abs(u) on vektori u pikkus. Seda saab kasutada ka kahe punkti
vahelise kauguse leidmiseks: punktide u ja v omavaheline kaugus
on abs(v-u).

arg(u) arvutab vektori u nurga x-telje suhtes radiaanides.

polar(s, a) loob vektori pikkusega s ja nurgaga a. Vektorit saab
0 | o keerata a kraadi, korrutades selle vektoriga, mille pikkus on 1 ja
nurk a: u*polar(1,a), keerab vektorit u a kraadi.

12.1.4 Sirge

Sirge e sirgjoon on lihtsaim kahem&6tmeline objekt, see on kdverusteta joon, mis on lihim iga oma
kahe punkti vahel. Sirge saab edasi anda sirge vorrandiga: ax + by = c. Iga punkt asukohaga (x, y),
mis rahuldab seda vorrandit, asub antud sirgel ja ka vastupidi: iga sirgel asuv punkt rahuldab seda
vorrandit.
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Uhte punkti labib I8pmata palju sirgeid, kuid kaks punkti mairavad sirge iheselt. Kahe punkti jargi
saab leida sirge v8rrandi. Oletame, et meil on kaks punkti P = (x4, y1) ja @ = (x3,¥,). Kuna need
asuvad samal sirgel, siis axy + by, = c ja ax, + by, = c. Siit

axy + by; = ax; + by, = a(x; — x3) = b(y, — y1).

See v8rdus kehtib siis, kui valime a vaartuseks b kordaja ja vastupidi, sta = (y, —y;)jab =
(x1 — x2).

Funktsioon, mis seda arvutab, on otsene:

void punktid_sirgeks(pair<double, double> P, pair<double, double> Q)

{

double a = Q.second - P.second;
double b = P.first - Q.first;
double ¢ = a*(P.first) + b*(P.second);
if (b<o@) {
cout << a << "x " << b << "y =" << c << endl;
}
else{
cout << a << "x + " << b << "y =" << ¢ << endl;
}

}

Sirget saab esitada ka Gihe punkti ja kaldenurga kaudu.

12.1.5 Kiir

Kiir (i.k ray) on sirgjoon, millel on alguspunkt, kuid ei ole 16pp-punkti. Kiir tekib naiteks Ghe 16igu
pikendamisel Idpmatuseni lle Ghe otspunkti. Programmeerimises tahendab see (ldiselt 16iku, mille
I8pp-punkt on piisavalt kaugel.

12.1.6 Murdjoon

Murdjoon (i.k polygonal chain) on selline joon, mis koosneb jarjestikustest, paarikaupa Uhise
otspunktiga I8ikudest ehk lulidest A1 A4,, A5 A3, ..., A;,_1 A, Murdjoone lillide otspunktid A; ... A, on
koik erinevad. Kui A; = 4,,, on tegemist kinnise murdjoonega. Murdjoont, mille tikski lili ei I8iku,
nimetatakse lihtsaks murdjooneks.
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Murdjoont on mdistlik esitada punktiloendina.

12.1.7 Hulknurk

Hulknurk (i.k. polygon)on kinnine murdjoon. Loike, millest murdjoon koosneb, nimetatakse
kiilgedeks ja nende otspunkte tippudeks. Hulknurka, mille moodustab kinnine lihtne murdjoon,
nimetatakse lihtsaks hulknurgaks. Kui hulknurga mistahes kiilje pikendamine mélemas suunas
I6pmatuseni ei I6ika hulknurga thtki kiilge, nimetatakse hulknurka kumeraks.

Jargmisel joonisel on ennast 16ikav hulknurk, lihtne hulknurk ja kumer hulknurk:

L o O

12.1.8 Ringjoon

Ringjooneks (i.k. circle) nimetatakse sellist joont, mille iga punkt asub Ghest punktist samal kaugusel.
Seda punkti nimetatakse ringjoone keskpunktiks ja joone kaugust sellest nimetatakse ringjoone
raadiuseks.

Keskpunkt ja raadius maaravad ringjoone Uheselt.
Ringjoone vorrand avaldub kujul

(x—a)>+ (y—b)? =r?,
Kus (a, b) on ringjoone keskpunkt ja r raadius.

Ringi imberm&6du ja pindala valemid on ehk kdigile
tuttavad:

C =2nr

S =nr?

Programmeerimisiilesannete lahendamisel on oluline mitte hakata m-d ise imardama, vaid kasutada
olemasolevat konstanti v8i maarata i trigonomeetria abil: # = acos(—1).
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12.1.9 Kaar, kool, sektor ja segment

Kaareks (i.k. arc) nimetatakse tht pidevat osa ringjoonest. Kaarel on otspunktid, mis asuvad samuti
ringjoonel. Kui tdmmata I6igud kaare kummastki otspunktist ringi keskpunkti, siis nende I6ikude
omavaheline nurk aitab leida kaare pikkuse:

a

P=—-C
360

kus a on eelpool kirjeldatud IGikude vaheline nurk
ja C ringjoone pikkus.

K66luks (i.k chord) nimetatakse |6iku, mis
Gihendab kaks ringjoonel asuvat punkti omavahel.

Sektoriks nimetatakse ala ringist, mis on piiratud
kaarega ja kaare otspunktidest tdmmatud
raadiustega. Sektori pindala saab leida sarnaselt

kaare pikkusele:
a

=—"4A
360

S

Kus A on ringi pindala.

Segment on osa ringist, mis on piiratud kd6luga ja kddlu otspunktide vahel asuva kaarega. Segmendi
pindala avaldub sektori pindala ja vérdhaarse kolmnurga, mille haaradeks on raadiused ning aluseks
kool, vahena.

Ringjoone puutujaks (i.k tangent) nimetatakse sirget, mil on ringjoonega tapselt tiks Ghine punkt.
12.2 OPERATSIOONE PUNKTIDE JA SIRGETEGA

12.2.1 Punkti po6ramine tasandil

Punti pédramiseks 8 kraadi vastupdeva, saab kasutada seost:
x| _[cos@® —sinB]_ [X

.= X
[Y ] [sin 6 cos6 ] [y]

12.2.2 Kahe punkti vaheline kaugus

Kahe punkti vahelise kauguse tasandil saab leida Pythagorase teoreemi abil:

s =1/(x2 = x1)% + (2 — ¥1)?
C++ on kdige mugavam kasutada funktsiooni hypot, mis just seda teebki:

int main()

{
pair<double, double> p1(1,2), p2(3,4);
double s = hypot(p2.first - pl.first, p2.second - pl.second);
return 0;
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Lisaks sellele kasutatakse Ulesannetes
vahetevahel nn Manhattani kaugust.
Nimetus tuleb sellest, et Manhattanil on
tanavad ilusti kas pohja-l6una voi ida-
ladne suunalised ja Ghest punktist teise
saamiseks saab kasutada ainult neid
tanavaid. Manhattani kaugus on vahim
kaugus kahe punkti vahel ainult mé6da
horisontaalseid ja vertikaalseid |Gike
liikudes. Erinevalt tavalisest, Eukleidese
kaugusest on lihimaks marsruudiks
mitmeid vdimalusi:

Kuigi véimalusi on palju, avaldub Manhattani kaugus vaga lihtsalt,
/ nimelt algus- ja 16pp-punkti koordinaatide vahede summaga:

/ MK = |x; — x1| + |y2 — w1l

4

12.2.3 Paralleelsuse ja samasihilisuse kontroll

Sirget iseloomustab veel sirge tous (i.k slope). Kui on antud kaks sirgel asuvat punkti P = (x4,y,) ja
Q = (x3,¥,), siis neid ldbiva sirge t6us on (x; — x3)/(y1 — y2). Sirge v8rrandist on tdus —a/b.
Kaldenurga kaudu avaldub tdus kujul tan(a).

Horisontaalse sirge tdus on 0, vertikaalse sirge tdus on aga madramata (nulliga jagamine!).
Programmeerides tuleb seda juhtu alati eraldi kasitleda.

Kaks sirget on paralleelsed siis ja ainult siis, kui neil on sama tdus. Kaks sirget ristuvad, kui nende
tousude korrutis on -1 vGi kui Giks on horisontaalne (tGus 0) ja teine vertikaalne (tdus oo).

12.2.4 Sirgete Ioikepunkt

Sirgete 16ikumist on kerge maarata, sest meil ongi tasandil 3 vdimalust: sirged kas kattuvad, on
paralleelsed voi I6ikuvad mingis punktis.

Kahe sirge 16ikumispunkti saab maarata lihtsalt sirge vorrandist. Kui on antud sirged

a.x + byy = cq jaayx + b,y = ¢, siis nende 18ikepunktiks on selline punkt, mis rahuldab
samaaegselt mdlemat vorrandit. Korrutame esimest b, ja teist b,-ga, saame

{albzx + bley = b2C1
azblx + bley = b1C2

Lahutades esimesest teise, saame
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(a1b; — azby)x = bycy — bycy

millest

bycy — bic,

X=——
(ai1b; — azby)
Analoogselt

A0 — 446
Y (ayb; — azby)

Funktsioon, mis leiab IGikepunktid:

pair<double,double> leia_loikepunkt(sirge si, sirge s2)

{
double determinant = sl.a*s2.b - s2.a*sl.b;
if (determinant == @) { //paralleelsed
return make_pair(FLT_MAX, FLT_MAX);
}
else {
double x = (s2.b*sl.c - sl.b*s2.c) / determinant;
double y = (sl.a*s2.c - s2.a*sl.c) / determinant;
return make_pair(x, y);
}
}

12.2.5 Loikude I6ikumine

Huvitavam Ulesanne on aga méaarata, kas kaks 16iku 16ikuvad voi kattuvad. Selleks vaatame kolme
punkti tasandil ja nendevahelisi vektoreid. Eristame kolme vdimalust:

BA A
———————»0———— P9
A C A B

Esiteks, et punktid asuvad paripdeva, teiseks, et need asuvad vastupdeva ja kolmandaks, et need
asuvad samal sirgel.

Vaatame nlitid, kuidas saavad tasandil asetseda omavahel kaks |6iku.

P2 P2

1 Nl Pl Ql
Q2 Q2

Kaks I16iku (p1,91) ja (p2,92) I6ikuvad, kui p1,q1,p2 ja p1,91,92 on erineva suunaga ja p2,92,p1l ja
p2,92, gl on erineva suunaga.
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"__/.Ql Pl Q1

Pl P2
PZ\
Q2 Q2
Kui aga I6igud ei I6iku, siis p1,q1,p2 ja p1,91,92 on erineva suunaga, aga p2,92,p1 ja p2,92, g1 on
sama suunaga.

Erijuhuks on osaliselt kattuvad I8igud:

- — — @
Q2 "/Q1 P2

]
pp P2 Q Pl

Sellisel juhul vaatame projektsioone x ja y teljele. Kattumise korral kattuvad mélemad projektsioonid.
Kui Uks projektsioonidest ei kattu, siis IGigud ei kattu.

Nende tdahelepanekute pdhjal saame defineerida jargmised funktsioonid:

bool on_loigul(Point p, Point q, Point r)

{
if (g.x <= max(p.x, r.x) & g.x >= min(p.x, r.x) &&
gq.y <= max(p.y, r.y) & q.y >= min(p.y, r.y))
return true;
return false;
}
int suund(Point p, Point g, Point r)
{
int val = (q.y - p.y) * (r.x - g.x) -
(g.x - p.x) * (r.y - d.y);
if (val == @) return @; // kollineaarsed
return (val > @) ? 1 : 2; // suund: 1-pdripdeva, 2-vastupdeva
}
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bool loikuvad(Point p1l, Point g1, Point p2, Point q2)

{
int ol = suund(pl, ql, p2);
int 02 = suund(pl, ql1, g2);
int 03 = suund(p2, q2, pl);
int o4 = suund(p2, g2, ql);
// 1dikuvad
if (ol != 02 && 03 != 04)
return true;
// pl, g1 ja p2 on kollineaarsed ja p2 asub 1digul (pl,ql)
if (ol == 0 && on_loigul(pl, p2, gl)) return true;
// pl, g1 ja g2 on kollineaarsed ja g2 asub 1oigul (pl,ql)
if (02 == 0 && on_loigul(pl, g2, gl)) return true;
// p2, g2 ja pl on kollineaarsed ja pl asub 1digul (p2,q2)
if (03 == 0 && on_loigul(p2, pl, g2)) return true;
// P2, g2 ja gl on kollineaarsed ja ql asub 10igul (p2,q2)
if (04 == 0 && on_loigul(p2, ql, g2)) return true;
return false; // ei kattu
}

12.3 HULKNURK

12.3.1 Hulknurga iimbermo0ot ja pindala

Lihtsa hulknurga imbermoddu leidmine vast probleeme ei valmista — tuleb kokku liita hulknurka
moodustavate IGikude ehk hulknurga servade pikkused. L&igu pikkuseks on selle otspunktide
vaheline kaugus.

Pindalaga on veidi keerulisem, selle leidmiseks jagatakse hulknurk tavaliselt osadeks. Vaatame lhe
kilje ja x-telje vahele jadvat trapetsit:

(3.5

w

4 ’ 64

[o%)

(1,3) 4.3)

(5.2)

(2,1)

Selle trapetsi pindala on ristkiiliku ja tdisnurkse kolmnurga pindalade summa. Uheks kolmnurga
kaatetiks on kiilje projektsioon x teljele ehk serva otspunktide x koordinaatide vahe. Teiseks kaatetiks
on projektsioon y teljele, mis on vordne otspunktide y koordinaatide vahega. Ristkdliku kiljed on
samuti projektsioonid. Saame
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(2 —x1) (Y2 — 1) n

Yo—y1t 2}’1) _ (2 —x) (Y2 +y1)
> .

(xz —x) *xy; = (xz—x1)< ) )

Kordame sama iga kiilje jaoks:

E (3.5
J
\
4 65
33 43
(5.2)
/

' @.1)

0 1 2 3 4 5 6

Marke hoolega silmas pidades tulevad mdned pindalad negatiivsed, tdpsemalt nende kiilgede omad,
kus x, < x;, mis joonisele vaadates tahendab, et heleroheline ala lahutatakse ara ja alles jaab
tumerohelise ala pindala ehk just see, mis vaja:

3- 1)2(5 +3) N (6 - 3)2(4 +5) N 4- 6)2(3 +4) N G- 4)2(2 +3) N 2- 5)2(1 +2) N 1- 2)2(3 +1) _

2*¥8+3%x9—-2+x7+5—-3%x3—-4 21
= 5 == 10,5 (ruutthikut)

Funktsioon, mis sellel meetodil hulknurga pindala leiab:

double pindala(double X[], double Y[], int n)

{
double S = 0.0;

int j =n-1;

for (int i = 0; 1 < n; i++) {
S += (X[3] + X[i]) * (Y[3] - Y[il);
j=1; // j on i-le eelneva tipu nr

}

// absoluutvaartus!
return abs(S / 2.0);

}

NB! See ldhenemine eeldab, et tipud on sorteeritud jarjekorras!
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12.3.2 Picki teoreem

Kui hulknurga tippude koordinaadid on tdisarvud,
saab pindala leidmiseks kasutada ka Picki teoreemi.
Nimelt avaldub hulknurga pindala valemiga

b
S—a+§—1,

kus a on hulknurga sees asuvate taisarvuliste
koordinaatidega punktide arv ja b on hulknurga
servadel asuvate taisarvuliste koordinaatidega
punktide arv.

Joonisel on a = 8 punkti hulknurga sees (rohelised)
ja b = 7 punkti hulknurga servadel (punased), seega
on selle hulknurga pindala8+7/2 -1 = 10,5
ruutihikut.

12.3.3 Punkti sisaldumine hulknurgas

Uurime, millal sisaldub antud punkt P(x, y) hulknurgas. Kui tdmmata kiir punktist P paralleelselt
horisontaalse teljega, saab loendada, mitu korda selline kiir labib mdnd hulknurga kiilge. Kui [abimisi
on paaritu arv, asub punkt hulknurga sees, kui aga paarisaryv, siis hulknurgast valjapool. Hulknurga
servadel asuvad punktid loetakse hulknurga sees olevateks.

° >

A
° >

B
° >
C

° >
D ° >
;F/P =
° >

°
v

Tekitame punktist 16igu, mille alguspunktiks on punkt ise ja [6pp-punktiks punkt, mille y-koordinaat
vordub punkti y-koordinaadiga ja x-koordinaat on vdimalikult kaugel (I8pmatuses). Tegelikult piisab,
kui see on kaugemal kui kdige suurema x-koordinaadiga hulknurga tipu x-koordinaat. Edasi
kontrollime iga hulknurga kiiljega, kas see I6ikub punktist tdmmatud IGiguga ning loendame, mitme
kiiljega IGikumine toimus.
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bool on_sees(Point polygon[], int n, Point p)

{
if (n < 3) return false; //hulknurgal on vdhemalt 3 tippu
// p-st kiire 10pp-punkt(ldopmatuses)
Point extreme = { INF, p.y };
// loendame 1ldoikumised kiilgedega
int count =0, i = 0;
do {
int next = (i + 1) % n;
// kas kiir puntist p 1dikab mond kilge
// ‘'polygon[i]' st kuni 'polygon[next]'-ini
if (doIntersect(polygon[i], polygon[next], p, extreme)) {
// Kui on kollineaarne, siis kas on serval?
if (orientation(polygon[i], p, polygon[next]) == 0)
return onSegment(polygon[i], p, polygon[next]);
count++;
}
i = next;
} while (i != 9);
return count & 1; // =(count%2 == 1)
}

12.4 KOORDINAATIDE PAKKIMINE

On antud NxN ruudustik (1<N<10°). Ruudustikus on M (1<M<100) takistust, mille laius on 1 ruut ja
pikkus 1 kuni K ruutu. Kdik takistused on asetatud kas vertikaalselt véi horisontaalselt. Ruudustikus
tootab robottolmuimeja, mis asub alguses ruudul S koordinaatidega x ja y. Leia, mitu ruutu saab
robot puhastada. Robot takistusi ei suuda tletada.

Sisendi esimesel real on kaks arvu N ja M. Teisel real on kaks tdisarvu: roboti stardipositsiooni
koordinaadid. Jargmisel M real on neli taisarvu: iga takistuse alguse ja 16pu koordinaadid.
Viljastada tiks taisarv: ruutude arv, mida robot saab puhastada (k.a ruut, kus ta alguses on).
NAIDE:

4 2

0 0

1213
1232

Vastus:
10

Naite puhul piisab muidugi, kui kasitleda ruudustikku graafina ja labida see laiuti. Kuid mida peale
hakata, kui ruudustik on maksimaalse lubatud suurusega?

Paneme tadhele, et kuigi ruudustik on suur, on takistusi seal horedalt. Enamik read on tapselt
samasugused, seega ei pea iga rida tksikult to6tlema. Selle asemel saab kasutada meetodit, mida
nimetatakse koordinaatide pakkimiseks (i.k. coordinate compression)

Selle meetodi peamine idee seisnebki selles, et enamik read (vGi veerud) on tegelikult samasugused,
aga ulesande seisukohalt olulist infot sisaldavad ainult need read, mis on eelmisest erinevad.
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Antud Ulesandes on jargmine rida eelmisest erinev ainult siis, kui takistus algab véi I6peb vaadeldaval
vOi sellele eelneval real. Kuna takistusi on vaid 100, on vGimalikke algus ja I6pp-punkte vaid paarsada.
Sama kehtib ka veergude jaoks.

Hoiamegi alles meid huvitavad read ja veerud, st esimese ja viimase ning iga takistuse otspunktile
vastava rea ning samuti sellele eelneva ja jargneva rea. See teeb kokku maksimaalselt 602 rida. Iga
rea kohta hoiame meeles ka, mitut rida see esindab (mitu samasugust rida sellele jargneb). Sama
teeme ka veergudega ning saame 602x602 ruudustiku, mida on juba voimalik sigavuti voi laiuti
labida.

Vastuse leidmiseks peame arvestama, et iga ruut (R, V) vastab nii mitmele ruudule, kui mitut rida R
ja veergu V see ruut esindab: kui rida R esindab N,. ruutu ja veerg V N,, ruutu, siis (R, V) esindab
N, X N, ruutu.
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12.4.1 Ulesanne: Tikuruudud

See (ilesanne on Eesti informaatikaoliimpiaadi Idppvoorust aastast 2014 (autoriks Avo Muromagi).

Kirjutada programm, mis saab tikkude paigutuse laual ja loendab, mitu ruutu need tikud kokku
moodustavad. Naiteks alloleval joonisel kujutatud tikud moodustavad kokku 3 ruutu (kaks ruutu
suurusega 1x1 ja ihe ruudu suurusega 2x2).

Sisendi esimesel real on tikkude arv N (1<N<1000). Jargmisel N real on igalihel Ghe tiku asend kujul X
Y S, kus X ja Y on tiku vaavlita otsa tdisarvulised koordinaadid (0<X<1000, ©<Y<1000) ja S selle
suund. Suund voib olla kas H, mis tdhendab, et tiku vaavliga ots on suunatud paremale, vdi V, mis
tdhendab, et vaavliga ots on suunatud Ules. V6ib eeldada, et joonisel pole kuskil mitu tikku Gksteise
peal.

Viljundi ainsale reale valjastada moodustuvate ruutude arv.

NAIDE:

=
=

9

9

PONRFRORONORO®
NP RRRPRLROOO®O®
IK<K<<<K<II<<IZT

L
L

N
T

w <<
Q
w0
—t+
C
wn

Kuna ruudustik on kllaltki suur, siis tasub tdhele panna, et ruute ei tasu otsida koordinaatidelt, kus ei
asugi tikke. Veelgi enam - iga ruudu vasakust alumises nurgas peab olema nii horisontaalse kui ka
vertikaalse tiku vaavlita ots.

Kaval ongi juba andmete sisse lugemisel jagada tikud kaheks - horisontaalsed ja vertikaalsed - ning
hoida neid eraldi loendites. Sorteerime horisontaalsed tikud esmalt y-koordinaadi jargi, vordsete y-
koordinaatide korral x-koordinaadi jargi. Vertikaalsete tikkude puhul toimime vastupidi: sorteerime
esmalt x-koordinaadi, teiseks y-koordinaadi jargi.

Nild saab alustada ruutude otsimisega. Selleks kdime Ule horisontaalsete tikkude loendi. Iga
horisontaalse tiku korral vaatame, kas leidub vertikaalne tikk, mis asub samadel koordinaatidel. Kuna
tikud on jarjestatud, saab seda teha kahendotsinguga. Kui sellist vertikaalset tikku ei ole, siis vGtame
vaatluse alla jargmise horisontaalse tiku. Kui aga on olemas vastavate koordinaatidega vertikaalne
tikk, siis voivad need kaks tikku olla tGihe v6i mitme ruudu alumiseks vasakuks nurgaks. Sellisel juhul
asume loendama tekkivaid ruute.

int loenda_ruudud() {
int vastus = 0;
for (int i = @; i < hor_tikud.size(); i++)
vastus += loenda_ruudud_tikust(i);
return vastus;
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Kui on olemas ka teised kaks tikku, nii et moodustub ruut kiiljepikkusega 1, siis suurendame vastust
Uhe vorra. S6ltumata eelmisest sammust kontrollime, kas horisontaalse tiku vaavliga otsas asub
horisontaalne tikk ning teeme sama ka vertikaalse tikuga. Mdlemal juhul peab see tikk olema
vastavas loendis jargmine, see tdhendab, et kui me hetkel vaatasime horisontaalset tikku indeksiga i,
siis kontrollime, kas horisontaalne tikk indeksiga i + 1 on sama y-koordinaadi ja ihe v&rra suurema
x-koordinaadiga. Kui on olemas nii vertikaalne kui ka horisontaalne tikk, mis sobib kiilgi pikendama,
siis kontrollime, kas moodustub ruut kiiljepikkusega 2. Sama protseduuri jatkame seni, kuni jGuame
olukorda, kus horisontaalse voi vertikaalse tiku vaavliga otsa juurde pole sama suunaga tikku
asetatud. Sellisel juhul véib loendamise katkestada, sest suuremaid ruute enam samast alguskohast
moodustuda ei saa, ja edasi liikuda jargmise horisontaalse tiku juurde.

int loenda_ruudud_tikust(int tiku_ nr) {
int kylje_pikkus;
int vasak_indeks, alumine_indeks;
pair<int, int> vasak_tikk, alumine_tikk;
int vastus = 09;
pair<int, int> tikk = hor_tikud[tiku_nr];
kylje_pikkus = 1;
alumine_indeks = tiku_nr;
vasak_indeks = otsi_tikk(make_pair(tikk.second, tikk.first), ver_tikud);
if (vasak_indeks == -1) return vastus; //Selle algkoordinaadiga vertikaalset
// tikku pole
while ((alumine_indeks < hor_tikud.size()) && (vasak_indeks < ver_tikud.size()))
{
alumine_tikk = hor_tikud[alumine_indeks];
if ((alumine_tikk.second - kylje_pikkus + 1 != tikk.second) ||
(alumine_tikk.first != tikk.first)) break;
vasak_tikk = ver_tikud[vasak_indeks];
if ((vasak_tikk.first != tikk.second) || (vasak_tikk.second - kylje pikkus
+ 1 != tikk.first)) break;

if (on_hor_yhendus(tikk.second, tikk.second + kylje_pikkus - 1, tikk.first
+ kylje_pikkus) && // llemine kiilg
on_ver_yhendus(tikk.second + kylje pikkus, tikk.first, tikk.first +
kylje_pikkus - 1)) // parem kiilg
vastus++; //ruut leitud!
kylje_pikkus++; //proovime suuremat
alumine_indeks++;
vasak_indeks++;
}
return vastus;

}

Praegu on veel kirjeldamata, kuidas teha kindlaks, et moodustub ruut kiljepikkusega p? Tanu
eelpool kirjeldatud viisile me teame, et (potentsiaalse) ruudu vasakus ja alumises kiljes on kummaski
p tikku olemas. Jaab veel ainult kontrollida, kas paremas ja ilemises kiljes on kdik tikud olemas. Siin
on oluline margata, et iga tiku olemasolu kontroll polegi vajalik. Veendumaks, et eksisteerib p tikust
moodustatud kilg, piisab ténu jarjestatud tikkude loendile kontrollist, kas on olemas kdilje esimene ja
viimane tikk ning kui need on olemas, siis nende tikkude indeksite vahe peab olema p — 1. Indeksid
saab leida taas kahendotsingut kasutades.

bool on_hor_yhendus(int X1, int X2, int Y) {
int indeks1, indeks2;
indeksl = otsi_tikk(make_pair(Y, X1), hor_tikud);
indeks2 = otsi_tikk(make_pair(Y, X2), hor_tikud);
return (indeksl >= 0) && (indeks2 >= @) && (indeks2 - indeksl == X2 - X1);
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12.5 KUMER KATE

Kumer kate (i.k convex hull) on vaikseim selline kumer hulknurk, mis sisaldab k&ik etteantud punktid.
Sisaldumine tdhendab, et iga punkt asub kas hulknurga sees voi mdonel selle kiiljel.

Joumeetodil voiks kaia selline otsimine nii, et kontrollime iga punktipaari korral, kas selle vahele
témmatud IGik saab olla hulknurga kiljel. Kui saab, siis peavad kdik ilejdanud punktid asuma sirgest,
mis l4bib vaadeldavat kahte punkti, Gihel pool. n punktist saab moodustada n? paari ja iga paari jaoks
tuleb kontrollida veel n — 2 punkti asukohta, on sellise naiivse lshenemise keerukuseks 0(n?).

Kumera katte leidmiseks on olemas mitmeid paremaid algoritme. Uks neist on Grahami seire. Selle
idee on jargmine:

1. Leia kdige vaiksema y-koordinaadiga punkt. Kui sama y-koordinaadiga on mitu punkti, vali
neist see, mille x-koordinaat on kdige vaiksem. Nimetame seda punkti vaatlus- ehk
seirepunktiks (joonisel punane):

Sea see punkt punktiloendis esimeseks ja kuulub ise kindlasti kumerasse kattesse.
2. Ulejaanud n — 1 punkti jaoks leia seirepunkti ja vaadeldavat punkti ldbiva sirge tSusunurk.
Sorteeri punktid leitud tdusunurga jargi vastupdeva.
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3. Koigist sama tdusunurgaga punktidest jata alles ainult see, mis on valitud punktist kdige
kaugemal, sest vaid see saab kuuluda kumerasse kattesse.

4. Kuijarele jaab vahem kui kolm punkti, siis kumerat katet ei eksisteeri (punktid asuvad samal
sirgel).

5. Edasi tuleb iga punkti p; jaoks otsustada, kas see kuulub kumerasse kattesse v8i mitte. Kumer
hulknurk saab moodustuda ainult sellistest punktidest, mille vahele témmatud servad
keeravad eelmise serva suhtes rangelt vastupdeva. Seega

a. kui toimub p6ore vastupdeva, jata punkt p; kumerasse kattesse ja korda 4. sammu
punkti p;, 1 jaoks.
b. Vastasel juhul eemalda kattest eelmine punkt p;_4 ja korda 4. sammu.

[ ] [ ] [ ] [ ]
7 o 4 7 ° 4
' 5 ° ° 5
6 3 6 3
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0 0

Joonisel esiteks vaatame pooret punktikolmikul (0,1,2). pd6re on vastupaeva ja punktid jadvad
kattesse. Edasi vaatame pooret (1,2,3), mis on aga paripdeva. Seega punkt 2 kattesse siiski ei kuulu,
eemaldame selle kattest. NGld tuleb kontrollida kolmikut (0, 1, 3), mis on ilusti vastupaeva. Edasi on
kenasti vastupdeva poéorded, kuni jouame punktideni (5,6,7). Kuna seal on pddre paripdeva,
eemaldame punkti 6 kattest. Aga ka poore (4, 5, 7) on vales suunas, seega tuleb kattest eemaldada
ka punkt 5. Kumera katte moodustavad punktid 0, 1, 3,4 ja 7.

Siin on ka protseduur, mis leiab kumera katte:
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void leia_kumer_kate(Point punktid[], int n)

{

// vasak alumine punkt
int ymin = punktid[@].y, min = O;
for (int i = 1; i < n; i++) {
int y = punktid[i].y;
if ((y < ymin) || (ymin == y && punktid[i].x < punktid[min].x))
ymin = punktid[i].y, min = i;

}

//vaheta vasak alumine punkt esimeseks
swap(punktid[@], punktid[min]);

// sorteeri punktid tdusunurga jargi
po = punktid[@];
gsort(&punktid[1], n - 1, sizeof(Point), compare);

// hoiame sobivaid punkte pinus. Alustame esimese kolme punktiga
stack<Point> S;

S.push(punktid[@]);

S.push(punktid[1]);

S.push(punktid[2]);

for (int i = 3; 1 < n; i++) {
// eemalda pealmine punkt,kuni dige suunani
while (leia_suund(eelmine(S), S.top(), punktid[i]) != 2)
S.pop();
S.push(punktid[i]); //suund dige, lisa punkt
}

// nuud on pinus kumera katte moodustavad punktid
while (!S.empty()) {

Point p = S.top();

cout << "(" << p.x << ", "< p.y << ")" << endl;

S.pop();

Grahami seiremeetodi keerukuseks on O(n log n).
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12.6 ULESANNE: RING JA RUUT

See (ilesanne oli 1997. aastal Balti olimpiaadil. SGnastuse poolest on llesanne (lilihtne, seda saab
kirjeldada koigest paari lausega:

On antud ring ja ruut oma koordinaatidega. Leida nende kattuva osa pindala.

Sisendi esimesel real on kolm taisarvu: ringi keskpunkti koordinaadid ja ringi raadius. Teisel real on 8
taisarvu: ruudu tippude koordinaadid.

Viéljundi ainsale reale kirjutada tiks reaalarv: ringi ja ruudu kattuva osa pindala.

NAIDE 1:

001

00022022

Vastus:

NAIDE 2:

901

0 -2024 -242
Vastus:

Algselt arvas ka llesande valjamatleja Indrek Jentson, et kui raske see llesanne ikka olla saab, kuid
erinevad testjuhud Iahevad vaga kiiresti kdest dra. Uurime neid korraks, tegu on ka kasuliku
testimisalase harjutusega.

Kdige lihtsamad ringi ja ruudu omavahelise paiknemise véimalused on jargmised kolm:

e Ruut paikneb tervenisti ringi sees. Kattuva osa pindala on ruudu pindala.
e Ring paikneb tervenisti ruudu sees. Kattuva osa pindala on ringi pindala.
e  Ruudul ja ringil ihine osa puudub. Kattuva osa pindala on null.

Lisaks on muidugi ka keerulisemaid voimalusi, nditeks asetused, kus Ukski nurk ei ole ringi sees ja:

/ N
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e Ring IGikab ruudu tihte kilge
e Ring IGikab ruudu kaht kilge
e Ring IGikab ruudu kaiki kilgi

Neil juhtudel tuleb leida segmendi pindala ja otsustada, kas segment on ringi sees voi sellest viljas.

Ruudu nurgad aga vGivad asetseda ka ringi sees:

e Uks nurk ringi sees
e Kaks nurka ringi sees
e Kolm nurka ringi sees

Taiendavalt tekivad erijuhud, kui ring lihtsalt puudutab ruudu kiilge voi tippu. Kiiresti saab selgeks, et
geomeetriline lahenemine — proovida iga erijuhu jaoks leida vastavad geomeetrilised valemid —
ldheb Oige pea kaest dra: lahendamine on vdimalik, aga lahenduse kirjapanek vétaks tdendoliselt
sadu ja sadu ridu koodi ning mitu pdeva aega.

Kui jooniste tle natuke moétiskleda, voib jargmiseks pahe tulla analiiiitiline Iihenemine. Paneme
tihele, et:

1. Geomeetrilise kbvera alla jdava ala pindala saab leida integraaliga.
Ruudu kiljed annavad meile enamasti integreerimiseks sobilikud rajad.
Podrates joonise kdigepealt sobivat pidi ning seejérel ringjoone valemit y = Vr2 — x2
vastavate radadega integreerides saamegi vastuse. Integreerimiseks vajalikud vihjed voib
leida naiteks siit: https://www.quora.com/How-can-I-integrate-to-find-the-area-of-a-circle

See lahendus on juba parem, kuid ka selle realisatsioon vottis mul endal pea terve paeva.

Selgub aga, et selliste Glesannete puhul on sageli véimalik ka programmeerija lahenemine, kus me
paneme tahele, et tldjuhul pole vaja leida absoluutse tdpsusega vastust ning piisab sellest, kui me
leiame vastuse ldhendamise teel.

Algoritmi idee on jargmine:

1. Onvéga lihtne kontrollida, kas ruut on taielikult ringi sees (sel juhul lidame vastusele ruudu
pindala) voi tdielikult ringist véljas (sel juhul ei liida vastusele midagi).

2. Kui ruut kattub ringiga osaliselt, jagame selle rekursiivselt neljaks osaks ja kordame arutlust
iga osa jaoks, kuni oleme saavutanud sobiva tapsuse.

Realisatsiooni juurde minnes on kdigepealt kasulik koordinaadid mugavamaks teisendada, siis on
edasises arvutused lihtsamad. Esiteks voib nihutada koordinaate nii, et ringi keskpunkt oleks
koordinaatidega (0, 0). Selleks ei tule teha midagi muud, kui sisse lugedes lahutada igast ruudu x-
koordinaadist ringi x-koordinaat ja igast ruudu y-koordinaadist ringi y-koordinaat.
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Teiseks on kasulik poorata sisendit nii, et ruudu kiiljed on paralleelsed koordinaattelgedega. See on
lihtne teisendus ja teeb edaspidi programmeerija elu palju kergemaks:

void keera(pair<double, double> ruut[4]) {
if (ruut[@].second - ruut[2].second == @) return; //on juba dige
double tous = (ruut[@].first - ruut[2].first)/(ruut[@].second - ruut[2].second);
tous = atan(tous);
for (int i =0; i < 4; i++) {
double x = ruut[i].first;
double y = ruut[i].second;
ruut[i].first = x*cos(tous) - y*sin(tous);
ruut[i].second = x*sin(tous) + y*cos(tous);
}

return;

Edasi vaatame labi esimesed kolm triviaalset juhtu. Ring on ruudu sees, kui kaugus ringi keskpunktist
iga servani on suurem vGi vordne ringi raadiusega. Seda on lihtne kontrollida:

bool ring_ruudus(pair<double, double> ruut[4]) {
if (r*(-1) >= ruut[@].first &&
r <= ruut[3].first &&
r*(-1) >= ruut[@].second &&
r <= ruut[3].second)
return true;
else return false;

}

Ruut on ringi sees, kui lkski ruudu tipp ei ole ringi keskpunktist kaugemal kui ringi raadius. Selleks on
koige kindlam lugeda (ile, mitu tippu on ringis:

int tipp_ringis(pair<double, double> tipp) {
double s = hypot(tipp.first, tipp.second);
if (s <= r) return 1;
else return 9;

}
int tippe_ringis(pair<double, double> ruut[4]) {
int summa = 0;
for (int i = 0; i < 4; i++) {
summa += tipp_ringis(ruut[i]);
}

return summa;
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Kahjuks see, kui koik tipud on ruudust véljas, ei garanteeri veel, et ringi ja ruudul kattuvat osa ei ole.
Seega otsustamaks, et ruut on tervenisti valjaspool ringi, tuleb seda veel eraldi kontrollida.

bool on_valjas(pair<double, double> ruut[4])

{
if (ruut[@].first >= r || ruut[3].first <=0 - r ||
ruut[@].second >= r || ruut[3].second <= @ - r)
return true;
double sumx=0, sumy = @, abssumx=0, abssumy = 0;
for (int i =0; i < 4; i++) {
sumx += ruut[i].first;
sumy += ruut[i].second;
abssumx += abs(ruut[i].first);
abssumy += abs(ruut[i].second);
if (abs(sumx) == abssumx && abs(sumy) == abssumy) return true;
return false;
}

Nid jargneb rekursiivne osa: kui on teada, et osa ruutu on ringi sees, saame ruudu jagada neljaks
vaiksemaks ruuduks ja kontrollida samamoodi, kas need on taielikult ringi sees voi taielikult ringist
valjas vGi osaliselt ringis. Viimasel juhul saame jalle jagada need osaliselt sees olevad ruudud neljaks
jne, kuni oleme saavutanud piisava tapsuse.

|

Lillad ruudud on taielikult ringi sees, roosad taielikult ringist véljas, valged need, mida vajadusel tuleb
edasi jagada.
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double leia_kattuv_pindala(pair<double, double>ruut[4])

{
double serva_pikkus = abs(ruut[3].first - ruut[@].first);
if (serva_pikkus < eps) return 0;
double ruudu_pindala = serva_pikkus*serva_pikkus;
int tipud_sees = tippe_ringis(ruut);
if (tipud_sees == 4) return ruudu_pindala;
if (tipud_sees == 0 && on_valjas(ruut)) return 0;
double keskm_x = ruut[@].first + (serva_pikkus / 2);
double keskm_y = ruut[@].second + (serva_pikkus / 2);
pair<double, double> ruutl[4], ruut2[4], ruut3[4], ruut4[4];
tee_ruut(ruut[@].first, ruut[@].second, keskm_x, keskm_y, ruutl);
tee_ruut(ruut[@].first, keskm_y, keskm_x, ruut[3].second, ruut2);
tee_ruut(keskm_x, ruut[@].second, ruut[3].first, keskm_y, ruut3);
tee_ruut(keskm_x, keskm_y, ruut[3].first, ruut[3].second, ruut4);
return leia_kattuv_pindala(ruutl) +
leia_kattuv_pindala(ruut2) +
leia_kattuv_pindala(ruut3) +
leia_kattuv_pindala(ruut4);
}

12.7 LAHIM PUNKTIPAAR

Uks klassikaline arvutusgeomeetria iilesanne on veel punktihulgast omavahel Idhima punktipaari
leidmine. Naiivne lahenemine oleks muidugi leida kdik kaugused kahe punki vahel. Selle keerukus aga
on 0(n?).

Kasutades aga “jaga ja valitse” tiilipi ldhenemist, saame algoritmi, mis to6tab O(n log n) ajaga.
Selleks

1. sorteerime punktid x-koordinaadi jargi
2. jagame punktid kahte vordse suurusega alamhulka

Xkeskm

vertikaalse joone x = Xyeskm
3. leia lahim paar kummaski alamhulgas kasutades sama votet +—MK—=
(rekursiivselt). Selle tulemusena saame vasaku ja parema

poole minimaalse kauguse (MK, ja MKy). * P
4. leia vahim kaugus sellise punktipaari vahel, millest tiks asub
jaotusjoonest vasakul ja teine paremal
5. Vastuseks on minimaalne kaugus neist kolmest. e
Tundub ilus, aga kas punkt 4 juures ei ole me sarnases |8ksus, mis L L
alguseski? Siin aga saab ara kasutada asjaolu, et kuna meid huvitab
I6puks vaid minimaalne kaugus, siis pole métet punkte kaugemalt
vaatama hakata, kui seni leitud vahim kaugus ehk
min(MKv, MKp) = MK. Nii on vaja vaadelda vaid punkte, mis Ik L

asuvad ristkilikus médtmetega MK X 2MK. Lisaks ei saa see
ristkiilik sisaldada rohkem kui 6 punkti, sest muidu ei oleks MK meil L
vahim seni leitud kaugus! Endiselt tuleb kogu protseduur teha labi
iga punkti jaoks, aga maksimaalselt teeme n? vérdlemise asemel
vaid 6n vérdlemist.
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// Px on punktid sorteerituna x koordinaadi jargi ja
//Py punktid sorteerituna y koordinaadi jargi
float leia_lahim_paar(Point Px[], Point Py[], int n)

{

// kuni 3 punktiga lihtsalt vorrelda:
if (n <= 3)
return leia_jouga(Px, n);

// keskmine punkt x jargi
int mid = n / 2;
Point midPoint = Px[mid];

Point Pyl[mid + 1];

Point Pyr[n - mid - 17];

int 1i = 0, ri = 0;

for (int i = @; i < n; i++)

{
if (Py[i].x <= midPoint.x)
Pyl[1li++] = Py[i];
else
Pyr[ri++] = Py[i];
}

float dl = leia_lahim_paar(Px, Pyl, mid);

float dr = leia_lahim_paar(Px + mid, Pyr, n - mid);

float d = min(dl, dr);

Point strip[n];
int j = 0;
for (int i = 0; i < n; i++)
if (abs(Py[i].x - midPoint.x) < d)
strip[]j] = Py[i], J++;

return min(d, stripClosest(strip, j, d));

12.8 MAGIC MISSILE (ULESANNE)

Jargmise (lesande saatsime Balti olimpiaadile aastal 2016, kuid see jai I6ppvalikust valja kui liiga
raske, s.t arvati, et enamik vdistlejaid ei suudaks seda ettendhtud aja jooksul lahendada. Ulesande
idee autor oli Oliver-Matis Lill, boonus ldheb neile lugejaile, kes siit ajastukohase poliitilise olukorra

viited Ules leiavad.
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Kettamaailm on tuntud kahe asja poolest: see asub lamedal tasapinnal, mitte kera pinnal, nagu meie
maailm ja see jaguneb mitmeks vodistlevaks riigiks.

Uks neist riikidest on Ankh Rooter, mida valitseb sjakas diktaator Gin Junk Om, kes on ehitanud
maagilise raketi, mida saab kasutada teiste havitamiseks. Kdige rohkem vihkab Gin Junk Om vélur
Kabob Maracat, kes elab linnas nimega Hogan Twins.

Kabob Maracal on mitmeid liitlasi Kettamaailmas ja ta on neile saatnud maagilise raketi vastase kilbi
generaatorid. Kui maagiline rakett juab generaatorile lahemale kui R miili, kukub rakett ohutult alla.
Gin Junk Om aga teab kilbigeneraatorite asukohti ning tahab, et sa arvutaks, kui mitu thaumi (volujéu
moaotihik) volujdudu peab raketti laadima. Selleks pead leidma lihima tee Ankh Rooter-ist Hogan
Twinsi, mis valdib kaiki kilbigeneraatoreid.

Sisendi esimesel real on neli tdisarvu: Gin Junk Omi

volutorni koordinaadid ja Kabob Maraca vélutorni

koordinaadid. Teisel real on kaks taisarvu: generaatori

ulatus R ja generaatorite arv N (1 <=N<=1000).

Jargneval N real on igailihel kaks taisarvu: tihe f
generaatori koordinaadid.

Viéljundisse kirjuta ks arv: vajalik volujéud. Kui raketti

lennutada ei saa, valjastada -1. /
NAIDE:

B Hogan Twins

B Ankh Rooter

Selleks, et vdimalikult otse lennata, peab rakett liikuma kas médda kahe ringi Gihist puutujat voi
maodda ringjoont. Algus ja [dppmarsruut on moéodda puutujat, mis algab/I6peb tornist.

Lihima tee leidmiseks tulebki leida kéik mdistlikud puutujad ja kaared ning moodustada nendest
graaf, millest liihima tee leidmiseks saab kasutada Dijkstra algoritmi.

Kblab vaga lihtsalt, kuid tegelikult on sobivate puutujate ja kaarte leidmine omajagu nikerdamist
vajav ettevotmine.

Kahe ringi vahel v6ib olla kuni neli puutujat. Kui ringid puutuvad voi IGikuvad, siis on puutujaid vaid
kaks. Iga leitud puutuja juures tuleb kontrollida, ega see ei |6ika mdnd muud ringi. Samuti ei tohi dra
unustada algus ja I0pp-punkti ning vdimalust, et need on omavahel otse tihendatavad.
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_P1
R1

P2
R2

void leia_puutujad()
{
for (int i = 0; i < n; i++) {
for (int j =1+ 1; j < n; j++) {

double rdx = x[j] - x[i];
double rdy = y[i] - y[]j];
double vn = atan2(rdy, rdx);
double mp = sin(vn) * r;
double mu = cos(vn) * r;
lisa_nihked(@, mp, mu, i, j);
lisa_nihked(1, mp, mu, i, j);

double kk = hypot(rdx, rdy) / 2;
double un = vn - asin(r / kk);
double ma = cos(un) * r;

double mv = sin(un) * r;
lisa_nihked(3, mv, ma, i, j);
lisa_nihked(4, mv, ma, i, j);

bool on_sisemised = (r / kk) <= 1;
bool sobib[4] = { 1, 1, on_sisemised, on_sisemised };

//kaib kéik ringid 1labi ja kontrollib, ega ei 16ika uhtki ringi
for (int k = 0; k < n; k++) { {
for (int m =0; m < 4; m++) {
if (sobib[m] && liglah(ex[m], tx[m], ey[m], ty[m], x[k], y[k])) {
sobib[m] = ©;
}

}
}
for (int m = 0; m < 4; m++) {
if (sobib[m]) {
pv.push_back(make_pair(make_pair(i, j), make_pair(make_pair(ex[m],
ey[m]), make_pair(tx[m], ty[m]))));
pv.push_back(make_pair(make_pair(j, i), make_pair(make_pair(tx[m],
ty[m]), make_pair(ex[m], ey[m]))));
}

}
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//algus ja loépppunkti jaoks puutujad
for (int i = 0; i < n; i++)
{
leia_punkt(gx, gy, 0, i);
leia_punkt(kx, ky, 2, i);
bool sobib[4] = {1, 1, 1, 1 };
for (int k = 0; k < n; k++)

{
for (int m = 0; m < 4; m++) {
if (sobib[m] && liglah(ex[m], tx[m], ey[m], ty[m], x[k], y[k])) {
sobib[m] = 0;
}
}
}

double px[4] { gx, gx, kx, kx };
double py[4] = { gy, 8y, ky, ky };
int inda[4] = { -1, -1, n, n };
for (int m =0; m < 4; m++) {
if (sobib[m]) {
pv.push_back(make_pair(make_pair(i, inda[m]),
make_pair(make_pair(xp[m], yp[m]), make_pair(px[m], py[m]))));
pv.push_back(make_pair(make_pair(inda[m], i),
make_pair(make_pair(px[m], py[m]), make_pair(xp[m], yp[m]))));
}

}
}
// omavaheline sirge iga ringjoone jaoks
bool o = 1;

for (int k = 0; k < n; k++) {
if (o && liglah(kx, gx, ky, gy, x[k], y[k])) {
0 = 0;
break;

¥
¥
if (o) {

pv.push_back(make_pair(make_pair(-1, n), make_pair(make_pair(gx, gy),
make_pair(kx, ky))));

pv.push_back(make_pair(make_pair(n, -1), make_pair(make_pair(kx, ky),
makegpair(gx, gy))));

sort(pv.begin(), pv.end());
¥

Kaarte leidmiseks sorteerime ringjoonel asuvad puutepunktid esinemise jarjekorras. Nii on vaja
vaadata ainult voimalikke kaari jarjestikuste punktide vahel, sealjuures ei tohi unustada vdimalikku
kaart esimese ja viimase punkti vahel. Ka kaarte puhul on oluline, et uuritav kaar ei 16ikaks ménd
teist ringi.
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void yhenda_kaared()

{
int pr = -1;
int pi = 0;
for (int i =1; i < np; i++) {
int cr = pl[i].first.first.first;
if (1 ==1) {
pr = cr;
pi = 1;
continue;
}
if (cr > pr) {
double nl1 = pl[pi].first.first.second;
double n2 = pl[i - 1].first.first.second;
double nv = (4 * k90) - (n2 - nl);
double tp = nv * r;
bool ok = 1;
for (int j = 0; j < n; j++) {
if (3 == cr || hypot(x[3] - x[cr]l, y[j] - y[cr]) >= 2 * r) {
continue;
}
int xv = x[j] - x[cr];
int yv = y[j] - ylcr];
double vn = kraad(xv, yv);
if (vn > n2 || vn < n1) {
ok = 0;
break;
}
}
if ('ok) continue;
dt[pi].push_back(make_pair(i - 1, tp));
dt[i - 1].push_back(make_pair(pi, tp));
pr = cr;
pi = i;
continue;
}
double nl1 = pl[i].first.first.second;
double n2 = pl[i - 1].first.first.second;
double nv = nl1 - n2;
double tp = nv * r;
bool ok = 1;
for (int j = 0; j < n; j++) {
if (3 == cr || hypot(x[3] - x[cr], y[j] - y[cr]) >=r) {
continue;
}
int xv = x[j] - x[cr];
int yv = y[j] - ylcr];
double vn = kraad(xv, yv);
if (vn > n2 & vn < nl1) {
ok = 0;
break;
}
}
if ('ok) continue;
dt[i].push_back(make_pair(i - 1, tp));
dt[i - 1].push_back(make_pair(i, tp));
¥
}
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Kui leida iga ringipaari tihine puutuja, on algoritmi keerukuseks O(N3), kui aga ringid eelnevalt
kauguse jargi sorteerida, saab kahandada seda O(N2log N)-ile.

12.9 KONTROLLULESANDED

12.9.1 Liitumine

Juku ehitas endale uue maja. Nagu ikka, tahab Juku oma majja ka elektrit saada. Selle jaoks on vaja
aga luua uus elektriliin Juku maja ning pealiini vahele. Pealiin on N I16igust koosnev murdjoon, mis
labib metsa Juku maja laheduses. Nagu ikka, maksab iga meeter ning seega on vaja leida lihima
sirgldigu, mis ihendab maja ning pealiini, pikkust.

Sisendi esimesel real on kaks taisarvu, Juku maja koordinaadid. Jargmisel real on taisarv N, pealiini
|6ikude arv. Jargmisel N+1 real on jarjest iga liini 16igu otspunktid. Enne on x-koordinaat, seejarel on
y-koordinaat.

Viéljundisse kirjutada kaks arvu: Idahima punkti x ja y koordinaat.

NAIDE 1:

6 -3

U © W

1
5
9 -5 P4 (15, 3)
15 3

Vastus:

7,8966 -2,2414
NAIDE 2:

00

1 Maja (6, -3)
10

2 0

Vastus:

1.0000 0.0000 Esimesele nditele vastav joonis

Lahim punkg (7,8966, -2,241

P3 (9, -5)
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12.9.2 Augumang

Vaike Kadi Uritab kolmnurki toppida labi ringikujuliste aukude. Kolmnurk on antud maistes perfektne
kolmnurkne pistprisma, mille pikkus on suurem kui mistahes ringi diameeter. Vaikesel Kadil on N (1
< N £ 26) kolmnurka ning M (1 £ M < 100) ringi. Aita teda ning Utle, missuguseid kolmnurki saab ldbi
missuguste ringide toppida.

Sisendi esimesel real on taisarv M. Jargmisel real on M tiihikutega eraldatud arvu, ringide diameetrid.
Jargmisel real on taisarv N. Jargmisel N real on kolm tiihikutega eraldatud arvu, vastava kolmnurga
kiiljepikkused.

Valjundisse kirjutada N rida. Iga rea esimene arv on k, mitmesse ringi vastav kolmnurk mahub. Edasi
on k tihikutega eraldatud taisarvu, ringide indeksid
kasvavas jarjekorras, kuhu kolmnurk mahub.
NAIDE:

12.9.3 Pallimédng

Kettamaailmas tuntud mangu, N-nurk palli, mangitakse korraparase N-nurga (3 < N < 50)
siseringjoone sees, kohtunikud seisavad N-nurga alal, mis jaab valjapoole siseringjoont ning
pealtvaatajad kogunevad kohtadesse, mis asuvad kiill N-nurga imberringjoone piirides, kuid mitte N-
nurgas endas. Sulle on ette antud N ning N-nurga pindala S (0 < S <£30000). Leida kohtunike ning
pealtvaatajate alade pindalad.

Sisendis on ette antud kaks tiihikuga eraldatud arvu, N ja S.

Viljundisse kirjutada kaks tiihikuga eraldatud arvu, pealtvaatajate ala pindala ning kohtunike ala
pindala.

NAIDE 1:

3 0.43301
Vastus:

0.61418 0.17121
NAIDE 2:

6 2.59808
Vastus:

0.54352 0.24188
NAIDE 3:

9 6.18182
Vastus:

0.53226 0.25314
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12.9.4 Nelinurgad

Sulle antakse ette neli punkti, millest tikski kolm ei asu Uhel sirgel. Leida, kas need neli punkti
moodustavad, ruudu, ristklliku, rombi, ro6pkdliku, trapetsi véi nelinurga. Antud juhul tuleb nimetada
esimene punktinelikule vastav nimetus. Kui on ruut, siis tuleb valjastada ,, Ruut”, kui on nelinurk, mis
ei vasta Uhelegi teisele tingimusele, tuleb valjastada ,Nelinurk“.

Sisendi esimesel real on tdisarv N (1 < N < 50000), punktinelikute arv. Jargmisel 4N real on kaks
tuhikutega eraldatud tdisarvu x jay (-10000 < x,y < 10000), punkti x ja y koordinaat.

Viéljundisse kirjutada N rida. N-nda punktineliku liik.

NAIDE:

P P UUORFR PUOR WNOWUOOOOWWOONMDNMNOOO
WOOWWOOMNNOOPLPROOPLPOENMNNOONMNDNOO

<
Q
u &
c
(%]

Ruut
Ristkylik
Romb
Roopkylik
Trapets
Nelinurk
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12.9.5 Uleujutus

Suur {leujutus on tabanud Muumiorgu ning sinu tlesanne on nidd aru saada, kui siigav on vesi ning
kui suur osa Muumiorust on veega kaetud. Muumiorg koosneb 10*10 meetristest ruutudest, millel
on teatud kdrgus. Samuti teame, et Muumiorus on kanalisatsioon nii hea, et vesi saab alati voolata
Ukskoik kust kdige madalamasse punkti, kus vett ei ole.

Sisendi esimesel real on kaks taisarvu N ja M (1 £ N,M < 30), Muumioru méotmed ruutudes.
Jargmisel N real on M tiihikutega eraldatud taisarvu, ruudu kdrgus merepinnast. Jargmisel real on
tdisarv V, Muumiorgu voolanud vee hulk kuupmeetrites.

Vialjundisse kirjutada eraldi ridadele kaks arvu, Muumioru veetaseme kdrgus merepinnast ning
protsent, kui suur osa Muumioru ruutudest jaab taielikult vee alla.

NAIDE:

33

25 37 45

51 12 34

94 83 27
10000
Vastus:
46,67
66,67

12.9.6 Park

Linnavalitsus otsustas uut parki ehitama hakata. Selleks aga otsustati votta mingisugune ala, kus
kasvasid moned (iksikud puud ning vétta minimaalse Umbermddduga hulknurk, mis sisaldab kdiki
neid puid, ning muuta see ala pargiks. Leida tekkiva pargi pindala.

Sisendi esimesel real on taisarv N (1 < N < 100), pargis olevate puude arv. Jargmisel N real on kaks
arvu, puu koordinaadid.

Viljundisse kirjutada (ks arv, tekkiva pargi pindala.

NAIDE:

12 '.' ‘.'

Vastus: . ‘ . ‘
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12.9.7 Muir

Vaike kulake SuUrias otsustas, et hea mote oleks Gimber kiila muir ehitada. Selleks, et kulusid saasta,
otsustati, et midr tuleb minimaalse imbermdd6duga, nii et kdik kiilas olevad majad oleksid mutriga
piiratud. Leida see minimaalne iimbermaaot.

Sisendi esimesel real on taisarv N (1 < N < 100), kiilas olevate majade arv. Jargmisel N real on kaks
arvu, maja koordinaadid.

Vialjundisse kirjutada tks arv, ehitatava mudri imbermoaot.

NAIDE 1:
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12.9.8 Spioonid

Selleks, et tungida Ulisuure valve all olevasse ettevittesse ning sealt kohe signaale staapi saata, peab
spioonifirma oma kommunikatsioonivarustust tiikkidena hoidma, saates lisaks pShispioonidele ka
tugispioone, kes kannavad endaga spetsialiseeritud tehnikat. Selleks, et valismaailmaga raakida, peab
pohispioon seisma tugispioonidest koosnevas kolmnurgas ning ta ongi ihenduses staabiga. Paraku
on salatseval ettevottel olemas jammer’id, mis blokeerivad pdhispiooni signaali. Need jammer’id on
peidetud pealtnaha tavaliste inimeste riietesse ning spioon, kes asub jammer’ite moodustatud
kolmnurgas, ei saa staabiga suhelda hoolimata sellest, kas ta on sidekolmnurgas v6i mitte. Praegu
loeme spiooni blokeerituks, kui tema signaali aktiivselt blokeeritakse, ihenduses, kui tal on Ghendus
staabiga ning levist valjas, kui teda aktiivselt ei blokeerita, kuid ta lihtsalt ei ole Gihenduses. On antud
jammer'ite, tugispioonide ning pohispioonide asukohad. Leida iga spiooni kohta, kas ta on
blokeeritud, Ghenduses voi levist valjas.

Sisendi esimesel real on kolm tiihikutega eraldatud taisarvu, J, T, P (0 < J,T,P < 200), jammer’ite,
tugispioonide ning pohispioonide arv. Jargmisel J real on kaks tiihikuga eraldatud tadisarvu vahemikus
-500 kuni 500, jammer’i koordinaadid. Jargmisel T real on kaks tihikuga eraldatud taisarvu
vahemikus -500 kuni 500, tugispiooni koordinaadid. Jargmisel P real on kaks tiihikuga eraldatud
tdisarvu vahemikus -500 kuni 500, p&hispiooni koordinaadid.

Viéljundisse kirjutada P stringi, millest igaliks on eraldi real. Kui vastav p&hispioon on blokeeritud,
kirjutada ,Blokeeritud“. Kui spioon on aga (ihenduses, valjastada ,Yhenduses”. Kui ta on aga levist
vdljas, tagastada , Levist v2ljas”.

NAIDE 1:

332

0 0

10 ©

0 10

20 20

20 ©

0 20

55

15 15

Vastus:

Blokeeritud

Yhenduses

NAIDE 2:

331

0 0

10 ©

0 10

20 20

20 ©

0 20

40 40

Vastus:

Levist v2ljas
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12.9.9 Marklaud

Marklaud koosneb N (1 < N < 10) alast, mis on nummerdatud arvudega 0 kuni N-1. Iga ala marklaual
on kas ristkdlik, ring v6i kolmnurk ning annab 22i punkti, kus i on ala number. Mangija viskab M (1 <
M < 10) noolt vastu marklauda. Nool saab ala poolt antavaid punkte parajasti siis, kui see asub selle
ala sees. Leida iga noole kohta, mitu punkti see saab.

Sisendi esimesel real on kaks taisarvu, N ja M. Jargmisel M real on mingi taht ¢, mis vib ollakasr, c
vOi t. Kui see on r, on tegemist ristkllikuga ning samal real jargneb 4 tiihikutega eraldatud arvu,
ristkiiliku tGlemise vasaku ning alumise parema nurga koordinaadid. Kui see on c, on tegemist ringiga
ning jargmised 3 tiihikutega eraldatud arvu on selle keskpunkti koordinaadid ning raadius. Kui see on
t, on tegemist kolmnurgaga ning jargmised 6 arvu on selle iga tipu koordinaadid. Jargmisel M real on
kaks arvu, mis naitavad noole asukohta. Kéik koordinaadid on vahemikus -1000 kuni 1000.
Viljundisse kirjutada M taisarvu, vastava noole poolt saadud punktisumma.

NAIDE:

9 6

r 8.5 17.0 25.5 -8.5

c 20.2 7.3 5.8

t -1.0 -1.0 10.1 2.2 .4 1.4
r 0.0 10.3 5.5 0.0

c -5.0 -5.0 3.7

t 20.3 9.8 10.0 -3.2 17.5 -7.7
r2.512.5 12.5 2.5

c 5.0 15.0 7.2

t -10.0 -10.0 10.0 25.0 30.0 -10.0
2.0 2.0

4.7 5.3

6.9 11.2

20.0 20.0

17.6 3.2

-5.2 -7.8

Vastus

264

328

448

0

291

272
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12.9.10 Viirus

Internet on ristkiilik m&6tmetega W*H (1 < W,H < 1000), mida Iabib N (0 < N < 100) sirgjoonelist
tulemidri. Iga tulemdr ulatub tapselt servast serva. Viirus sattus internetis Ghte punkti
koordinaatidega x,y (0 < x £ W; 0 £y £ H) ning nakatas kogu selle ala, mis ei olnud tema eest
tulemiriga kaitstud. Leida nakatunud interneti pindala.

Sisendi esimesel real on viis tiihikutega eraldatud taisarvu, N, W, H, x ja y. Jargmisel N real on neli
tuhikutega eraldatud taisarvu, tulemidri alg- ja I0pppunkt. Voib eeldada, et tulemiiiir algab ning
I6peb interneti servas.

Vialjundisse kirjutada tks arv, nakatunud interneti pindala.

NAIDE:

3 100 100 20 30

© 0 100 100

100 0 0 100
0 40 40 100

Vastus:
1780,000
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