9 ERIOTSTARBELISED PUUD

Raamatu esimeses osas uuriti mitmesuguseid lldotstarbelisi andmestruktuure nagu massiivid, pinud
ja jarjekorrad. Enamasti voimaldavad need andmestruktuurid t66d tiksikute elementidega ja nende
tavalisteks operatsioonideks ongi elemendi lisamine, muutmine, lugemine voi eemaldamine.
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Vaatame Ulesannet, kus on antud jada ja on vaja leida minimaalne element mingil suvalisel 16igul
selles jadas. Sellist ilesannet tuntakse kui Range Minimum Query (RMQ).

Nii arvutiteaduses uldiselt kui ka voistlus-
programmeerimises konkreetsemalt on aga sageli vaja
andmestruktuure, mis voimaldavad mitte ainult
Uksikvaartuste, vaid ka suuremate vaartuste
hulkadega manipuleerimist. Naitena v&ib tuua
operatsioonid nagu ,,mis on suurima vaartusega
element 25. ja 137. elemendi vahel?“ v6i ,Suurenda
koiki vaartusi 33. elemendist 99. elemendini”.

Sellist laadi Glesannete lahendamiseks sobivad hasti
mitmesugused puukujulised andmestruktuurid. Nende
efektiivset esitamist ja erinevate operatsioonide
realiseerimise vGimalusi uurimegi kdesolevas
peatukis.

9.1 LOIKUDE PUU

Kui sellist miinimumi leidmist on vaja teha vaid the korra, siis on loomulikult optimaalne kaia antud
I6ik 1abi ja leida minimaalne vaartus selles. Selle keerukus on 16igu pikkuse suhtes lineaarne: 0 (n),
kus n on jada pikkus. Kui aga paringuid on palju, siis muutub selline ldhenemine liiga aeglaseks: m
paringu korral on keerukuseks O (m * n). Kui m on véike ja/v6i kui andmed muutuvad véga sagedasti,
siis vOib selline lihtne ldhenemine olla optimaalne — kuna mingit uut struktuuri luua pole vaja, siis
initsialiseerimisaeg puudub, samuti on andmete muutmine keerukusega 0(1).

Kuim >> n, siis on kasulikum taita tabel, kus kirjas koikide 16ikude miinimumid. Selle koostamise
keerukuseks on 0(n?), kuid igale paringule vastuse leidmise keerukus on 0(1). Aga ka see
lahenemine voib osutuda liiga aeglaseks, eriti juhul, kui andmed paringute vahel muutuda vdivad.

Votame appi kahendpuu, mille igas tipus sailitatakse teatud 16igu miinimumi. Puu juurtipus on kogu
jada [1, n] miinimum, lehtedes jada Uksikud vaartused, sest 16igu [i, i] miinimum asub jadas kohal i.



Vahetippudes on vasaku alluva ja parema alluva Idikude Ghend ehk IGik vasaku alluva vasakpoolsest
indeksist parema alluva parempoolse indeksini:
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Léikude puu kuueelemendilise jada jaoks. Iga tipu juures on nédidatud, millise IGigu kohta selles tipus informatsiooni
sdilitatakse.

Sellist puud nimetatakse Ioikude puuks (i.k segment tree) ja selle motles valja Carnegie-Melloni
Ulikoolis todtanud ameerika arvutiteadlane Jon Louis Bentley aastal 1977.

9.1.1 Puuloomine jadast

Votame naitejadaks jargmise jada:

1 2 3 4 5 6

3 -1 1 0 2 -1

Esimeseks Ulesandeks on algandmetest puu koostamine. Selleks on vaja kdigepealt otsustada, millist
informatsiooni tippudes vaja hoida on. Antud llesande puhul on mottekas hoida iga 16igu kohta
minimaalset vaartust sellel 16igul voi uuritavas 16igus minimaalse vaartusega elemendi indeksit.
Kasutame siin naidetes esimest.

Meeldetuletuseks teisest peatiikist: kahendpuud, saab seda efektiivselt hoida massiivis. Kui alustada
puud indeksilt 1, siis tipu k vasak alluv on massivis kohal 2 * k ja parem alluv kohal 2 = k + 1. Igas
tipus hoiame tema alluvate miinimumi indeksit.

Uheks sellise puu loomise vdimaluseks on teha seda rekursiivselt:

void loo_puu(int tipp, int algus, int lopp)

{
if (algus == lopp)
LP[tipp] = A[algus]; //LP - 1ldikude puu
else {
//taida vasak ja parem alampuu
loo_puu(2 * tipp, algus, (algus + lopp) / 2);
loo_puu(2 * tipp + 1, (algus + lopp) / 2 + 1, lopp);
//vasaku ja parema alampuu miinimum
int k = 2 * tipp;
LP[tipp] = min(LP[k], LP[k + 1]); //A - algandmed
}
}
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Eelmisel joonisel toodud jadale vastav miinimumide indekseid sisaldav l6ikude puu abstraktselt ja massiivina.

Puu loomise keerukuseks on 0 (n), kuid tasub meeles pidada, et see on {ihekordne protseduur.

9.1.2 Loigul vadrtuse leidmine

Kui puu on valmis, siis jargmiseks protseduuriks on paringutele vastamine ehk vaartuse leidmine
mingil suvalisel 16igul [i, j].

Vaartuse leidmist alustame juurest, kus on olemas kogu jada miinimumi indeks. Kui aga I8ik [, j] ei
kata kogu jada, siis kogu jada miinimumiga ei ole midagi kasulikku peale hakata. Edasi otsimiseks on
kolm véimalust:

1. Otspunkt j asub vasakus alampuus (j < 2). Sellisel juhul asub kogu uuritav 16ik vasakus

alampuus ja véime sealt jatkata.
2. Otspunkt i asub paremas alampuus (i > g). Sellisel juhul asub kogu otsitav [6ik paremas

alampuus ja vdéime sealt jatkata.
3. Otspunkt i asub vasakus alampuus ja otspunkt j paremas alampuus. Sellisel juhul jagame

18igu kaheks [i, 2] ja [2 + 1, j]ja otsime kummastki alampuust vastavat I8iku. Ldpuks on

vaja leida miinimum vasakust ja paremast puust leitud miinimumidest.

Kui jouame tippu, kus on sailitatud otsitava 16igu miinimum, siis tagastame kohe selle.
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LGigu [3:5] vddrtuse leidmine. Rohelisega on mdrgitud need tipud, mille vddrtus on oluline miinimumi leidmiseks uuritaval
I1Gigul.

Otsime nditeks minimaalset vaartust 16igul [3, 5]. Alustame juurest. Esimene otspunkt 3 asub vasakus
alampuus ja 10igu teine otspunkt 5 paremas alampuus. Vasak alampuu katab 18igu [1, 3]. Kuna ka see
ei kuulu taielikult otsitavasse 16iku [3, 5], tuleb vaadata selle 16igu alampuid. Vasakul on I16ik [1, 2],
mis ei kattu Uldse otsitava IGiguga. Selle vaartusega ei ole vaja arvestada ega siit edasi otsida. Léigu
[1, 3] parem alampuu [3:3] sisaldub tervenisti otsitavas |Gigus [2, 5] ja seega tuleb selle vaartusega
arvestada.

Juure parempoolses alampuus on 16ik [4, 6], mis ei kuulu tervenisti otsitavasse I6iku, seega on taas
vaja vaadata selle alampuid. Vasakpoolne alampuu [4, 5] aga kuulub tervenisti otsitavasse 16iku,
saame kasutata siin salvestatud vaartust ilma selle alampuudele lilkkumata. L&ik [6, 6], mis on |Gigu [4,
6] paremaks alampuuks, ei oma Uhisosa Idiguga [3, 5], sellega pole vaja arvestada. Vastuse saab
seega kokku tippudes [2, 2] ja [3, 4] salvestatud vaartustest. Miinimumi leidmise llesandes on selleks
vahim nendest.

Funktsioon, mis seda teeb:

int otsi(int tipp, int algus, int lopp, int i, int j)

{
int vv, pv;
if (i > lopp || j < algus)
return maxInt; // seda intervalli ei kasuta
if (algus >= i && lopp <= j) // Kui kogu intervall kattub,
return LP[tipp]; // tagasta vadartus selles sdlmes.
vv = otsi(2*tipp, algus, (algus+lopp) / 2, i, j); //leia sobiv intervall vasakust
pv = otsi(2*tipp + 1, (algus+lopp) / 2 + 1, lopp, i, J); // ja paremast alampuust
// tagastame sobiva
if (vv <= pv)
return vv;
return pv;
}

Uksikoperatsiooni keerukuseks on O(log n).



9.1.3 Vaartuse muutmine

Eriti oluline on |dikude puu siis, kui vaartused jadas véivad muutuda. Vaartuse muutmine on samuti
keerukusega O (log n), kuna peame uuendama ainult lehe ja selle eellaste vaartusi.

Naiteks soovime elemendile indeksil 2 anda vaartuseks -1 asemel 2. Kindlasti voib selline muudatus
mdjutada juurt. Kuna element 2 kuulub juure vasakusse alampuusse, tuleb muuta ka seda ehk 16igu
[1, 3] vaartust, parem alampuu [4, 6] jadb aga samaks. Samuti tuleb muuta I6ikude [1, 2] ja [2, 2]
vaartusi.
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Vddrtuse indeksil 2 muutmine. Punasega on mdrgitud need tipud, mille vddrtused tuleb iile arvutada.

Klassikaline vote on taas tulla puus Ulevalt alla ja rekursiivselt muuta nende I6ikude vaarust, mis
sisaldavad muudetavat elementi:

void uuenda(int tipp, int algus, int lopp, int id)
{
if (algus == lopp) { //Leht
LP[tipp] = A[id]
return;

}

else {
int kk = (algus + lopp) / 2;
if (algus <= id && id <= kk) {
uuenda(2 * tipp, algus, kk, id); // vasak alampuu
}

else {
uuenda(2 * tipp + 1, kk + 1, lopp, id); //parem alampuu
}

// vasak ja parem kokku
LP[tipp] = min(LP[2*tipp], LP[2*tipp + 1]);

9.1.4 Vaartuste muutmine tervel 16igul

Mdnikord on vaja korraga uuendada vaartusi terves mingis 16igus. Loomulikult on véimalik
vaartustada kdik lehed Ukshaaval. Veidi parem on kirjutada eraldi funktsioon:



void uuenda_loik(int tipp, int algus, int lopp, int algusID, int loppID)

{

// ei ole piirides ja see haru ei vaja seega uuendamist
if (algus>lopp || algus>loppID || lopp<algusID)
return;

// leht

if (algus == lopp) {
LP[tipp] = A[id]
return;

}

// Kui ei ole leht, tootleme alluvad

int kk = (algus + lopp) / 2;

uuenda_loik(tipp * 2, algus, kk, algusID, loppID);
uuenda_loik(tipp * 2 + 1, kk + 1, lopp, algusID, loppID);

// alluvate tulemustest miinimum
LP[tipp] = min(LP[2*tipp], LP[2*tipp + 1]);

9.2 LAISK VAARTUSTAMINE LOIKUDE PUUDES

Iga tipp 16ikude puus hoiab endas infot mingi vahemiku kohta. Kui seda tippu on vaja uuendada, siis
on vaja uuendada ka selle tipu alluvaid. Programmeerimisiilesannetes tuleb sageli ette, et vaartusi
muudetakse tervel I6igul sarnaselt, st kas antakse kogu |Gigule {iks ja sama vaartus voi
suurendatakse/vahendatakse vaartusi mingi vaartuse x vorra voi korda. Sellistel juhtudel saab
kergesti leida, mis on terve I6igu vaartuseks (nditeks miinimumiks v6i summaks), ilma et oleks vaja
teada alamldikude vaartusi.

Sellisel juhul on vGéimalus jatta nende alamldikude vaartustamised |6ikude puus tegemata ja teha
need alles siis ja ainult siis, kui tekib vajadus kasutada konkreetseid (alam)ldike. Sellist meetodit
nimetatakse laisaks vaartustamiseks (i.k lazy propagation).

Kuidagi on vaja dra tunda, millised tipud on uuendamata, et neid siis vajadusel digete vaartustega
varustada. Selleks kasutatakse eraldi massiivi, milles on iga tipu kohta vajalik informatsioon, kas ja
kuidas selle tipu vaartust muuta tuleb. Algselt on iga elemendi vaartus selline, mis tahistab, et mingit
muutust teha ei ole vaja.

Oletame, et on I6ikude puu LP ja uuenduste jaoks massiiv U. Kui tipp t muutmist ei vaja, siis U[t] =
nil. Muutmisfunktsiooniks on F(U[t]).

Loikude puu elemendi muutmise algoritm on jargmine:

e Kuivaadeldaval tipp t ootab uuendamist, st U[t] # nil, muuda selle vaartus: LP[t] =
FU[tD.

e Kui vaadeldav vahemik sisaldub tervenisti paringus, uuenda vaadeldav tipp ja sea selle
alluvatele ootel muutused.

e  Kui vahemik kattub osaliselt, siis vaartusta vasak ja parem alampuu ja uuenda vastavalt
saadud vaartustele.



Vaatame sellist Idikude puud, milles on igas tipus vastava |0igu elementide summa. Naiteks jadale

1 2 3 4 5 6

8 |10| 8 | 6 |15 | 7

Vastab jargmine I6ikude puu:

28 (28)
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Léikude puu, mille tippudes on vastava I6igu elementide summa. Juurtipus on kogu jada summa, lehtedes liksikud
elemendid.

Edasi on meil vaja suurendada vdi vdhendada iga elemendi vaartust teatud arvu vérra mingil
etteantud I8igul. Oletame, et igale vaartusele 16igul [3, 6] liidetakse juurde 2.

Alguses on meil uuenduste jada U elemendid m&daramata. Juurtipp ei asu tervenisti selles vahemikus,
samuti kuna U[1] on mddramata, ei ole sellel vaja teha uuendusi. Liigume juure alampuudele ning
kontrollime, ega need uuendamist ei vaja. Praegu muidugi veel ei vaja. Vasak alampuu [1, 3] ei asu
samuti tervenisti muudetavas vahemikus, ligume omakorda selle alampuudele. Vasak alampuu on
tervenisti uuendatavast vahemikust valjas ega vaja uuendamist, sellega ei tee midagi. Parem
alampuu aga on tervenisti muudetavas vahemikus, uuendame selle vaartuse ja samuti siis vahemiku
[1, 3] vaartuse. Siiamaani toimub uuendamine tavaparaselt.

Vaatame aga paremat alampuud. Vahemik [4, 6] on tervenisti uuendatavas vahemikus, muudame
selle vaartust ja seame alampuud muutuse ootele. Selleks U[6] = U[7] = 2. Seejarel uuendame
tavaparaselt juurtipu.
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Laisk védrtustamine. Igale tipule IGigus [3:6] lisatakse 2. Rohelisega on tipud, mis muudetakse tavapdraselt, kollasega on
tipp, mille vddrtus muudetakse (+6), aga mille alluvate vddrtusi (punased) ei muudeta.

Oletame, et nlilid esitatakse paring 16igu [3, 4] kohta. Loigu [3, 3] vadrtuse saame tavaparaselt
vasakust alampuust, paremas alampuus aga kui jdutakse 16iguni [4, 5], siis on kbigepealt vaja
uuendada selle vaartust (+4) ning seada I6igud [4, 4] ja [5, 5] muutmist vajavateks (U[12]=U[13]=2).
Seejarel liigume IGigule [4, 4], uuendame selle vaartuse (+2) ning saamegi kombineerida vastuse. Loik
[5, 5] jaab ikka muutmise ootele.
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Laisk vadrtustamine. Puu pdrast pdringut IGigu [3:4] kohta.

Oluline on meeles pidada, et info muudatuste kohta tuleb hoida varskena. Seega, kui muudatus on
tehtud, tuleb see eemaldada muudatuste massiivist. Samuti tasub ka tahele panna, et sageli voivad
muudatused kumuleeruda, enne kui neid tegelikele vaartustele rakendatakse. Naiteks kui nidd
soovime vahendada iga elemendi vaartust 3 vorra 16igul [4, 6], siis 10igu [6, 6] vaartust pole vaja
vahepeal vélja arvutada, lihtsalt vaartus massiivis U muutub 3 vorra vaiksemaks. See tahendab, et kui
enne oli U[7]=2, siis padrast on U[7] = 2-3=-1. Seega kui varem oli vaja selle tipu vaartust suurendada 2
vOrra, siis parast on seda hoopis vaja vahendada 1 vorra. Vahepealset vaartust (9) polnudki vaja vilja
arvutada.

Uhe mugavusena koodi kirjutamisel saab antud niite juures ira kasutada ka seda, et nulli v&ib vabalt
liita ja lahutada, ilma et summa sellest muutuks, see tdhendab, et véime alguses vaartustada
muutuste massiivi nullidega ning igale tipule liita massiivis oleva vaartuse ilma eraldi kontrollimata,
kas seda tegelikult vaja teha on.



Hetkel vOib veel jddda segaseks, miks sellist keerukat siisteemi Gldse vaja on. Paris mitmed
voistlusilesanded on sellised, kus tehakse k&igepealt palju muudatusi I6ikudel ning alles I6puks
esitatakse paring vastuse saamiseks. Nii muutuvad vaartused tervel 16igul mitmeid kordi, enne kui
selle 16igu alampuid tldse vaja kasutada on. Vaatame selleks ldhemalt kahte llesannet toimunud
voistlustelt.

9.2.1 Paberiribade kleepimine

Selle Glesande panin ma 2014. aasta Eesti Informaatika Lahtiselt vistlusele. Originaalis on see aga
hoopis pariselust, illustreerides asjaolu, et algoritmide tundmine aitab nii mondagi ,tavalist”
programmeerimisilesannet paremini lahendada.

Olen oma iseloomult alati olnud inimene, kes endale
hulgaliselt erinevaid kohustusi, tegemisi, hobisid ja sebimisi
teha votab, mis viib kergesti ohuni, et moni asi votab liiga
palju aega ning miski muu jaab seetdttu unarusse. Selle
ennetamiseks kirjutasin endale programmi, kus saab
erinevaid tegevusi kergesti ajajoonele markida, naiteks
hiirega algusest vastava ajalGigu algusest |G0puni vedades.
Sageli on olukordi, kus mone pikemaajalise tegevuse (nt
toopaeva) vahele tuleb markida muid vaikesi tegevusi (nt
puhkepause), nii et kogutulemus on Upris fragmenteeritud.
Andmete pealt saab teha igasugust huvitavat statistikat, nt uurida, millele erinevatel ajaperioodidel
rohkem voi vahem aega kulub.

Sisuliselt on tegu hulga ajaintervallidega, millega on vaja erinevaid lisamise, muutmise ja parimise
operatsioone sooritada. Kuni andmeid on vihe, pole vaga suurt vahet, millist algoritmi kasutada, aga
aastatega koguneb selliseid ajaintervalle palju tuhandeid ja tlesande lahendamiseks sobiski hasti
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Jargneb aga juba voistluse jaoks kohandatud sdnastus:

Jukul on pikk must pabeririba pikkusega L cm, millele ta kleebib teisi, varvilisi paberiribasid.
Kleebitavad ribad mahuvad alati esialgse riba peale ara. Koik ribad on sama laiusega. Iga jargmine
riba varjab ara tema all olevad varvid. Leida, millised varvid ja milliste pikkustega jaavad
I6ppkokkuvottes naha.

Sisendi esimesel real on antud musta riba pikkus L (1 < L < 1@°) ning kleebitavate ribade arv

N (@ < N < 500 000). Jargmisel N real on igaiihel kolm taisarvu: Gihe riba varvikood K (1 < K < 100)
ning selle alguse A ja I6pu B kaugus musta riba algusest (0 < A < B < L). Musta varvi kood on e.
Ainult alumine riba on must, teised on koik varvilised.

Viljundisse valjastada I0puks ndha jaavate erinevat varvi I0ikude varvid ja pikkused alates algse
musta riba algusest kuni I6puni. Jarjestikused sama varvi ribad véljastada tihe IGiguna.
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Iga pabeririba katab dra mingi teadaoleva 16igu ehk muudab varvi sellel I1Gigul. Siin toimub meil
koigepealt hulk kleepimisi, millest igaliks muudab varvi mingil 16igul. Meil on vaja kuidagi jarge
pidada nende muutuste Ule, et saaksime valjastada IGppseisu. Selleks sobib suureparaselt 16ikude
puu. Kuna vaartusi muudetakse tervete I6ikude kaupa ja voib olla ka paris palju Ule kleepimisi, siis on
kaval kasutada laiska vaartustamist — konkreetsete thikldikude vaartused ei pruugigi kunagi
kasutuses olla. Seetdttu pole vaja isegi luua tervet puud vaid véime luua mingi tipu t alampuud alles
siis, kui neid on vaja. Ulevaatlikkuse mdttes ongi joonistel toodud ainult vajalikud tipud. Alustame
ainult juurtipuga, mis on must (kood 0):

Nild on vaja lisada esimene riba varviga 1 (oletame, et see on punane). Kuna riba [2, 10] ei kata
kogu musta riba, on vaja liikuda selle alampuudele. Alampuud périvad esialgu sama varvi, mis
vanemal:

[:101] (0 [oz20] (0)

Vaatame koigepealt, mis juhtub parempoolse alampuuga, mis vastab IGigule [10, 20]. Kuna see 16ik
jaab tervenisti kleebitavast ribast mojutamata, siis jaab selle varviks must (0) ning sealt edasi liikuda
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ei ole vaja. Vasakpoolsele alampuule vastav 16ik [0, 10] on osaliselt kleebitava ribaga kaetud, seega
tuleb liikuda selle alampuudele:

--[0 :20] K0 D

[0:10] \0/ [10:20)

5] @ s:101] (0)

G\
-/

Vaatame taas enne I6igu [0, 10] parempoolset alampuud, mis vastab Idigule [5, 10]. See laheb
tervenisti katmisele ja saamegi sellele maarata uue varvi ehk vaartuse 1. Siit edasi ei ole vaja liikuda.

Vasakpoolne 16ik [0, 5] aga on osaliselt kaetud ja seda tuleb taas poolitada ning parast seda veel
kord:

[0:20]

~ =
( ) (19
= &

[2:3]

Niud on probleem selles, et mitmetel vanematel on varv erinev alluvate omast. Seega paneme
selliste vanemate, millel on eri varvi alluvaid, varvi vaartuseks -1. Nii on puud labi kaies lihtne aru
saada, mis toimub — kui I8igu varviks on -1, siis selle IGigu tegelikku varvi me ei tea ja peame uurima

tema alamldike. Kui aga 10igul on seatud mingi muu varv, siis on kogu see I6ik justnimelt seda varvi ja
edasi ei ole vaja seda IGiku jupiti uurida:
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0 1 2
Teise riba (sinine) lisamise jargselt on pilt selline (kollased on muutunud vaartustega tipud):
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mo:=20)| \Y)
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.,,..-f"\'-/ N —
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" YR
(1 5:10 1
@ [E101] et
/N /\
b2l (1) B (D) fesl @) ool (D)
,/I"" \
oz] (0) (1)

]
o/
214
2|/
N
(o)

-/

./ ) /I
,/X ,// \\,
~ & 2
O @O B3 2
2:3) [7:8]
|"'._<| n;’_\‘l
\3¥ \&¥

Parast neljanda riba lisamist (samuti roheline):
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Siin tekkis selline huvitavam olukord, kus sai le varvida I6igu, mis oli enne mitmevarviline (varvi
vaartus oli -1). See tipp on margitud joonisel kollasega. Sellest jaavad ripakile tema alluvad (joonisel
punased). Kas on vaja nendega midagi ette votta? Esialgu puudub selleks vajadus, aga tuleb meeles
pidada, et kui liigume Uhevarviliselt tipult tema alluvatele, siis tuleb nende vaartust uuendada — nad
parivad vanemalt varvi vaartuse. Nii et kui see veel enne ilmne ei tundunud, siis ntitid on vast aru
saada, et tegeleme laisa vadrtustamisega.

Pane tahele, et kui puu kohe alguses valmis ehitada, tekib see probleem tegelikult juba esimese riba
lisamisel, kuna aga joonisel neid alluvaid ei kujutatud, siis ei paistnud see veel vilja.

9.2.2 Kood

#include <iostream>
#include <vector>
#include <set>
#include <algorithm>

using namespace std;

vector<int> _pointlList;

vector<Ribbon> _result;

static TreeNode* MakeTree(int startIx, int endIx);
static void SetRibbon(TreeNode node, Ribbon ribbon);
static void WriteTree(TreeNode node);

class Ribbon

{
public:

int Start;

int End;

int Color;

void init(int start, int end, int color);
s
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void Ribbon::init(int a, int 1, int varv) {

Start = a;
End = 1;
Color = varv;
}
class TreeNode
{
public:
int Color;
int LeftPoint;
int RightPoint;
int LeftEnd;
int RightEnd;
bool CoversLeft;
bool CoversRight;
TreeNode* LeftNode;
TreeNode* RightNode;
¥
int main()
{
set<int> pointSet;
vector<Ribbon> ribbons;
int 1, n;
cin >> 1 >> n;
pointSet.insert(0);
pointSet.insert(l);
for (int i =0; i < n; i++) {
int varv, algus, lopp;
cin >> varv >> algus >> lopp;
Ribbon newRibbon;
newRibbon.init(algus, lopp, varv);
ribbons.push_back(newRibbon);
pointSet.insert(newRibbon.Start);
pointSet.insert(newRibbon.End);
}
_pointList.assign(pointSet.begin(), pointSet.end());
sort(_pointList.begin(), _pointList.end());
TreeNode* root = MakeTree(®, _pointList.size() - 1);
for (int i = ribbons.size(); i > @; --i) {
Ribbon ribbon = ribbons[i];
SetRibbon(root, ribbon);
}
WriteTree(root);
for (int i = @; i < _result.size(); i++) {
Ribbon ribbon = _result[i];
cout << ribbon.Color << " " << ribbon.End - ribbon.Start <<
}
}
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static void WriteTree(TreeNode node)

{

}

if (node.LeftNode && !node.CoversLeft) {
WriteTree(node.LeftNode);

}

Ribbon ribbon;
ribbon.init(node.CoversLeft ? node.LeftEnd : node.LeftPoint,
node.CoversRight ? node.RightEnd : node.RightPoint, node.Color);
if (ribbon.Color == -1) {
ribbon.Color = 0;

}

if (_result.size() > © & _result[_result.size() - 1].Color == ribbon.Color) {
_result[_result.size() - 1].End = ribbon.End;

}

else {
_result.push_back(ribbon);

}

if (node.RightNode && !node.CoversRight) {
WriteTree(node.RightNode);

}

static void SetRibbon(TreeNode node, Ribbon ribbon)

{

15

// @ == taiesti varvimata haru, -1 = osaliselt varvitud, varvimata juurtipuga haru
if (node.Color <= 0) {
if (node.Color==08&&ribbon.Start<=node.LeftEnd&&ribbon.End>=node.RightPoint) {
node.CoversLeft = true;

}
if (node.Color==08&&ribbon.Start<=node.LeftPoint&&ribbon.End>=node.RightEnd) {

node.CoversRight = true;

}
if (ribbon.Start <= node.LeftPoint && ribbon.End >= node.RightPoint) {
node.Color = ribbon.Color;

}
else {

node.Color = -1;
}

}

if (ribbon.Start < node.LeftPoint && !node.CoversLeft && node.LeftNode) {
SetRibbon(node.LeftNode, ribbon);

}
if (ribbon.End > node.RightPoint && !node.CoversRight && node.RightNode) {

SetRibbon(node.RightNode, ribbon);
}



static TreeNode* MakeTree(int startIx, int endIx)

{
int medIx = (startIx + endIx) / 2;

TreeNode node;
node.LeftEnd = _pointList[startIx];
node.RightEnd = _pointList[endIx];
node.LeftPoint = _pointList[medIx];
node.RightPoint = _pointList[medIx + 17;
if (startIx < medIx) {

node.LeftNode = MakeTree(startIx, medIx);

}
if (endIx > medIx + 1) {

node.RightNode = MakeTree(medIx + 1, endIx);
}

return &node;

9.2.3 Ulesanne: Sein

See llesanne on Taipeis toimunud 2014. aasta rahvusvaheliselt informaatikaolimpiaadilt.

Jian-Jia ehitab seina, ladudes Uksteise otsa Uhesuuruseid kive. Sein koosneb tulbast kividest, mis on
nummerdatud vasakult paremale. Tulpadel kérgused vdivad olla erinevad. Tulba kdrguseks on kivide
arv selles tulbas.
Jian-Jia ehitab seina jargneval viisil: alguses pole tiheski tulbas thtki kivi. Seejarel labib Jian-Jia K
kivide lisamise voi eemaldamise etappi. Ehitamine |Gpeb, kui kdik K etappi on labitud. Igas etapis saab
Jian-Jia 16igu jarjestikuseid kivitulpasid ja kdrguse H ning sooritab jargmise protseduuri:
o Lisamise etapis lisab Jian-Jia etteantud Idigus kive nendesse tulpadesse, kus on vahem kui H kivi,
nii et neis oleks tapselt H kivi. Tulpadega, kus juba on H voi rohkem kivi, ei tee ta midagi.
o Eemaldamise etapis eemaldab Jian-Jia etteantud IGigus kive nendest tulpadest, kus on rohkem kui
H kivi, nii et alles jaab H kivi. Tulpadega, kus juba on H vdi vahem kivi, ei tee ta midagi.
Sinu llesanne on leida seina I6plik kuju.
Sisendi esimesel real on kaks taisarvu: n (@ < n < 2 000 000) — tulpade arv seinas ja
k(e < k < 500 000)— etappide arv. Jargmisel k real on igaiihel neli tdisarvu, mis kirjeldavad igat
etappi: operatsiooni tlilip t (1-lisamine, 2-eemaldamine), vasak otspunkt v, parem otspunkt p,
kusjuuresv < p,jah(@ < h < 100 000) — seina korgus sellel etapil.
Viéljundi ainsale reale kirjutada tiihikutega eraldatult n taisarvu — iga tulba |6ppkdrgus.
NAIDE:

NN UToOyo ™
OV wukr AN

3454330010

Sellegi Glesande lahendamiseks saab kasutada I6ikude puud. Siin aga tuleb vdga hoolega silmas
pidada, milline on ehitamise mehhanism: me ei pruugi muuta I6igul kdiki vaartusi, vaid ainult teatud
osa nendest. Suurt probleemi see kohe ei tekita, sest lisamisel peame vétma maksimumi senisest
korgusest ja uuest kérgusest, eemaldamisel aga neist miinimumi.
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Uhe vdimalusena on hoida lisamise ja eemaldamise protseduuride jaoks eraldi massiive.

#include <algorithm>
#include <iostream>

using namespace std;

const int LEHED = (1 << 21);
const int PIKKUS = (1 << 22) + 5;

int D[PIKKUS], U[PIKKUS];
int N, K;

void yhenda(int n, int d, int u)

{
D[n] = min(D[n], d);
D[n] = max(D[n], u);
Uln] = max(U[n], u);
Uln] = min(U[n], d);
}
void tootle(int n, char t, int h)
{
if (t == 2) {
D[n] = min(D[n], h);
Uln] = min(U[n], h);
b
if (t ==1) {
D[n] = max(D[n], h);
Uln] = max(U[n], h);
}
}

void ehita(int v, int p, int t, int h, int n, int a, int b)
{
if (a > p || b < v) return; // ei ole 13igus
if (a2 >= v & b <= p) { // on tervenisti 1&igus
tootle(n, t, h);
return;

}

yhenda(2 * n, D[n], U[n]);
yhenda(2 * n + 1, D[n], U[n]);
D[n] = PIKKUS;

Uln] = @;

int mid = (a + b) / 2;
ehita(v, p, t, h, 2 * n, a, mid);
ehita(v, p, t, h, 2 * n + 1, mid + 1, b);

}
void lopeta()
{
for(int i = 1; i <= LEHED - 1; i++) {
yhenda(2 * i, D[i], U[i]);
yhenda(2 * i + 1, D[i], U[i]);
}
}
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int main()

{
cin >> N >> K;
for (int i = 1; i <= K; i++) {
int t, v, p, h;
cin >> t >> v >> p >> h;
//1-lisamine, 2-eemaldamine
ehita(v + 1, p + 1, t, h, 1, 1, LEHED);
}
lopeta();
for (int i = LEHED; i < LEHED + N; i++)
cout << min(D[i], U[i]) << " ";
cin >> K;
}

9.3 FENWICKI PUU

Fenwicki puu ehk kahendindekseeritud puu leiutas 1994. aastal Uus-Meremaa arvutiteadlane Peter
Fenwick, kes uuris voimalusi andmepakkimisalgoritmide efektiivsuse suurendamiseks.

Vaatame Ulesannet, kus tuleb leida kumulatiivne summa mingil 16igul. Jallegi — kui seda on vaja teha
ainult ks kord, siis piisab sellest, kui liidamegi vaartused antud 18igul kokku. Kui paringuid on palju,
kuid vaartused ei muutu, siis vOib jadas hoida kumulatiivseid summasid: jada esimesel kohal on
esimese elemendi vaartus, teisel kohal esimese ja teise summa, kolmandal esimese kolme summa
jne. Kui on vaja leida summa I8igul [a, b], siis selleks on I6ikude [0, b] ja [0, a — 1] vahe. Seega on
sellise massiivi lilesseadmine keerukusega 0 (n) ning sellest summa leidmine keerukusega 0(1).

Kolmandaks voimaluseks on kasutada IGikude puud, mille tippudes hoitakse alluvate summasid.
Naiteks:

@ @ @ @ @ ® @ @
POOPOODOOIDDO® DD ®

Lehtedeks on kdikide arvude 0-15 (0000-1111) sagedused. Igas tipus on tema alluvate summa.
Paneme tdhele, et summa leidmiseks on vaja vaadata ainult méningaid tippe:
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Kumulatiivsete summade leidmiseks on vaja hoida meeles ainult roheliste tippude vaartused.

9.3.1 Summa leidmine

Vaatame, kuidas leida esimese 13 elemendi summat. Iga summat saab esitada mingi mittekattuvate
alamldikude summana.
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Ulemisel joonisel on algses massiivis summeeritavad vaartused. Erinevate virvidega on tahistatud
erinevad IGigud. Teises massiivis on Fenwicki puu ja rohelisega on tahistatud esimese 8 elemendi
summa, kollasega 8.-12. elementide summa ja punasega 13. element. 13 esimese elemendi
kumulatiivne summaon 21 + 12 4+ 3 = 36.

Naiteks kui on vaja leida 13 esimese elemendi summat, siis kuna 13 = 2° + 22 + 23, siis on meil
vaja leida FP[8] + FP[8+4] + FP[8+4+1], sest FP[8] katab I6igu 1...8, FP[12] I0igu 9..12 ja FP[13]
Giheelemendilise 16igu ehk elemendi kohal 13.

Jargnev funktsioon leiab esimese i elemendi summa:

int KumSumma(int i) {
int sum = @; // siin hoiame otsitavat summat
while (i > @) {
sum += FP[i]; // Fenwicki puu
i=1- (i & -1i); // lahutame viimase biti
}

return sum;
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Siin on kasutatud veidi kavalust bittidega. Negatiivsete arvude esitusest tulenevalt annab i & -i
tulemuseks viimase seatud biti arvus. Naditeks 7 & -7=1, 6 & -6=2,8&-8=8jne. i - (i & -i)
nullib viimase seatud biti.

9.3.2 Elemendi lisamine ja muutmine

Iga kord, kui mingi elemendi vaartust muudetakse, tuleb muuta ka vastavad summad. Muutmise
algoritm on sarnane kumulatiivse summa leidmise omale, aga liigume siin vastupidises suunas —
muutmisel tuleb muuta jargnevaid elemente, mida muudatus mojutab. Naiteks kui suurendada 5.
elemendi vaartust 2 vorra, siis suurendame kdigepealt elementi FP[5], seejarel ka FP[6], kuna selles
hoitakse FP[4] ja FP[5] summat. Edasi tuleb suurendada FP[8], kus hoitakse esimese kaheksa
elemendi summat ja loomulikult ka FP[16], kus on kogu jada summa.

N T N sl

T2 3] a6 6] 78191041 ]12]13] 14[15 16
s sl o] afm] o] ]s ] o]+l

Kasutades taas viimase biti leidmist, saame kiirelt arvutada, millised vaartused tuleb muuta:

void lisaVaartus(int i, int v) {
while (i <= N) {
FP[1i] += v;
i=1+ (i & -i);

}

Lisamist voib ka vaadata kui muutmise operatsiooni, seega saab nii lihtsa vaevaga Fenwicki puu
ehitada.

9.3.3 Uksiku elemendi leidmine

Kui maluruumi jagub, siis voib muidugi iga elemendi tegeliku vaartuse hoida harilikus massiivis ja
uksiku elemendi vaartuse leidmine on sel juhul keerukusega 0(1). Uksiku elemendi véaartust on
vOimalik aga taastada ka Fenwicki puust. Pole raske margata, et A[k] = FP[k] — FP[k — 1], kus A
on algandmetega massiiv.

int leiaVaartus(int i) {
return KumSumma(i) - KumSumma(i - 1);
}

Vajadusel saab veidi kavalamalt ka, kasutades ara teadmist, et FP[i] vaartuseks on kas i. elemendi
vaartus voi i. elemendi ja mingite eelnevate elementide summa:

int leiaVaartus2(int i) {
int sum = FP[i]; // summat hakkame vdhendama (vajadusel)
if (i > @) { // erijuht kui i=0
int z =1 - (i & -i); // lahutame viimase biti maha

i--5
while (i != z) { // mingil hetkel z saab vordseks indeksiga
sum -= FP[i]; //vahendame summat
= (i & -i); //lahutame viimase biti
}

}

return sum;
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9.3.4 Indeksi leidmine kumulatiivse summa jargi

Sageli on vaja ka leida etteantud kumulatiivsele summale vastavat indeksit. Uheks v&imaluseks on
proovida lihtsalt iga indeksi jaoks arvutada kumulatiivne summa ja vérrelda seda soovitud summaga.
Kui vaartused voivad olla ka negatiivsed, siis see on tegelikult ainus moodus. Kui aga vaartused on
koik positiivsed, saab kasutada jargmist kahendotsimise algoritmi:

int otsiSumma(int summa) {
int i = @; // vastus
int bitMask = esimeneBitt(N);
while ((bitMask != 0) && (i < N)) {
int mid = i + bitMask; // keskpunkt 16igul
if (summa == FP[mid])
return mid; // leidsime dige summa
else if (summa > FP[mid]) { // kui mahub otsitavasse summasse

i = mid;
summa -= FP[mid]; // otsime, mis veel mahub
}
bitMask >>= 1; // poolitame otsimisldigu
}
if (summa != @)
return -1; // otsitavat summat ei olegi
else
return i;

9.3.5 Teatud l6igu summa leidmine

Kui on vaja leida summa teatud |8igul, nditeks elemendist 2 kuni elemendini 7, siis kdige lihtsamaks
lahenduseks on

int loiguSumma(int i, int j) {
return KumSumma(j) - KumSumma(i - 1);

9.4 2-MmOOTMELINE FENWICKI PUU

Vaatame jargmiseks llesannet, kus on vaja punkte tasandile lisada ja eemaldada ning leida parasjagu
mingisse ristkilikukujulisse alasse jadvate punktide arv.

Selle lahendamiseks saab mugavalt kasutada kahemd&dtmelist Fenwicki puud, mis sisuliselt on
Fenwicki puu, mille tippudeks on omakorda Fenwicki puud.
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9.4.1 Lisamine
Lisamise protseduur ndeb valja jargmine:

void lisa(int x, int y, int val) {

int yi;
while (x <= max_x) {
yl=1y;

while (yl <= max_y) {
FP2D[x][y1] += val;
yl += (y1 & -yl1);

}

X 4= (x & -x);
}

Antud Ulesandes voib siis kasutada uue punkti lisamisel vaartust 1 ja olemasoleva punkti
eemaldamisel vaartust -1.

9.4.2 Loendamine
Analoogselt saab laiendada (kumulatiivse summa) leidmise algoritmi kahemdotmelisele puule:

int loenda(int i, int j) {
int ji1;
int sum = 9;
while (i > 0) {
i1 = 7;
while (j1 > 9) {
sum += FP2D[i][j1];
j1 =31 - (31 & -j1);
¥
i=1-(1i&-i);
¥

return sum;

}

Kui on vaja loendada punkte suvalisest ristkilikust:

int loenda(int x1, int y1, int x2, int y2) {
return loenda(x2, y2) - loenda(x1-1, y2) - loenda(yl-1, x2) + loenda(x1-1, y1-1);
}

Sama pohimd&tte jargi saab koostada ka n-m&6tmelisi Fenwicki puid.

9.5 AJALOOGA ANDMESTRUKTUURID

Vahel on meil vaja andmestruktuuri, mis lisaks oma tavalisele funktsionaalsusele ,,maletab“ ka neid
andmeid, mis selles varem olid. Sel juhul Gtleme, et andmestruktuur on ajalooga (i.k. persistent data
structure). Andmestruktuur véib olla taieliku ajalooga (kui kdiki selle varasemaid versioone on
vOBimalik muuta) voi siis osalise ajalooga (kui muuta saab ainult viimast seisu).

Lihtsaim meetod andmestruktuuri ajaloo hoidmiseks on mdistagi sellest iga muudatuse puhul koopia
tegemine, kuid see on jéudluse mottes raiskav. Oluliselt parem on muutumatuks jadvaid andmeid
versioonide vahel jagada.
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Uks vdimalus selleks on nn paksu elemendi meetod — iga iiksikelemendi asemel hoiame
andmestruktuuris isekasvavat massiivi (nt vectorit véi listi). Kui vastavat vaartust muudetakse,
lisatakse massiivi jargmine element. Paksu elemendi meetod sobib naiteks ajalooga massiivi
loomiseks.

Teine oluline vdoimalus on teede kopeerimine. Seda saab kasutada juhul, kui struktuur on ehitatud
Uksteisele viitavatest elementidest (nt ahel vGi puu). Selle meetodi korral:

1. Muuda é&ra viited muutunud elemendile.
2. Muuda ara viited eelmises sammus muutunud elementidele.
3. Korda sammu 2 kuni struktuuri alguseni.

9.5.1 Ajalooga I6ikude puu

Ajalooga I6ikude puu (i.k. persistent segment tree) tahendab seda, et sdilitame k&ik tehtud
muudatused, kasutades teede kopeerimise meetodit. Kdige lihtsam on sellest méelda kui
versioneerimisest — iga muudatuse kohta tekib uus puu. Samas on terve uue puu loomine on nii
malu- kui ka ajamahukas. Teede kopeerimise meetod vdoimaldab aga teha muudatusi nii, et
uuendatakse maksimaalselt log (n) tippu. PGhimdtteliselt hoitakse meeles vaid see muudatuste
puu — llejaanud tipud on samad, mis eelmises verisoonis.

(1] (lvr;s\jl ,.{'/7177‘\) [1]
p )5 _.’.\ ___-/ NS .«.'\
//' \\ ,.—’/-4'_ ».\
[2] [ 10\;;4' [3] ( G\':I ' 7\4) (3]
() E(e) ()

Ajalooga l6ikude puu. Vasakul on eelmine versioon (hallid tipud) ja paremal uus versioon (rohelised tipud). Punane nool
tdhistab vasakut alluvat ja sinine paremat alluvat juhul, kui alluv on eelmises versioonipuus (ei ole muutunud).

Ulaltoodud joonisel on tippudes alluvate vaartuste summad. Elemendi asukohas 12 vaartust
suurendatakse Ghe vorra. Selle asemel, et see vaartus (le kirjutada, tekitatakse uus tipp 12’. Kuna see
muudatus muudab ka tippude 6, 3 ja 1 vaartusi, tuleb nende jaoks luua samuti uued tipud 6’, 3’ ja 1’.
Tipu 6’ vasakuks alluvaks on tipp 12’, kuid vasakuks alluvaks tipp 13. Samamoodi kaitub ka tipp 3'.
Juurtipu 1’ vasakuks alluvaks saab tipp 2, paremaks 3’.

Alustades paringut tipust 1, saame seisu, mis oli enne muudatust, alustades aga tipust 1’, labime
muudetud puud.

Peamiselt kerkib tles kiisimus, kuidas pidada arvet versioonide (le. Piisab, kui teada versioonipuude
juuri — neid voib meeles pidada eraldi massiivis. Pane tdhele, et iga muudatus puus kandub edasi
juureni, seega on igal versioonipuul oma versioon algse puu juurtipust.

Vaatame jargmise llesande niitel, kuidas ajalooga I8ikude puud rakendada. Ulesanne on pirit Balti
Informaatikaoliimpiaadilt (BOI) aastast 2015.
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9.5.2 Ulesanne: Tekstiredaktor

Programmeerija Baitasar to6tab uue revolutsioonilise tekstiredaktori kallal. Redaktoril on kaht tlupi
operatsioone: lks v6imaldab redaktoris teksti redigeerida, teine voimaldab eelnevat operatsiooni
tagasi vétta (undo). Uks redaktori innovatiivsetest vdimalustest on mitmetasemeline tagasivétt. See
tootab jargmiselt: me ltleme, et teksti redigeerimine on @ taseme operatsioon. i taseme
tagasivotuoperatsioon (kusi = 1, 2,...)votab tagasi viimase llimalt i-1 taseme operatsiooni,
mis pole veel tagasi voetud. Naiteks 1. taseme tagasivott saab tagasi votta ainult redigeerimis-
operatsioone, aga 2. taseme tagasivOtt saab tagasi votta nii redigeerimisoperatsioone kui ka esimese
taseme tagasivotte (aga mitte kGrgemate tasemete tagasivotte).

Formaalsemalt saab iga juba sooritatud operatsioon olla kahes olekus: aktiivne vdi tagasivoetud.
Olgu X Uks neist operatsioonidest. Kohe parast operatsiooni X sooritamist on ta olekus aktiivne. Kui
X on i. taseme tagasivotuoperatsioon, siis leiame viimase Ulimalt i-1 taseme (tdhistame selle X1)
operatsiooni seisus aktiivne ning muudame operatsiooni X1 seisu tagasivdetud. Kui X1 on samuti
tagasivotuoperatsioon, siis tuleb meil ka see operatsioon, mille X1 tagasi vottis (tdhistame selle X2),
muuta seisu aktiivne. Jatkame samal viisil: kui tagasivotuoperatsiooni X; olek, mis oli enne tagasi
vOtnud operatsiooni X5+1, muutub, siis peame muutma ka operatsiooni X;+1 olekut (mis vdib
omakorda muuta jargmiste operatsioonide olekut). Kogu muutmiste jada I6peb, kui jdutakse
redigeerimisoperatsioonini.

Lihtsuse mottes on tekstiredaktori hetkeseis antud Uksiku tdisarvuga s, mida nimetatakse redaktori
olekuks (alguses vaartusega 0). Iga redigeerimisoperatsioon annab meile uue redaktori oleku.
Redaktori olek sGltub viimasest redigeerimisoperatsioonist, mille olek on aktiivne. Aita Baitasaril
kirjutada programm, mis jalgib tekstiredaktori olekut.

Sisendi esimesel real on positiivne tadisarv n, mis tahistab Baitasari poolt sooritatavate operatsioonide
arvu. Jargmised n rida sisaldavad operatsioone, Uks igal real. Iga operatsioon on taisarv

ai(-n £ a; < n, ai # 0).Kuia; > 9, siis see tahistab redigeerimisoperatsiooni, mis viib redaktori
olekusse a; . Kui a; < 0, siis see tahistab tagasivotuoperatsiooni tasemega -a; . VOib eeldada, et iga
tagasivotuoperatsiooni jaoks on alati moni eelnev madalama tasemega operatsioon, mille seis on
aktiivne, mida saab tagasi votta.

Viljasta n rida. Rida i peaks sisaldama Ghe taisarvu, millel on redaktori seis parast esimese i
operatsiooni sooritamist.
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NAIDE:
11

-1
-1
-3

-2
-1
-1

Vastus:

PORNDBANRNMUNBR

Vaatame jargmist ndidet: jargnev tabel naditab monesid operatsioone, mida Baitasar saab sooritada
ning redaktori olekut parast nende sooritamist. Simbol E tdhistab redigeerimisopratsiooni, mis viib
redaktori olekusse s ja siimbol U; tahistab i. taseme tagasivdtuoperatsiooni:

Operatsioon Eq E, Es U, U, Us Es4 U, U, U, Eq
Olek parast 1 2 5 2 1 2 4 2 1 0 1

Alguses sooritas Baitasar kolm redigeerimisoperatsiooni. Redaktor ldaks olekust 0 olekusse 1, siis 2 ja
I6puks 5. Jargmiseks sooritas ta kaks 1. taseme tagasivGtuoperatsiooni, mis votsid tagasi
operatsioonid E5 ja E; (muutes nad olekusse tagasivéetud). Sellega oli redaktori seis ldinud tagasi
olekusse 1. Jargnev 3. taseme tagasivOotuoperatsioon vottis tagasi viimase U, operatsiooni (muutes
selle olekusse tagasivoetud). Tagajdrjena taastatakse operatsioon E, (see laheb olekusse aktiivne)
ning redaktor laheb uuesti seisu 2. Operatsioon U, votab tagasi operatsiooni E,, operatsioon U;
vOtab jdlle tagasi taastatud operatsiooni E,, siis vBtab viimane U; operatsioon tagasi operatsiooni
E;. Viimane operatsioon on Ej.
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9.5.3 Kood

#include <cstdio>

int max(int x, int y) {
if (x > vy)
return x;
else
return y;
b
int max(int x, int y, int z) {
return max(x, max(y, z));
b

struct PersTree {
PersTree *1, *r;
int key;
int value;
int max_value;

int find(int) const;
PersTree *add(int, int) const;

PersTree(PersTree * 1, PersTree * r, int key, int value, int _max_value) :
1(_1), r(_r), key( key), value( value), max_value( _max_ value) {}

1

int safe_max_value(PersTree *x) {
if (x == NULL)
return 0;
return x->max_value;

int PersTree::find(int mxkey) const {
if (mxkey < key)
return 1->find(mxkey);
else if (mxkey == key)
return max(safe_max_value(l), value);
else // if (mxkey > key)
return max(safe_max_value(l), value, r->find(mxkey));

}

PersTree *PersTree::add(int _key, int nvalue) const {
PersTree *_1 = 1;
PersTree * r = r;
int _value = value;

if (_key < key)

1 = 1->add(_key, nvalue);
else if (_key == key)

_value = nvalue;
else // if (_key > key)

_r = r->add(_key, nvalue);

return new PersTree(_l, _r, key, _value, max(safe_max_value(_l), _value,

safe_max_value(_r)));

}
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PersTree *create_pers_tree(int left, int right) {
if (left > right)
return NULL;
int s = (left + right) / 2;
return new PersTree(create_pers_tree(left, s - 1), create_pers_tree(s + 1, right),

s, 0, 0);
¥
int n;

const int M = 3e5 + 5;

PersTree *akt[M];

int wyn[M];

int main() {
scanf("%d", &n);

akt[@] = create_pers_tree(0, n);
wyn[@] = @;
for (int i = 1; i <= n; ++i) {
int op;
scanf("%d", &op);
if (op > 0) {
wyn[i] = op;
akt[i] = akt[i - 1]->add(e@, i);
}
else {
int cof = akt[i - 1]->find(-o0p - 1) - 1;
wyn[i] = wyn[cof];
akt[i] = akt[cof]->add(-op, i);
}

printf("%d\n", wyn[i]);

9.6 HORE TABEL

Kui andmed ei muutu, siis on voimalik Idikude puu asemel kasutada ,héredat tabelit” (i.k. sparse
table). Tabeli veergudeks on 18igu alguspunktid ning tabeli veergudeks I6ikude pikkuseid, nii et reas
indeksiga j on I&ikudele pikkusega 2/ vastavad vaartused. Esimeses reas, mille indeksiks on 0, on
seega Uheelemendise pikkusega 16igud ehk toodeldava jada algvaartused.

Siin on tabel, mis vastab kumulatiivse summa Ulesandele:

o 1.2 .3 /4 |5 /6 /7 |8 |9 10 11]12 13 1415/
1 0 3 1 2 5 4 5 4 3 3 2 3 1 1 o0

1 3 4 3 7 9 9 9 7 6 5 5 4 2 1

5 6 11 12 16 18 16 15 12 11 9 7 5

21 24 27 27 28 29 25 22 17

38
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9.6.1 Tabeli koostamine
Tabeli koostamise tldreegel:
T[i,jl = Froi jipiqUadalkl}kus1<i<n1<j<|logn|

Kiiremaks koostamiseks saab kasutada diinaamilist programmeerimist. Naditeks minimaalse elemendi
leidmise korral on rekursioonivalem jargmine:
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T[i,j1=F(T[i,j — 11, T[i + 2/7%,j — 1]
Tabeli ehitamiseks kuluv aeg on O(n log n).
9.6.2 Tabelist lugemine
Tabelist lugemine soltub mdnevdrra llesande spetsiifikast.
Naiteks minimaalse vaartuse leidmiseks 16igul [i, j] on vaja leida kaks I6iku, mis tervenisti katavad

otsitava Iigu [i, j]. Pikim tabeli 18ik, mis mahub I8iku [i, j] on pikkusega 2[1080U—i+1],

RMO[,j] = {T[i, k],  kuijada[T[i,k]] < Jada[T[j — 2% + 1,k]]

T[T[j — 2% + 1,k]

Samas naiteks kumulatiivse summa tlesandes on oluline, et arvestatavad 16igud ei kattuks, vaid
jargneksid vahetult Gksteisele.

9.7 UHISOSATA HULGAD

Hulk (i.k set) on andmestruktuur, mille kdige olulisemaks tunnuseks on, et iga element saab esineda
selles maksimaalselt Gihe korra.

Mdnikord on aga vaja tervet hulkade komplekti nii, et iga element esineb mitte rohkem kui ihes
hulgas. Sellist struktuuri voib nimetada tihisosata hulkadeks (i. k. disjoint sets).

® & @ e®

Peamised operatsioonid, mida on vaja sooritada, on hulga loomine, kahe hulga (ihendamine ning
leidmine, millisesse hulka element kuulub.

Abstraktselt on tegemist kiillaltki lihtsa struktuuriga, kiisimus on, et kuidas hoida hulki ja nende
elemente nii, et mainitud operatsioonid oleksid véimalikult efektiivsed.

Tavaliselt esitatakse iga hulk elementide puuna ning kogu thisosata hulkade struktuur on seega
mets.

: s

Peamiselt on meil vaja teada, kes on kelle vanem, seega vGib kogu struktuuri hoida loendis, kus kohal
i on i-nda elemendi vanem. Juurelemendi vanemaks loetakse enamasti element ise.

Kahe puu tihendamiseks piisab, kui muuta ihe puu vanemat:
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Elemendi kuuluvuse leidmine on samuti lihtne:

int leia(int x) {
if (hulgad[x] == x) return x;
return leia(hulgad[x]);

}

Probleem on see, et halvimal juhul on selle keerukuseks O (n) — seda kdll juhul, kui kogu mets
koosneb (ihest puust stigavusega n ja soovime leida elemendi n hulka. Seetdttu on kasulik hoida
puud voimalikult madalad.

Elemendi lisamisel on seda kerge teha, kuna meil ei ole piiratud, mitu alluvat tipul olla v&ib, ja seega
saab uue elemendi lisada alati otse juure alla. Puu kdrgus kasvab seega just puude Ghendamise
operatsiooni kdigus. Siingi on esmaseks lihtsaks lahenduseks, et madalam puu ldheb alati kérgema
alla, mitte vastupidi. Nii jadb ka Ghendatud puu kdrgus muutumatuks. Muutus kdrguses toimub vaid
siis, kui thendada tuleb kaks sama kdrgusega puud.

Puu korgust iga kord leida on tiilikas, selle asemel peetakse seda meeles. Selleks antakse igale tipule
veel Uiks vaartus — aste (i.k rank). Kahe puu Ghendamisel lisame vdiksema astmega puu suurema
astmega puu alla ja nii jadb uue puu aste muutmatuks. Kui aga Ghendatavad puud on vordse
kérgusega, siis Uhendame puud ja suurendame juure astet Ghe vorra. Nii ei saa puu aste kasvada
kunagi suuremaks kui log n.

Puus, mille juure aste on n, on vihemalt 2™ tippu. N3itame seda induktsiooniga. Baasjuhuks on
tihetipuline puu, mille asteks on 0: 2° = 1. Puu aste muutub the vdrra, kui lidame kaks sama
astmega puud. Olgu selleks astmeks k ja hiipoteesi jargi on siis kummaski puus vahemalt 2¥ tippu.
Tippude arv uues puus on siis vihemalt 2% + 2k = 2k+1,

Teiseks votteks, et veelgi kiirendada elementide leidmiseks on nn tee pakkimine (i.k. path
compression). Nagu juba lisamisel sai mainitud, siis parim juht on, kui puu on véimalikult madal ehk
koik hulga lilkkmed on puus vahetult juurtipu all. Kui me hakkaks seda tihendamisel tegema, siis
kaotaksime oluliselt ihendamise operatsiooni efektiivsuses. Samas hulga leidmise operatsiooni ajal
saame lihtsalt kGikide teele jddvate tippude vanemat muuta:
int leia2(int x) {

if (hulgad[x] != hulgad[hulgad[x]]) hulgad[x] = leia2(hulgad[x]);

return hulgad[x];
}

Pane tahele, et me ei vaevu muutma astmeid, mistottu need ei pruugi enam vastata puu tegelikele
korgustele. Sellele ei ole lihtsalt praktiline aega kulutada. Kuna tee pakkimine ei muuda tippude arvu
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puus, siis jadb kehtima ka varem tdestatud viide, et puus astmega n on vihemalt 2™ tippu. Puu
tegelik kGrgus ei saa kunagi olla suurem kui puu aste.

Koos tee pakkimisega m ihendamise voi leidmise operatsiooni on keerukusega
w2
O((m + n)log™n), kus log*n on poordfunktsioon funktsioonist 22° , kus siis astendatakse n korda.

Selle funktsiooni vaartus kasvab vaga kiiresti: 2, 4, 16, 65 536, 2*101%728, Vastava pdordfunktsiooni
vaartus on jallegi vaga vaike ja ei lahe praktilises kasutuses Ule viie, mis tahendab, et lisamise ja
tihendamise operatsioonide keerukus on m operatsiooni korral O0(m + n).

bool yhenda(int x, int y) {
int xx = leia2(x), yy = leia2(y);
if (xx == yy) return false;
if (rank[xx] > rank[yy]) { int t = xx; xx = yy; yy = t; }
if (rank[xx] == rank[yy]) rank[yy]++;
hulgad[xx] = yy;
return true;

9.7.1 Kasutamine

Uhisosata hulki kasutatakse peamiselt graafililesannete juures, nimelt minimaalse toese leidmiseks.
Sellest tuleb tapsemalt juttu jargmises peatikis.
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9.8 KONTROLLULESANDED

9.8.1 Laoseisud

Reasonn (1 < n < 200000) laochoonet. i-ndas lachoonesonr (@ < r < 1000)
voistlusprogrammeerimise Gpikut. Vahetevahel lisatakse Gpikuid laohoonesse juurde voi vGetakse
neid sealt dra. Samuti tahetakse aeg-ajalt teada, mitu opikut on mingites jarjestikku asuvates
laohoonetes kokku.

Sisendi esimesel real on taisarv n. Jargmisel n real on laohoonetes olevate raamatute arv. Sellele
jargneb Ghelrealarvg (1 < q < 200000) —reas tehtavate operatsioonide arv. Jargmised q rida on
kas kujul ,,L x r“(1 £ x £ n; 1 £ r £ 1000)—tehakse operatsioon, mille tagajarjel on laohoones
X rraamatut, v6i U x y“(1 £ x £ y < n)—uuritakse, mitu 6pikut on laohoonetes vahemikus x...y.
Viljundisse kirjutada mingi hulk ridu. Igale reale on vaja valjastada (iks taisarv: vastava teist tltpi
operatsiooni vastus.

NAIDE 1:

3

100

100
100

OWooONOUVTE WNPR,

(I
®

U1l 1o
Vastus:
55
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9.8.2 Korrutamismang

Sa mangid sGpradega mangu, kus sul on arvujada pikkusega N ning kus sulle antakse K kasku. Iga kask
on kas muutmise kask, kus sa pead Uht arvu jadas muutma, voi korrutamise kask, kus sa pead ttlema,
kas mingis vahemikus olevate arvude korrutis on positiivne, negatiivne voi 0. Seega otsustasid teha
programmi, mis seda mangu mangib.

Sisendi esimesel real on kaks tdisarvuNjaK (1 < N,K < 1@5). Teisel real on N taisarvu — esialgse jada
vaartused x (-100 < x < 100). Jargmisel K real on kasud, mis on kas muutmise v&i korrutamise
kdsud. Muutmise kadsk antakse ette kujulM x y (1 £ x < N; -100@ < y < 100), mis tdhendab, et
arv kohal x on nlilid vaartusega y. Korrutamise kask antakse ette kujul K x y (1 ¢ x <y < N), mis
tdhendab, et on vaja uurida vaartust vahemikus x...y.

Viéljundisse kirjutada Ghele reale (ks string: iga korrutamise kasu kohta peab olema kas +, kui korrutis
on positiivne, -, kui korrutis on negatiivne, voi 0, kui korrutis on 0.

NAIDE 1:
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NAIDE 2:
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9.8.3 Kiilaskaigud

Mae ndlval on tee, mille ddres on n maja. Igal majal on kdrgus merepinnast ning on teada, et majade
kdrgused moodustavad mittekahaneva rea (Jargmine maja ei ole kunagi eelmisest majast
madalamal). Samuti teame, et iga maja laius on 1 ning kahe erineva kdrgusega maja vahel on aste.
Majades elab q paari lapsi, kes kdivad Uksteisel kiilas. Lapsed tahavad teada, kui pikk on pikim teeldik,
mis on Uhel kdrgusel, mida nad killa minnes labivad. Laps labib kiilla minnes ka oma maja pikkuse
ning ka oma sdbra maja pikkuse.

Sisendi esimesel real on kaks tdisarvu: njaq (1 < n,q < 100000). Jargmisel real on n taisarvu
vahemikus -100000..180000 — majade kdrgused merepinnast. Jargmisel q real on kaks tdisarvu: x ja y
(1 £ x £y £ n)-—laste elukohad.

Viéljundisse kirjutada q rida: Pikima Ghel kdrgusel oleva teelGigu pikkus, mida laps peab killa minnes
Iabima.

NAIDE:

10 3

-1 -111113 10 10 10
23

1 10

5 10
Vastus:
1

4

3

9.8.4 Berliini miir

Tulevane Berliini mldr jagati enne ehitamist tulpadeks. Midri otsustati ehitada osade kaupa, see
tahendab, et valiti mingid 16igud, mille kohta oli teada, et miilir peab ilmtingimata olema sellel IGigul
teatud kdrgusel. Selle jaoks alustati to6d selles I6igus olevate tulpade, mis olid liihemad ndutud
korgusest, korgendamisega. Iga sellise 16igu ehitamise jarel tehti viieminutiline paus. Sinu eesmark on
teada, mitu korda alustati kokku t66d mingisuguse tulba lles ehitamisega.

Sisendi esimesel realonarvn (1 < n < 100000) — vajalike muurildikude arv.

Jargmisel n real on kolm tdisarvu: 1,rjah(1 £ 1 < r < 100000; 1 < h < 10°) —

m{lrijupi otspunktid ning kérgus.
Viéljundisse kirjutada Uks taisarv: t66
alustamiste arv.

NAIDE:

3
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Vastus: L
14

West Berlin East Berlin
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9.8.5 Lambipirnid

ReasonN (1 < N < 1000000) lambipirni. Iga pirn kas pdleb voi ei pole. Vahetevahel pannakse kdik
mingis vahemikus olevad pirnid pdlema, vahetevahel kustutatakse kéik mingis vahemikus olevad
pirnid, vahel muudetakse kdigi mingis vahemikus olevate pirnide olekut ning vahel kisitakse sinu
kdest, mitu pirni mingis vahemikus pdlevad.

Sisendi esimesel real on arv n. Jargmisel real on n margist koosnev séne. i-s mark sGnes on 0, kui
vastav pirn ei pGle, ning 1, kui vastav pirn pdleb. Jargneb Uksikul realarvq (1 < q < 1000) -
paringute arv, mis tehakse. Jargmisel q real on tahemark ning kaks arvu kujulc a b(@ < a < b <
n). Kui c = °F’, pannakse pdlema koik pirnid vahemikus a..b. Kui ¢ = ’E’, kustutatakse kdik pirnid
vahemikus a..b. Kui ¢ = ’I’, muudetakse kdikide pirnide olek vahemikus a..b. Kuic = ’S?,
kiisitakse sinu kaest, mitu pirni pélevad vahemikus a..b.

Valjundisse kirjutada mingi hulk ridu. Iga korra kohta, kui kiisitakse, mitu pirni mingis vahemikus
polevad, vdljastada (ihele reale vastav pirnide arv.

NAIDE 1:
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NAIDE 2:
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9.8.6 Taani valimised

Taanis on valimiste eel kogu maa plakateid téis. Uks kohtadest, kuhu plakateid riputati, on
plakatikdrgune sein Holbaekvej tdnaval Sorgs. See nn Sorg miir on 1 = 107 millimeetrit pikk, kus iga
millimeetri jarel on tehtud marge. Plakat, mis seinale riputatakse, peab olema riputatud tapselt
markmest markmeni ning selle pikkus peab olema vahemalt kaks millimeetrit. Valimiste eel
riputatakse Sorg mudrilen (1 < n < 40000) plakatit. Kuna plakat voi osaliselt voi taielikult katta ka
teist plakatit, leida, mitu plakatit on valimispaeval osaliselt vdi taielikult ndahtaval.

Sisendi esimesel real on taisarv n. Jargneval n real on kaks tdisarvu:
vijap(l £ v < p £ 1)- plakati esimese ning viimase kaetud
millimeetri jarjekorranumber. Plakatid on ette antud nende
riputamise jarjekorras.

Vialjundisse kirjutada Uksikule reale Uiks taisarv: Plakatite arv, mis
on kas osaliselt vdi taielikult katmata.

NAIDE:
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Vastus:
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9.8.7 Rivistus

n last seisavad reas. Sul on vaja m korda vastata kiisimusele, kui pikk on k-s kdige lGhem laps
vahemikus i..j.

Sisendi esimesel real on kaks arvu: njam(1 < n < 100000, 1 < m < 5000). Sisendi teisel real on
jada pikkusega n — reas seisvate laste pikkused. Jargneval m real on kolm arvu:

i,jjak(1 £ i<j<n, 1<k<3j-1i+1).
Vialjundisse kirjutada eraldi ridadele m taisarvu: vastused
paringutele.

NAIDE:
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9.8.8 Madalad majad

Linnas on n hoonet ning n - 1 teed hoonete vahel, nii et iga hoone juurest saab iga hoone juurde
sOita. Sinult kisitakse m korda, mis on k-nda k&ige lihema hoone kdrgus, millest méodutakse teel
hoonest u hoonesse v.

Esimesel real on kaks tdisarvu: NjaM (N,M < 100000). Jargmisel real on N tdisarvu: hoonete kdrgused.
Jargneval N - 1 real on kaks tdisarvu: u ja v —hoonete u ja v vahel on tee. Jargneval M real on kolm
tihikutega eraldatud taisarvu: u, v ja k — kiisitakse k kdige lihemat hoonet teel hoonest u hoonesse
V.

Viljundisse kirjutada erinevatele ridadele M tdisarvu: vastused paringutele.

NAIDE:

85
1652938577
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9.8.9

Ruudukujulisel toal, mille kiiljepikkus on N meetrit, on pdrand jaotatud N2 ruutmeetriseks
platvormiks, mille kdrgus véib olla vabalt valitud taisarv millimeetrites. Sulle antakse ette selle ruumi
algseis ning sinu eesmark on 6elda, mis on selle toa mingi alamristkiliku kdige kdrgema ning kdige
madalama platvormi kérgus teatud ajahetkedel. Selliste kiisimuste vahel véidakse muuta mingite
Uksikplatvormide korgusi.

Sisendi esimesel real on tdisarvN (0 < N < 500) — toa kiiljepikkus. Jargneval N real on igal real N
tihikutega eraldatud taisarvu — platvormide esialgsed kérgused. Jargmisel real on taisarv

Q(@ < Q < 40000). Jargmised Q rida on antud ette kas kujul g x1 y1 X» Y., mis tdhendab, et
tahetakse teada, mis on suurima ning vdahima kérgusega platvorm ristkilikus, mille Gilemine vasak
nurk on (x1, yi) ning alumine parem nurk on (x2, Yy.), vOisiisc x y v, mis tdhendab, et platvormi,
mille koordinaadid on (x, y), on niiid kdrgusega v.

Viéljundisse kirjutada mingi hulk ridu. Iga esimest tidpi paringu kohta valjastada kaks tiihikutega
eraldatud tdisarvu: suurima ning vahima kdrgusega platvorm ndutud vahemikus.

NAIDE:

5
12345
09213
02341
01245
85314
4
gl123
c2 310
ql1155
ql222
Vastus
90
10 ©

9 2
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9.8.10 Paberi loikamine

Sa IGikad Uht pikka varvilist pabeririba. Pabeririba on n millimeetrit pikk ning iga tiikk, mida sa selle
kiiljest 16ikad, peab olema pikkusega, mis on tdisarv millimeetreid. Samuti vaheldub riba varv ainult
tdisarvu millimeetrite jarel. Sinu Glemused on 6elnud, et lkski sinu Idigatud tiikk ei tohi sisaldada
rohkem kui k erinevat varvi, aga nad unustasid sulle k vaartust 6elda. Leia iga vGimaliku k vaartuse
jaoks, kus 1 < k < n, mis on minimaalne arv I8ikeid, mida sa pead ribasse tekitama.

Sisendi esimesel real on tdisarvn (1 < n < 100000). Jargmisel real on n tiuhikutega eraldatud
tdisarvua (1 < a £ n) —ribaiga millimeetri varv.

Viéljundisse kirjutada n tihikutega eraldatud tdisarvu: iga k (vdiksemast suuremani) vaartuse jaoks
minimaalne I8ikuste arv.
NAIDE 1:

5

13433

Vastus:

31000

NAIDE 2:

8
15781761

Vastus:
73216006060

9.9 VIITED LISAMATERJALIDELE

Kaasasolevas failis VP_lisad.zip, peatlikk10 kaustas on abistavad failid kdesoleva peatiki
materjalidega pohjalikumaks tutvumiseks:

RMQ.cpp, RMQ.java, RMQ.py Léikude puu

Ribad.cpp, Ribad.java, Ribad.py Léikude puu laisa vaartustamisega
Sein.cpp, Sein.java, Sein.py Loikude puu laisa vaartustamisega
RCS.cpp, RCS.java, RCS.py Kumulatiivne summa (Fenwicki puu)
Punktid.cpp, Punktid.java, Punktid.py 2-mddtmeline Fenwicki puu
Redaktor.cpp, Redaktor.java, Redaktor.py Ajalooga Idikude puu

UF.cpp, UF.java, UF.py Uhisosata hulgad
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